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INTRODUCCION

Con el objetivo de encontrar una nocign algebraica
que desempefiase en el estudio del cédlculo proporsional tri-
valente de Lukasiewicz un papel andlogo al que desempefia el
concepto de dlgebra de Boole en el cilculo proposicional
cldsico, Gr.C.Moisil [ (1940), (1941)] introdujo la nocién de
dlgebra de Lukasiewicz trivalente, que es ademis una ‘genera
lizacidn de la nocién de dlgebra de Boole.

Este autor tomé como conectivos primitivos la con-
juncidén (A), la disjuncién (v) , la negacidn (~) y la posi-
bilidad (V) , que pueden definirse, como es bien conocido,
a partir de los conectivos primitivos considerados por
Lukasiewicz, que son la implicacién de Lukasiewicz ( » ) y
la negacién (~), por medio de las férmulas siguientes:
avb=(a»b)»b; a Ab=~(~av~ b); Va = ~a» a.
Reciprocamente,la implicacién de Lukasiewicz puede definirse
por la foérmula a » b= (v ~avb) A (Vbyv~ a). Desde
el punto de vista del 4dlgebra, los conectivos introducidos
por Moisil son de manejo mis sencillo.

P.Halmos [ (1955),(1962)] mostré que la nocidén de &1
gebra de Boole monddica es el instrumento algebraico adecua
do para el estudio del cdlculo de predicados monddicos en la
l6égica clésica.

Estas dlgebras, que también son conocidas con el nombre de
dlgebras S5 de Lewis [ Lewis and Langford (1932) p.501], ha-
bian sidos estudiadas anteriormente por varios autores, pe
ro fué Halmos el primero en demostrar que toda dlgebra de
Boole monddica admite una representacién funcional rica.

En este trabajo introducimos el concepto de &dlgebra
de Lukasiewicz trivalente monidica, que generaliza al de
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dlgebra de Boole monddica, y estudiamos los problemas esen
ciales que plantea esta estructura algebraica.

En el capitulo 0 exponemos, sin pretenciones de ori
ginalidad, resultados de la teoria de las dlgebras de
Lukasiewicz trivalentes que nos son necesarios ulteriormente.

En el capitulo I se introduce el concepto de dlge-
bra de Lukasiewicz trivalente monddica, como una abstraccidn
de la estructura de un dlgebra funcional, de manera andloga
a la indicada por Halmos para el caso de las dlgebras de
Boole monddicas. El lector interesado s6lo en los resulta-
dos esenciales puede omitir la lectura de clertos temas es-
peciales de este capitulo: pédrrafos 4 y 6.

En el capitulo II se estudian los homomorfismos, la
construccién de imdgenes homomorficas y se caracterizan los
filtros que son ndcleos de dlgun homomorfismo (M-filtros).
En particular se estudian los M-filtros médximos y las dlge
bras de Lukasiewicz trivalentes monddicas simples.

En el capitulo III demostramos que toda dlgebra de
Lukasiewicz trivalente moniddica con mids de un elemento es
subproducto directo de dlgebras de Lukasiewicz trivalentes

monddicas simples, lo cual suele expresarse diciendo que
las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes monddicas son semi-
simples. Estudiamos algunas particularidades de las &dlgebras
de Lukasiewicz trivalentes monddicas finitas y probamos

que toda dlgebra de Lukasiewicz trivalente monddica finita-
mente generada es finita. Estos resultados son de gran im-
portancia por su aplicacién a la determinacidn de la estruc
tura de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes monddicas
con un ndmero finito de generadores libres-uno de los obje-
tivos fundamentales de nuestro trabajo-que estudiamos en el
capitulo TV. En el mismo capitulo indicamos una fdrmula

que di el numero de elementos de un dlgebra de Lukasiewicz
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trivalente monddica con n generadores libres. Para el caso
de un generador libre el dlgebra de Lukasiewicz trivalente
monddica tiene 104.976 elementos.

Finalmente, en el capitulo V damos un teovrema de
representacidén de un dlgebra de Lukasiewicz trivalente mo-
nddica por medio de un dlgebra funcional rica que es otro
de los objetivos de este trabajo. Algunas de las técnicas
aqui utilizadas, son andlogas a las indicadas por
A.Monteiro (1956) para las dlgebras de Boole moniddicas.

En una comunicacidén a la Unidn Matemadtica Argentina
(1968) adelantamos algunos de los resultados expuestos en
esta tesis.

Queremos destacar aqui que este trabajo no podria
haberse realizado sin el importante influjo que el Profesor
Antonio Monteiro ha ejercido en el Instituto de Matemética
de la Universidad Nacional del Sur durante mis de doce afios,
a través de sus investigaciones, cursos y seminarios en el
campo de la 16gica algebraica.

Deseo expresar mi reconocimiento al Profesor Antonio
Diego por la atencidn que nos prestara, por sus valiosas su
gerencias que nos permitieron mejorar algunos resultados,
asi como por sus indicaciones tendientes a perfeccionar la

redaccidn y presentacidn de este trabajo.
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CAPITULO O
ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES

0.1. DEFINICIONES Y REGLAS DE CALCULO.

La teoria de las 4lgebras de Lukasiewicz trivalen-
tes fué fundada y desarrollada por Gr.C.Moisil (1940,1941,
1960).

A.Monteiro (1963,1964) indic6é una nueva axiomitica,
equivalente a las indicadas por Moisil, que pasamos a rese-

nar.

0.1.1. DEFINICION. Un sistema (A,1,~,V,A,V)

~formado por 1°) un conjunto no vacto A; 2°) un ele-
mento 1 de A; 3°) dos operaciones unarias, ~ ,V ,
definidas sobre A; 4°) dos operaciones binarias, A,
vV, definidas sobre A - se denomina un dlgebra de
Lukasiewicz trivalente si se verifican los axtomas

siguientes (para todo X,y,z de A):

LO) x v 1 =1
L1) x A (xVvy)=x
L2) x A (y v z) = (z A Xx) Vv (y A X)

L3) ~~Xx = X

L4) ~ (X A Yy) =~XV ~Yy
L) ~x vvx =1

L6) XA ~X = ~X AVX
L7) V({xAy) =VXAVYy

Para simplificar el lenguaje, diremos que A es un
dlgebra de Lukasiewics trivalente o mds sencillamen

te que A es un dlgebra de Lukasiewicsz.
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Posteriormente probamos que LO es consecuencia de
L1-L7 y que los axiomas L1-L7 son independientes (L.Monteiro
(1964 a)). Por lo tanto podemos tomar como axiomas para de
finir un 4lgebra de Lukasiewicz L1 a L7.

De los axiomas L1 y L2 resulta [M.Sholander (1951)]
que el sistema (A,A,v) es un reticulado distributivo. Los
axiomas L1-L4 establecen que el sistema (A,~,A,v) es un re-
ticulado de DeMorgan [Gr.C.Moisil (1935), J.Kalman (1958),
A.Monteiro (1960),(1962),(1966), L.Monteiro y D.Picco (1963),
R.Maronna (1964), M.L.Gastaminza y S.Gastaminza (1968)].

Utilizando los axiomas L1,L2,L3 y L5 se prueba
[L.Monteiro (1964a)] que en un dlgebra de Lukasiewicz A
vale:

L8) x v 1 =1, para todo x € A.

Entonces el sistema (A,1,A,v) es un reticulado distributivo
con Ultimo elemento 1 y de acuerdo a la terminologia intro-
ducida por A.Monteiro (1960) el sistema (A,1,~,A,v) es un
dlgebra de DeMorgan. Al respecto de esta nocién ver
A.Bialynicki-Birula (1957), A.Bialynicki-Birula and H.
Rasiowa (1957) y A.Monteiro (1962,1966).

Se verifica facilmente que en los reticulados de
DeMorgan se cumple:

L) ~(xvy) =~x ~y ,

Yy que en las &lgebras de DeMorgan 0 = ~ 1 es el primer ele-
mento del reticulado (A,A,v).

En un dlgebra de Lukasiewicz son vdlidas las siguien
tes reglas de cdlculo [ver A.Monteiro (1963),(1964)] :

L10) x A 1 = x L11) x € Vx
L12) v 1 =1 L13) V0 =0
L14) Si x <y entonces V x < Vy L15) x v V~x = 1



L16) ~Vx v Vx =1 L17) ~Vx A Vx =9
L18) VV«x = Vx L19) V(xVvy) =VxvvV y

Un elemento b de un reticulado A con primer (0) y

Gltimo elemento (1) se dice booleano si existe b' A tal
que b v b' =1y bAb' =0. Si A es distributivo, entonces
1) E1 complemento, b' de b, si existe, es dnico y 2) el con

junto de todos los elementos booleanos de A, que notaremos
B(A) forman un subreticulado de A, que es un dlgebra de
Boole [G.Birkhoff, (1967)1 .

0.1.2. DEFINICION. Un elemento X de un dlgebra de

Lukasiewicz A se dice invariante st VX =X

0.1.3. LEMA. X es invariante sssi X es booleano.
(Moisil (1940)).

Por lo tanto, si A es un dlgebra de Lukasiewicz,
entonces:

B(A) = {x € A: V x = x}.
0.1.4. LEMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicsz,

X €A yb € B(A) entonces: I) b A x = 0 ssst
X <~b; IT) bv x =1 gssi ~x < b.

Recordemos que en las dlgebras de Lukasiewicz se de

nomina operacién de j )sibilidad a 1la operacidn unaria V.

0.1.5. DEFINICION. En las dlgebras de Lukasiewicsz
se denomina operacidén de necesidad al operador una-

rio A definido por A x = ~V ~ x.

]

Es féacil ver que: B(A) {x € A: A x = x}.

En toda dlgebra de Lukasiewicz son vidlidas las si-

guientes reglas de cidlculo (Gr.C.Moisil (1940), ver también



A Monteiro (1963),(1964)).

L20) ~x A Ax =0 L21) x v ~x = ~x v A x
L22) A (x A y) =Ax AAYy L23) & x < x

L24) A 1 = | L25) A 0 =0

L26) Si x <y, entonces A x <Ay L27) x M & ~x =0

L28) ~A x v A x = 1 L29) ~A x AAXx =20
L30) A Ax = A x L31) A(x v y) = Ax v Ay
L32) VA x = A x L33y AV x =V x

Vamos a enunciar una propiedad muy importante de las

dlgebras de Lukasiewicz, que provee un potente método para

demostrar igualdades.

0.1.6. LEMA. (Principio de Determinacidén de Moisil’.
Para que X* =y es necesario y suficiente que A X = Ay
y Vx =V y. Moisil (1940) (1941); L.Monteiro, (1968a)).

0.1.7. COROLARIO. Para que X <y es necesario y suficien
te que A x <Ay y vx <Vy.

Mediante la aplicacién de 0.1.7. y las reglas de cdlcu

lo, es facil ver que:

0.1.8. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz se verifica
la sigutente condicidn: (K) x A ~x <y VvV ~ vy, cuales~-
quiera que sean X e y. (ver por ejemplo A.Monteiro
(1964)).

Recordemos que un reticulado de DeMorgan se dice Nor-

mal (J.Kalman (1958), o Lineal (A.Monteiro (1960)), si veri

fica la condicién (K). Las algebras de DeMorgan que verifi

can la condicidén (K) se denominaridn dlgebras de Kleene (St.

Kleene (1938),(1952). Por lo tanto, de acuerdo con esta ter

minologia, las &lgebras de Lukasiewicz son 4dlgebras de

Kleene.



El siguiente resultado se debe a A. Monteiro: "Si A es
un digebra de Kleene y x € A tiene un complemento booleano
=X, entonces -x = ~ x'"; la demostracién de este autor fuéd
reproducida en R. Cignoli (1965). Una versién simplificada
de la misma puede verse en L. Monteiro (1969). Luego, si A
es un dlgebra de Lukasiewicz y b € B(A), entonces su comple
mento booleano es ~ b.

0.7.9. DEFINICION. Una parte no vacia A' de un algebra
de Lukasiewicz A se dice una subdlgebra de A, s7 A' es
cerrada con respecto a los operadores ~,V, V. También

diremos que A' es una L-subdlgebra de A.

0.1.10. DEFINICION. Un dlgebra de Lukasiewicz A se dz

ce completa, si A es un reticulado completo.

Como toda 4lgebra de Lukasiewicz es un reticulado de
DeMorgan, entonces:

0.1.11. LEMA. S7 existe el supremo (infimo) de una fa-

milia no vacia {ai}ieI’ entonces tambien existe el in-
fimo (supremo) de la familia {Nai}iel y ademds:
~ ‘\! ai - I,\ ~ 7. (~ /‘\ ai = \/ ~ ai).

iel iel iel iel

0.1.12. LEMA. En = dlgebra de Lukasiewicz vale la si-

gutente <gualdad X = (A X VvV ~X)AN VX, o lo que es equt
valente x = (VX A ~Xx) v A Xx.
DEM. (A XV ~x)AN Vx=(XV~X)AVXx-=(XAV X)V
V{(~XAVX)=xV (~XAVX)=xV (~X A X) = X.

0.1.13. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz:"A x = 0

sssl X K ~ x".



DEM. Si A x = 0, entonces como x = (A X V ~x) A V x, ten-
dremos x = ~x A V x <~ x. Reciprocamente si, x < ~ x, en-
tonces A x = X AAXS<~X AAX =0, luego A x = 0.

0.1.74, LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz A, si existe
a =V a, , entonces también existe Y V a. y ademds:
iel iel
Va=YVY va,
. 1
iel
DEM. Por hipdtesis a; < a para todo i € I, luego como V es
mondtono: (S1) V¥ a; < Va, para todo i € I.
Probemos que (S2) Si x € A verifica V a; < X, para todo
i € I, entonces Va < x. En efecto, si Va, < x, para todo
1€ I, entonces: (1) Vai = A¥7ai < A x, para todo 1 € I.

Como (2) a, S:Vai, para todo i € I, entonces de (2) y (1)

resulta a, < A x, para todo i € I; luego a =V a, <AX,y
* iel

por lo tanto Va <VA x = A x. Luego, como A x < x, se tie-

ne Va<x. (S1) y (S2) prueban el lema.

0.1.15. COROLARIO. S7 A es un dlgebra de Lukasiewicz,

{bi}ieI una familia de elementoe de B(A) y si existe

b =Y bi’ entonces b € B(A).

DEM. Vb =V (VY b.,) =VYvb. =V b. =b
. 1 . 1 . 1
iel iel iel
De 0.1.15. resulta inmediatamente que:
0.1.16. COROLARIO. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicsz

completa, entonces el dlgebra de Boole B(A) es comple-
ta (L.Monteiro (1965)).



0.1.17. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz, si existe
V' y.entonces existe V x A y.) y ademds V (x A y.) =
. 1 . 1 . 1
iel 1el iel
=x A (V yi).
iel
DEM. Sea y =V Y;» luego Y; SY, para todo i € I y por lo
iel
Yy por lo tanto (S1) x & Y; SX Ay, para todo i € I.
Probemos que: (S2) Si t verifica (1) x A Y; S t, para todo
i1 € I, entonces x A Yy < t. Para ello probaremos que:
(a) a(x A y) < ot y (b) v(x A y) < vt,
Esto es que: ax A 4y < At y vx a Vy < vt.

De (1) resulta v~x v (x a yi) < V~x v t, para todo i € I,

luego Y; S U~x v Y; SV~ v t, para todo i € I, y por lo

tanto: y = V Y; S VX Vot
iel
Luego ax A y < 4x A (V~x v t) = 0x A t < t, de donde resul-

ta Ax A Ay < At,

De (1) se deduce vx x Vy, < Vt, para todo i € I, luego
~VX v (VX A Vyi) < ~VX v Vt, para todo i € I, y por lo tan-
to Y < Vyi < ~VX v Vyi < ~VX v Vt, para todo i € I.

Luego y = Y; S ~Vx v Vt, entonces:
iel

VX Ay S VX A (~VX V Vt) = Ux A Vt < Vt Yy, por lo tanto,
VX A Vy = V(VX A y) < VVt = vt,

De (S1) y (S2) resulta: V (x a yi) =x A (VY yil)-

iel iel



0.1.18. OBSERVACION., Gr.C. Moisil (1963) demostré que
toda dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Heyting [al res
pecto de esta nocidén ver por ejemplo: G.Birkhoff (1933) p.
459, (1967) p.45, A.Monteiro (1955) (1958) y H.Rasiowa and
R.Sikorski (1953)}.

Moisil define la implicacién intuicionista de cada par
ordenado (x,y) de elementos del dlgebra por intermedio de 1la

férmula:
X =y = A~X V Ay v (V~X A Vy) v (AX A y A ~y)

A.Monteiro (1963 a) demostrd que se puede definir mis

sencillamente:
X = y = Avx vy Vv (V~x A Vy).

Hemos probado [L.Monteiro (1969)] méds precisamente que
toda &dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un dlgebra de
Heyting trivalente [al respecto de esta nocién ver L.Monteiro
(1964)1.

Como en toda dlgebra de Heyting es vdlido el enunciado
0.1.17 [ver por ejemplo H.Rasiowa and R.Sikorski (1963)

p.55 ], entonces por el resultado de Moisil podemos afirmar
que en toda adlgebra de Lukasiewicz es valido 0.1.17. La de-
mostracidén que indicamos de 0.1.17 no presupone el conoci-

miento de la teoria de las dlgebras de Heyting.

0.1.19. LEMA. SZ a = \ a., y Aa. = 0, para todo i € I,
jer *t *
entonces Aa = 0. (A.Monteiro (1966 a)).
DEM. La hipé6tesis ha, = 0, para todo i € I, es equivalente

(ver 0.1.13) a: a; < ~a;, para todo i € I. Luego, como toda
dlgebra de Lukasiewicz es un dlgebra de Kleene, tendremos:

a. = a. A ~a. <a, v ~a, = ~a, , i,j €1
1 1 1 ] N ]



Luego (1) a = V a, <~a., para todo j € I. Pero por
iel J
0.1.11 sabemos que (2) ~a = | ~a. . De (1) y (2) resulta
1eT
a < ~a, lo que es equivalente a decir que Aa = 0.

0.1.20. TEOREMA. 57 existe a = V a
iel

existe \ ha., y ademds V ba. = a V a.. (A.Monteiro
iel * iel 1 ier 1

io entonces tambien

(1966 a)).
DEM. Por hipé6tesis a; < a, para todo i € I, luego:

(S1) Aa < Aa, para todo i € I.

Probemos que (S2) Si t € A verifica Aa;, < t, para todo 1 € I,

entonces Aa < t.

De (1) ha, < t, para todo i € I, resulta (2) Aa, < At, para

todo i € I.

Sea (3) ai = ~At A Aa A a,, para todo i € I; luego, te-
niendo en cuenta (S1) y (2), podemos afirmar que:
Aai = ~At A pad A Aai = ~At A Aai < ~At A At = 0 , esto es,
(4) ba; = 0 ,para todo i € I.

De (3) resulta pcr la aplicacidn de 0.1.17 que:
(5) 'V a} = ~ot A Aa A @ = ~At A ha

iel

De (4) y (5) se deduce por la aplicacidén de 0.1.19 que

aC ai) = 0, esto es, A(~At A Aa) 0, luego ~At A Aa = 0

iel
y por lo tanto Aa < At. Luego, como At < t, tendremos
Aa < t.
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0.1.21. LEMA. En un dlgebra de Lukasiewicz, si existe

N y., entonces existen A vy. , A ay y ademds
i iel “ 13

iel iel i
A vy, =v A vy, ANay, =2 N y..
iel 1 iel i” iel 1 ier * 1

DEM. Es una consecuencia inmediata de lemas anteriores.
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0.2. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES CON CENTRO.

0.2.1. DEFINICION. Un elemento C de un dlgebra de
Lukasiewicz A se dice un centro de A, 87 ~c = ¢,
(Gr.Moisil (1940)).

Las &dlgebras de Lukasiewicz (trivalentes) con centro
coinciden con las dlgebras de Post (de orden 3). [al res-
pecto de esta nocidn ver por ejemplo G.Epstein (1960),T.
Traczyk (1963)].

0.2.2. LEMA. Para que un elemento C de un dlgebra de
Lukasiewicz A sea un centro de A es necesario y sufz-

ciente que Ac = 0 y Vc = 1.

Utilizando 0.2.2 y el principio de determinacién,
Moisil demostrd que si un dlgebra tiene centro, éste es G-
nico.

El Prof. D.Makinson nos hizo notar que si en un reticu-
lado de Kleene A existe un elemento z tal que z = ~z, enton

ces €1 es Gnico.

En efecto, si w verifica w

~Ww, entonces por la condicién
(K , ver 0.1.8, tenemos z

ZA~NZ KWV ~W=wW Yy
W=WA~w<zV~zZ =2, luegow = z,

0.2.3. LEMA. 5% un dlgebra de Lukasiewicz A tiene centro
C, entonces

(1) x = ax v (c A VX A V~X), para todo X de A. (Moisil
(1941)).

(Z2) x = (ax v c) A Vx = (Vx A c) v Ax, para todo X de
A. (L.Monteiro (1965)).

0.2.4. LEMA. SZ A es un dlgebra de Lukasiewicz con cen-

tro ¢ y S una subdlgebra de A, entonces las stguientes
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condiciones son equivalentes:
(I) S verifica: "Si AX , VX € S entonces x € S"
(II) ¢ € S.

DEM. (I) — (II). Como Ac = 0 € Sy vc = 1€ S, entonces
por (I) resulta que c € S.

(IT) — (I). Supongamos que c € S y que Ax, Vx € S, luego
X = (Ax v ¢c) A Vx € S.

0.2.5. EJEMPLO. Sea A el reticulado distributivo cuyo
diagrama de Hasse se indica en la figura y cuyos operadores
estan indicados en la tabla adjunta. El1 clemento represen-

tado por la letra c es un centro de A.

1 X | ~x ] vx | ax
0 1 0 0

¢ c c 1

0 1 0 1 1

0.2.6. EJEMPLO. Consideremos el reticulado distributivo
A de la figura, con los operadores definidos por la tabla
siguiente. A es un &dlgebra de Lukasiewicz que tiene por cen

tro al elemento c.

X ~X VX AX
0 1 0 0
a g d 0
b £ e 0
c c 1 0
d e d d
d e e d e e
f b 1 d
g a 1 e
1 0 1 1
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0.3. ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ TRIVALENTES CON EJE.

Vamos a indicar a continuacién otro caso particular de
dlgebras de Lukasiewicz.

0.3.1. DEFINICION. Se dice que un dlgebra de Lukasiewicsz
E tiene un eje, si existe un elemento e € E, tal que:
(E1) ae =0

(E2) vx < Ax v Ve, para todo x € E.

El elemento e se denomina eje del dlgebra E [Moisil
(1941), pag.88].

Observemos que la condicién (E2) es equivalente a cual-
quiera de las dos condiciones siguientes:
(E'2) vx = yx A (Ax v Ve) ; (E"2) VX vV Ve = AX v Ve.

0.3.2. EJEMPLO. Sea E el reticulado distributivo cuyo
diagrama se indica en la figura y cuyos operadores se indi
can en la tabla adjunta.

X ~X AX VX AX Vv Ve

o

- 0o o o W
o T 8 0 Q=
- o A M o
= A= O
—_ A QA = =

Entonces E es un dlgebra de Lukasiewicz, y de la observa-
cidn de la tabla anterior resulta inmediatamente que el

elemento indicado con la letra e es un eje de E.

0.3.3. EJEMPLO. Sea L el dlgebra de Lukasiewicz triva-
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lente con un generador libre. Indicamos a continuacién su
diagrama de Hasse y la tabla de los operadores ~, Vv, A, Lue

go el elemento representado por la letra e es un eje de L.

X ~X AX VX AX v Ve
1 0 1 0 0 h
i | 5 a J a a 1
b i b b j
I
h o h c c 1
A a
- ~a a 1 1
d ) g 5
\LI/\‘ e £ 0 h h
e | f e c 1 1
- /A\S\ g d b j j
a "% b h c h h h
i b i i 1
0 . ) ) .
J a J J J
1 0 1 1 1

Moisil (1941, pag.88) demostrd que si e es un eje de
un dlgebra A, entonces: x = AX Vv (e A VX A V~x), para todo
X € A.

0.3.4. LEMA. 57 e es un eje del dlgebra A, entonces:
X = (Ax v e) A Vx = Ax v (VX A e), cualquiera que sea
X € A.

DEM. x = Ax v (e A VX A V~x) = (Ax Vv e) A (Ax Vv VXx) A

A (Ax v V~x) = (AX vV e) A VX A 1 = (AX V e) A VX.

0.3.5. LEMA. S7 e es un eje del dlgebra A, entonces:
X = (ax v ~e) A VX = AX v (VX A ~e), cualquiera que

sea X € A.

DEM. Por 0.3.4 podemos escribir ~x = (A~x v e) A V~Xx, lue
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go X = ~~x = (Vx A ~e) v AX = (AX Vv ~e) A VXx.

0.3.6. LEMA. 57 L es un dlgebra de Lukasiewicz tal que
existe un elemento e de L que verifica las condiciones:
(1} ae =0

(2) x = (Ax v e) A Vx , cualquiera que sea X € L

entonces € es un eje de L.

DEM. Por hipétesis se cumple (E1). De (2) resulta:
Vx = (Ax v Ve) A Vx, condicidén ésta que, como hemos indica-
do, es equivalente a (E2).

0.3.7. LEMA. S7 ¢ es centro del dlgebra L, entonces c

también es eje de L.

DEM. Por hipdtesis Ac = 0. Ademds, por 0.2.3 sabemos que

X = (Ax v ¢c) A Vx, luego, por 0.3.6, c es eje de L.

0.3.8. LEMA. S7 un dlgebra A tiene eje, éste es uUnico.

DEM. Supongamos que existen elementos e y f de A tales que:

(1) ae =03 (1') af =0 ; (2) vx = vx A (bx v Ve), pa-

ra todo x de A; (2') Vx = vx A (Ax v Vf), para todo x de A.
De (1) y (1') resulta que: (i) ae=Af. Por (2) y (1') po

demos escribir: vf = vf A (af v ve) = Vf A (0 v Ve) =

= Vf A Ve. Andlogamente, de (2') y (1) se deduce que Ve =

= Ve A~ Vf. Por lo teito, (ii) Ve = Vf. De (i) e (ii) se

deduce por el principio de determinacidén, que e = f.

0.3.9. LEMA. S7 e es eje del dlgebra de Lukasiewicz A

¥y A no es un dlgebra de Boole, entonces e # 0 y e # 1.

DEM. Si e = 1, entonces Ae = 1, luego no se cumple (E1).
Si e = 0, entonces se verifica (E1). Si se verificara (E2),
entonces Vx < Ax Vv Ve = Ax v 0 = Ax, para todo x de A, es-

to es Vx = Ax, para todo x de A, luego Vx = x, cualquiera
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que sea X € A, y por lo tanto A seria un &dlgebra de Boole.

G.3.10. LEMA. S7 e es eje del dlgebra de Lukasiewics
Ay S es una subdlgebra de A tal que e € S, entonces S
verifica: "AX, VX € S Zmplica x € S".

DEM. Analoga a la indicada en 0.2.4.

La reciproca de este lema no es vdlida en general. En
efecto, el algebra E indicada en 0.3.2 tiene eje, S = {0,1}
es una subdlgebra de E que verifica "Si Ax, Vvx € S, enton-
ces x € 8", (para ello basta ver la tabla de los dos opera-

dores) y, sin embargo, e & S.

0.3.11. LEMA. SZ E es un dlgebra de Lukasiewicz con eje
e y S una subdlgebra de E que verifica: 1) B(E) € S,

2) e € 5, entonces S = E.

DEM. Si x € E, entonces Ax, Vx € B(E), luego, por 1) y 2),
podemos afirmar que x = (Ax v e€) A Vx € S.

0.3.12. LEMA. 87 E es un dlgebra de Lukasiewicz con eje,
tal que B(E) es un dlgebra de Boole completa, entonces

E es completa.

DEM. Sea F = {ai}iel una familia arbitraria de elementos

de E y consideremos las siguientes familias de elementos
de B(E):
E = {aa.}. y F, = {va.}.

i diel 1 i'iel
Luego, como B(E) es completa, existen los elementos:

(1) a_ = A pa, y (2) a, = A va. ,

o iel i 1 iel i

y, ademids, (3) a_ € B(E) y (4) a, € B(E).

1

Consideremos el elemento (5) a (ao v.e) A a donde

1’



e es el eje de E y probemos que A es el infimo de la fam:i-
lia F.
De (5) resulta que (6) a < a v.oe vy (7) a < 2 Lue-

go, de (6) y (3), se deduce (8) Aa < ha v he = An v L=

= Aa = a .
o o

De (1) resulta (9) a < ha., para todo 1 € 1, luego, da

(8) y (9), tenemos (10) ada < Aa., para todo i1 € I.

De (7) y (4) resulta (11) va < va, = a

1 y como, peT
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(2) se cumple (12) a, < va., para todo i € I, entonces, ce

1
(11) y (12), se deduce que (13) va < va,, para todo 1 € 1I.
De {(10) y (13) se concluye (ver 0.1.7): (S1) a < a;

para todo i € I.
Probemos que: (S2) Si x € E verifica x < a,, para todo
i € 1, entonces X < a.

De x < a,, para todo i € I, resulta (14) Ax < ba., para
todo i € I, y (15) vx < Va,, para todo 1 € I. Como AX,
yx € B(E), entonces de {14) y (1) se deduce Ax < a_, lue-
go (16) ax v e < a_ v.e.
Por (15) y (2) tenemos (17) Vx < als luego, de (16) y (17),

resulta x = (Ax v e} . VX < (aO v e) A a; = a.

0.3.13. COROLARIO. S7 C es un dlgebra de Lukastewicsz
con centro tal que B(C) es un dlgebra de Boole completa,

entonces C es completa.

0.3.14. OBSERVACIONES. 1) Toda &dlgebra de Boole A es
un 4lgebra de Lukasiewicz donde Vx = AX = X, para todo X

de A, y reciprocamente.



































































































































































































































































































