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CLAUSURA CONVEXA DE CONJUNTOS
AUTOSEMEJANTES, UN EJEMPLO EN IR3.

MARIANO FERRARI

ABSTRACT. P. Panzone [5] caracterized the convex hull of a self similar set in R2.
In this note we prove, by means of a example, that this caracterization is not valid

in R%.

Si K C R? es un conjunto compacto diremos que K es un conjunto autosemejante
definido por similitudes si existe un conjunto finito I y una familia de similitudes
{witier

les(z) — (W) =riz —y) , m<1,

de modo que

(1) K:Usoi(K)-

Usaremos la notacién ¢;(x) = r; A;(z) + a; donde A; es una transformacién lineal
ortogonal, esto es det 4; = %1, y a; es un punto de R?.

Es importante destacar que para para cualquier familia de contracciones existe
un Gnico conjunto compacto que verifica (1), ver [3], [7].

Por distintas razones al momento de calcular la dimensién o la medida de Haus-
dorff de tales conjuntos, es importante conocer su clausura ccnvexa, que notaremos
C(K), ver [4], [6]. Esto fue hecho, en parte, para conjuntos sutosemejantes en R2,
para poder explicarlo necesitamos las siguientes definiciones.

Diremos que un punto p € C(K) es un punto extremo si no existen z,y € C(K),
z,y # p, tales que p estd contenido en el segmento [z, y]. Es simple observar ademés
que un punto de este tipo es en realidad un punto de K, y sabemos que un conjunto
convexo coincide con la clausura convexa de sus puntos extremos, ver Eggleston [2].

Dados un punto p € R?, un versor v, [v] = 1 y un dngulo 8, 0 < 4 < CH
consideraremos el cono de vértice p, direccién v y dngulo 6:

(x—p,v)
Con(p,v,0) ={z: ——2—L > cosf}.
)= Sy 2 s

Aqui (-,-) y | - | representan el producto escalar y la norma usual en R3. Observar
que cuando ¢ = 7, Con(p,v,f) es un semiespacio.
Para un punto extremo p definimos

f(p) = inf{f : existe un versor v tal que C(K) C Con(p,v,8)}.
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Es simple ver que, de hecho, €l infimo anterior es en realidad un minimo, esto es,
existe versor v(p) y un cono Q(p) = Con(p, v(p),d(p)) tal que K C Q(p), ademas
este cono es tnico si § < Z.

Por 1ltimo, diremos que un punto extremo p es localmente lineal si es el tinico
punto extremo en un entorno de p, esto es, si no existe una sucesién de puntos
extremos {p;}, p; # p, que converge a p.

P. Panzone [5] mostré el siguiente Teorema que caracteriza los puntos extremos
de conjuntos autosemejantes en R2,

Teorema. Sea K C R? un conjunto autosemejante definido por similitudes tales

que det(A;) = 1 para todoi. Sip € K es un punto extremo tal que 0(p) < 5 entonces
p es localmente lineal. :

Contraeje'mplo.,

Mostaremos a continuacién, a través de un ejemplo, que esta caracterizacién no
es valida en R?2.

Sea 0 < o < %, consideremos los puntos de R3, 0 = (0,0,0), p = (1,0, 0); los ver-
sores ug = (cos @, sena,0), uy = (— cosa, senc,0); y los conos Cy = Con(0, ug, ),
Cy = Con(p,u1,a) (ver figura). Observar que si S es la reflexién sobre el plano
z = £ entonces C; = S(Cp).

Consideremos ahora una transformacién ortogonal 7' que deje fijo ug y sea una
rotacion irracional sobre el plano ortogonal a ug. Esto es, en la base ortonormal de
R3, {ug, vy, we}, donde vy = (—sena, cos @, 0) y wy = (0,0, 1), tenemos que

,r(”ll,o) = Up,

T'(vo) = cos(8)vy + sen(8)wy,

T'(wo) = —sen(B)vy + cos(8)wg ,
donde = 827, 0 < B < 1 un ndmero irracional. Observemos que T(Cy) = Cj. Sea
ahora T" la transformacién afin dada por T" = ST'S, entonces T7%(C}) = C; (sélo

necesitamos de la transformacién 7" que deje fijo al cono C}). Consideremos las
similitudes

pr(z) =rT(x),  polz) =rT"(2),
donde r < %, y sea K el conjunto autosemejante tal que
K= U Pi (K)’
i€l

donde I = {1,2}. Observemos que el conjunto convexo C' = Co M C; = {(z,,2) €
Co:z < 33U{(z,y,2) € Cy: @ > 1}, verifica ¢;(C) C C, por lo que C(K) C C.
Ademés sabemos que todo punto z € K puede escribirse de la forma

T = 'r‘}l—»nolo Ww;.,.wn (C) = ﬂ (Pwl...wn (C) )
n=1
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para algin w € I*°, ver [1], [7]. Aquf I representa el conjunto de las sucesiones
infinitas w = w; ... wy ..., w; = 1,2; y para cualquier palabra finita Wy ... W, notare-
MO8 Py, wn = Py @ 0Ly,

Lema. Sea z € K, si x € 8Cy entonces z € [0, ©u(p)], para alguna palabra w =
11...1.

Demostracion : Sabemos que existe un w € I® tal que z = M2t Pun..wn (C), si
w; = 1 para todo ¢ entonces z = 0. Supongamos que existe k£ > 1 tal que w; = 1
para todo i <k, wpyy = 2. Luego z € ¢11.12(C), esto es, existe un y € w,(C) tal
que

(2) T =11.1(y).

Ya que z estd en la frontera de Cy, el punto y también debe estar en la frontera de
Co. Observemos entonces que, como el radio de contracién de (o2, T, €8 menor que
3 92(C) € {(z,y,2) € Cy : © > 1}, y en consecuencia p,(C) N AC, C [0,p]. Luego
y € [0,p] y el lema sigue entonces de (2).

Teorema. 0 es un punto extremo de K, §(0) = a < I y 0 no es localmente lineal.

Demostracidn :  Consideremos la sucesién de puntos de K, {¢7  1(p)}32,, estos
e

puntos pertenecen a la frontera de Cy y ademés, rotan irracionglmente sobre la
frontera de Cy acercindose a 0 por lo que Q(0) = Cy vy 6(0) = a.
Veremos ademés que estos puntos son todos puntos extremos, de lo que resulta
que 0 no es localmente lineal. Supongamos que ¢ = ©1 .. 1(p) no es un punto
N

k
extremo de K y sea H un plano soporte de Cjy que contiene a g, esto es un plano tal

que Cy estd contenido en uno de los semiespacios determinados por H. Tal plano
existe por ser Cp un conjunto convexo, ver [2]. H es también un plano soporte
de C(K) y observemos que HNC(K) C HNCy = L, donde L es la semirrecta
que empieza en 0 y contiene a g, es decir que H N C(K) ss un segmento [0, ¢].
Sabemos que los puntos extremos de C(K) contenidos en H coinciden con los puntos
extremos de H N C(K). En consecuencia ¢’ es un punto extremo de K por lo
que ¢ # ¢ y g € [0,¢']. Por ser un punto extremo ¢ € K, ademés ¢’ € 9C; y
resulta del Lema que ¢’ € [0,¢1  {(p)] para algtn h. Tendrfamos entonces que
-

h
0,901 1] € 0,01 1(p)] para k # h, lo que es impos:ble ya que la rotacién

i h
de ¢; es un multiplo irracional de 2. [ |
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