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(Recu le 30éme Novembre 1959)

L’existence de matrices caractéristiques irréguliéres pour le
calcul propositionnel classique a été signalée par la premi’re fois par ALONZO
CHURCH et NICHOLAS RESCHER (1950)%).

D’autres exemples ont ¢té indiqués par ALoNzo CHURCH (1953) qui
a aussi posé le probléme général de caractériser les matrices de la nature indiquée.
Cette sugestion nous a conduit a étudier une classe particuliére de matrices
que nous appelons, dans cette note, des matrices de Morgan, pour lesquelles
nous arrivons a resoudre le probléme posé. L’étude de D'arithmétique des
filtres des réticulés de Morgan nous a conduit a indiquer une méthode assez
simples pour construire des matrices de Morgan caractéristiques finies.

Nous signalons aussi l'existence de réticules de Morgan que nous
appelons essentiellement irreguliers.

Un réticulé distributif M sur lequel est définie une opération qu’'a
chaque ¢lément a de M fait correspondre un élément -—aeM (appelé le quasi-
complément de a) de telle maniére que soient vérifiées les deux conditions
suivantes:

Mi) — (—a) = a

M2) ~ (aVb) = (—a) A(—Db)
sera dit un réticulé de Morgan. Cette notion a été introduite et étudiée
par J. A. KALMAN (1958) sous le nom de “distributive i-latfice” et peut étre
considérée, avec cet auteur, comme une généralisation comune des algébres

de Boole et des groupes réticulés. On démontre facilement que dans un tel
réticulé nous avons aussi:

~{aAb) = (—a)V{(—Db).

*)  VYoir la liste bibliographique indiquée & la fin de cette note.
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L’ensemble M des nombres entiers (czlui des nombres rationels ou
réels) avec son ordre naturel est un réticulé de Morgan si —a désigne le symé-
trique de a.

L’opération d’implication sera définie dans un réticulé de Morgan
par la formule a—»b = (—a)V b.

Une algébre de Morgan est un réticulé de Morgan M contenant
un premier élément O (alors M contient aussi un dernier élément 1= —0).
Cette notion a été étudiée dans A. BIALYNICKI-BIRULA et H. Rasiowa (1957,
1958), et H. Rasiowa (1958) comme un instrument algébrique pour I’étude
des logiques constructives avec négation forte. Ces auteurs donnent dans
ses travaux aux algébres de Morgan le nom d’aldébres quasi-booleiénnes.

Un filtre d’un réticulé M est un ensemble D tel que 1°) D est une
partie, non vide, de M, 2°) Si a, beD alors aAbeD, 3°) Si aeD alors aVmeD
quel que soit meM. Un filtre est propre si D = M. Un filtre propre D
sera dit premier si aV beD implique ae¢D ou beD.

Nous dirons que le filtre D, divise le filtre D, et nous écrirons D; < D.
si ’'ensemble D, est une partie de D;. La famille & (M) de tous les filtres de
M ordonnée par cette relation est un réticulé complet et si M est distributif
il en est de méme pour & (M).

Il est bien connu (M. StToNE (1937), G. BIRKHOFF (1933)) que dans
un réticulé distributif tout filtre propre est la borne supérieure (c’est-a-dire
Pintersection) de filtres premiers:

D =V P
iel

Un filtre principal est la famille F(a) de tous les éléments x de M tels que
a <x. Nous dirons que a engendre le filtre F(a). Il est clair que a < b est
équivalent a F(a) < F(b).

Pour qu’un filtre principal F(a) soit premier il faut et il suffit que a
soit premier, c’est-a-dire: que la condition a < b V¢ implique a<boua<ec

Introduisons dans un réticulé de Morgan M la construccién suivante.
Soit P un filtre premier, alors —P (famille de tous les éléments de la forme
~p, ol p eP) est un ideal premier et son complementaire par rapport 3 M est
un filtre premier que nous representerons par la notation I(P) {voir BIRULA-
Rastowa (1957)).

Soit E la famille de tous les filtres premiers de M ordonnée par la
relation < alors la transformation I est un isomorphisme de E sur son dual
E', c’est-a-dire I est un anti-isomorphisme de E sur E.

Un ensemble ordonné isomorphe A son dual sera appelé un ensemble
ordonné symétrique.

L.a transformation I a encore la propriété suivante:
Ia® ) =~p
c’est-a-dire I est un antiisomorphisme de periode 2.

An, da Acad. Brasileira de Ciéncias.
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St un ensemble ordonné E admet un anti-isomorphisme de periode 2
nous dirons que E est compiétement symétrique.

Dans un travail que n'est pas publié, Anténio Diego a montré qu'il
existent des ensembles ordonnés symétriques que ne sont pas complétement
symétriques.

Un filtre premier P est de premiére espéce si P < I(P) et de seconde
espéce si I(P)<P. Ii peut arriver que P soit incomparable avec I(P). Si le
réticulé de Morgan M vérifie la condition x A —x <y V -y, pour tout couple
x,veM, aiors tout filtre premier est de premiére ou de seconde espice (BIRULA-
Rastowa (1958) pag. 293). Peur qu’une algébre de Morgan soit une algébre
de Boole, par rapport a lopération (—), c’est-a-dire: pour que xA —x=01il
faut et il suffit que I(P)=PF, pour tout filtre premier P.

Un couple (M,D) formé par un réticulé de Morgan V. et un filtre
propre D de v sera appelé une matrice de Morgan. Les éléments de D
seront dits lcs éléments désignés.

Une matrice de Morgan (M,D) sera dite réguliére si la condition
suivante est vérifiée:

MP (Modus Ponens) SiaeD et a->beD alors be D (voir BIALYNICKI-
‘BIRULA (1957)). Nous dirons aussi que le filtre D est un systéme deductif
(A. TARSKI).

Tout filtre de la forme P V I(P) sera appelé un doublet.

THEOREME 1. Pour qu’un filtre D soit régulier il faut et il
sufiit que D soit la borne supérieure de doublets.

Soit T la famille de tous les éléments de M de la forme xV —x et F(T)
le filtre engendré par T.

THEOREME 2. F(T) est la borne supérieure de tous les filtres
premiers de premiére espéce.

COROLAIRE. Pour que F(T) soit un filtre propre il faut et il suffit qu'il
existe tout au moins un filtre de premiére espéce.

Nous dirons qu’un réticulé de Morgan est caractéristique si F(T)
est un filtre propre.

Etant données n variables x,, . . -y X, les polynomes de ces n variables,
en notation p(xy,. .., z,), sont définis, par induction, par les conditions suivantes

1°) p(x, ...,x,) =x.(k=1,...,n) sont des polynomes.
2°) Sip(xy,...,%,) et q(x;,...,%,) sont des polynomes alors
(P&, . . x)Aq (x,. . yXp))
est un polynome.
3°) Si plx;,...,%,) est un polynome alors
(“P(xl,- . -7Xn))

est un polynome.

v. 32 n.o 1, 31 de margo de 1960
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Lorsqu’on se donne un réticulé de Morgan M tout polynome
p(x;,..., X,) peut étre consideré comme une fonction polynomiale définie
sur le produit cartésien M"=Mx Mzx...x M (n facteurs) et prenant ses valeurs
dans M.

Il est bien connu que la conjonction (A) et la négation () consti-
tuent un systéme de connecteurs suffisant pour formuler le calcul! propositionel
classique (J. B. Rosser (1953); J. PorTE (1958)). Dans ce calcul nous puvons
considérer les polynomes p(x;,...,%x,) comme des formules (bien formées)
si x,, ..,x, sont des variables propositionneles. Soit 3B la famille de toutes
les formules démontrables (théses, théorémes) du calcul propositionnel
classique.

DEFINITION. Nous dirons que la matrice de Morgan (M, D)
est une matrice caractéristique pour le calcul propositionnel classique
si les deux conditions suivantes sont équivalentes:

I p&xiy. .. Xy) e D
II) p(xy,...,%,) e D quels que soient les élémentsx,,...,x,de M.

Un polynome que vérifie la condition II) est ce qu’on appele parfois une tauto-
logie de la matrice (M,D).

THEOREME 3. Pour que (M,D) soit une matrice caractéristique
pour le calcul propositionnel classique il faut et il suffit que: DSF(T), ~
ou ce qui est équivalent: x V —xeD quel que soit xe M.

De ce théoréme il résulte qu'on pourra choisir un filtre propre D du
réticulé de Morgan M de telle fagon que (M,D) soit une matrice caractéristique
pour le calcul propositionnel classique si et seulement si F(T) est un filtre propre,
c’est-a-dire si et seulement si M est un réticulé de Morgan caractéristique.
8'il en est ainsi, pour chaque filtre propre D tel que D < F(T) nous obtenons
une matrice caractéristique (M,D) qu’en général n’est pas réguliére.

THEOREME 4. Pour que la matrice de Morgan (M,D) soit une
matrice caractéristique réguliere pour le calcul propositionnel classique
il faut et il suffit que le filtre propre D soit la borne supérieure de filtres
premiers P tels que I(P) = P.

Il peuvent exister des réticulés de Morgan caractéristique M, tels
que tout filtre propre D contenant F(T) soit irregulier. Pour cela il faut et
il suffit que dans M il n’existe aucun filtre premier P tel que I(P)=P. Les
réticulés de Morgan caractéristiques de cette nature seront appelés essentielle-
ment irreguliers.

Le cas opposé peut aussi se presenter, c’est-a-dire il peuvent exister
des réticulés de Morgan caractéristiques M tels que tous les filtres propres D
que contiennent F(T) soient réguliers. Pour cela il faut et il suffit que tous

An., da Acad. Brasileira de Ciéncias.
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les filtres premiers P de premiére espéce verifient la condition I(P)=P et qu'il
existe tout au moins un tel filtre premier. Les réticulés de Morgan carac-
téristiques de cette nature seront appelés essentiellement réguliers. Si
dans I’algébre de Morgan M, chaque élément a un complément Booleien, c’est-
a-dire si par chague x de M il existe un élément x’ de M tel quexVx'=1,xAx"=0,
alors M est non seulement une algébre de Morgan mais aussi une algebre de
Boole, par rapport 4 la relation <; (cela n’implique pas d’ailleurs que les complé-
ments x' et —x soient indentiques pour tous les x). Dans une telle algébre
de Morgan chaque filtre premicr de premiére espéce P vérifie la condition I(P) =P
et par conséquent si une telle algébre contient tout au moins un filtre de pre-
miére espéce alors M est réticulé de Morgan essentiellement regulier.

Les résultats precédents nous fournissent une méthode de construction
des algebres de Morgan caractéristiques finies.

Il est bien connu que les réticulés distributifs M finis sont déterminés,
4 moins d’un isomorphisme, par ’ensemble ordonné de tous les filtres premiers
de M (G. BIRKHOFF (1937)).

Comme tous les filtres premiers P sont principaux P=F(p), nous
pouvons identifier E avec la famille de tous éléments premiers de E, sans in-
convenient.

Analoguement on peut démontrer qu’une algébre de Morgan finie
M est déterminée, & moins d’un isomorphisme, par le couple (E,I) formé par
I'enssmble ordonné E de tous les éléments premiers de M et par ’anti-isomor-
phiéme de période 2 de E sur E que nous avons défini auparavant. Cela veut
dire qu’il existe une correspondance biunivoque entre les algébres de Morgan
finies et les ensembles ordonnés (E, I) complétement symétriques. Nous dirons
que (E, I) est le systéme determinant de l'algébre de Morgan M.

Les ensembles ordonnés complétement symétriques (E, I) fournissent
donc une description simples et compacte des algébres de Morgan finies M.
Pour que (E,I) determine une algébre de Morgan caractéristique pour le calcul
propositionnel classique il faut et il suffit qu’il exist tout au moins un élément
pde E tel que p<I(p). Soit d, la borne supérieure dans M de tous les éléments
de cette nature, alors F(d,) = F(T). L’€lément d, étant connu (nous supposons
que d, > 0) soit d un élément tel que: 1°) d # o, 2°) d<d,, alors (M,D=F(d))
est une matrice caractéristique pour le caleul propositionnel classique. Les
théorémes précédents nous permetent de construire des matrices de Morgan
caractéristiques essentiellement irréguliéres ou essentiellement reguliéres. Con-
sidérons par exemple I’ensemble ordonné formé par les éléments a,b,c, h ou
la relation < a lieu seulement pour le couple ¢ <h. Posons I(a)=b I(b)=a,
Ilc)=h, I(h)=c. Alors I est un anti-isomorphisme de periode 2 de E sur E.
Il existe un seul élément premier d= premiére espéce A savoir ¢ et comme ¢ <1 (c)
I’algébre de Morgan fini M determinée par (E, I) est une matrice caractéristique
essentiellement irreguliére pour le calcul propositionelle classique, ot 'on doit

v. 32 no 1, 31 de mar¢o de 1960,
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prendre D=F(c). Le diagramme de cette algébre de Morgan est indiqué
dans la figure ci jointe & laquelle nous avons ajouté la table des quasi-complé-
ments —x et des éléments xV — x.

-~-X =X —X Xv-—-X

1

i j 0 1 1
h A

a i i
Qs

b j i

e( Jf

d h i
a b
e e €

f f f

c)/ c g g
d
Q

Les ensembles totalemsnt ordonnés finis peuvent é&tre transformés dans algébre
de Morgan en définissant le pseudo-complément de chaque élement de la seule
fagon possible. Nous obtenons ainsi des algébres de Morgan caractéristiques,
que sont les exemples de ALoNzO CHURCH et NICHOLAS RESCHER (1950), que
nous pouvons appeler des algébres de Morgan lindaires {finies). Comme
I'a remarqué ALoNzo CHURCH (1953) le produit direct de telles algébres bien
comme les sous algébres d'un tel produit sont aussi de algeébres de Morgan
caractéristiques. Il existent cependant des algébres de Morgan caractéri's
tiques gue ne sont pas de cette nature.

Les exemples de Church et Rescher vérifient la condition x A —-xZyV —y
c’est-a-dire nous avons affaire a des réticulés de Morgan normaux au sens de
Kalman (voir: J. A. KaLMAN (1958), Rasiowa (1958)), qui sont toujours des
réticulés de Morgan caractéristiques.

Comme exemples de réticulés de Morgan normaux pouvons aussi
indiquer les algébres de Boole et les groupes réticulés. L’algébre de Morgan
indiquée dans la figure n’étant pas normal ne peut étre representée comme
une sous-algébre d’un produit direct d’algeébres de Morgan linéaires. Cela
montre bien que la notion de matrice de Morgan caractéristigue est une notion
que comprend effectivement comme cas particulier les exemples de Alonzo
Church que nous avons cités, tout en étant une notion plus générale.
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ALGEBRES MONADIQUES
par

ANTONIO MONTEIRO

INTRODUCTIiON

L'étude des divers calculs propositionnels (classique,
intuitioniste,modal,etc.) donne origine a 1'étude de cer-
taines structures algébriques (algébres de Boole, de Heyting,
de Lewis, etc.) qui ont aussi un grand intérét dans les Mathé
matiques. Il suffit de remarquer, par exemple, que la théorie
des algébres de Boole, de Heyting et de Lewis est intimement
1iée a la théorie des espaces topologiques.

D'une fagon générale nous pouvons dire qu'au cours de ce
siécle s'est accentué la tendance & étudier les divers chapi-
tres de la Logique, en utilisant les techniques générales de
1'Algebre, tendance qui a son origine le plus ancien dans les
travaux de Boole et de ses contemporains. D'autre part la
théorie des espaces topologiques joue un rdle trds important
dans 1'étude de la Logique, depuis les travaux fondamentaux
de Stone et Tarski, suivis de ceux de Rasiowa,Sikorski et
d'autres auteurs.

Dans des travaux récemment publiés,Paul H.Halmos a initié
1'étude de systemes algebriques intimement 1iés au calcul
fonctionnel classique, auxquels il appelle des algébres Polya

diques.

L'objectif de ces conférences est, premiérement,d'exposcr



sommairement les résultats les plus importants obtenus par
Halmos, sur la représentation des algébres de Boole monadi-
ques, qui sont une abstraction du calcul des fonctions pro-
positionnelles d'une seule variable.Deuxiémement, nous abor
dons 1'étude des algebres de Lewis monadiques qui se présen
tent comme une généralisation naturelle du concept preceédent
et qui est, probablement, 1'instrument adéquat pour 1'étude
du calcul fonctionnel monadique de Lewis.

Un des problemes fondamentaux de cette théorie attend sa
solution.

Dans ces conférences nous avons fait aussi une courte ré
férence a 1'étude des algébres de Heyting monadiques, qui ont
un caractére plus complexe. Nous nous limitons dans cet arti
cle a adresser le lecteur intéressé a la liste bibliographi-
que pour ne pas élargir cet exposé, étant donné le caractere
inachevé des résultats obtenus jusqu'a maintenant.

Cet exposé a le caractére d'une introduction et pour
cela nous laissons délibérément de coté beaucoup de résultats
ou de compléments importants, que le lecteur trouvera dans
la Bibliographie. Pour une motivation adéquate des relations
entre la Logique et les algébres de Boole monadiques, nous
recommandons spécialmente le travail de Halmos publié en 1956.



1.

I. ALGEBRES DE BOOLE MONADIQUES

DEFINITIONS.

Soit A une algebre de Boole. Nous supposons, le plus

souvent, dans ce travail que toute algébre de Boole a plus

d'un élément. Les symboles U, N, —, représenterons respec-

tivement les opérations: borne supérieure, borne inférieu-

re et complément.

La notion a < b indiquera que a = a N b. Les symboles

0 et 1 représenteront le premier et le dernier é1&ment de A.

que

DEFINITION 1. Etant donné une algébre de Boole A et un
opérateur V qu'ad chaque élément a de A fait correspondre
un élément Va de A, de telle fagon que les conditions

sutvantes soient vérifides:

I) V0 =20
IT) a< Va
ITTI) V(a nVb) = Vanyvhb

nous dirons que le systéme (A,V) est une algebre de
Boole monadique, selon la terminologie introduite par
Halmos (1954, 1955).

Des formules I), II) et III) on déduit immédiatement

IV) V(aub) =vauvhb
V) Vva = Va

Pour désigner une algébre de Boole monadique (A, V)



nous utiliserons, dans ce paragraphe, l'expression:
algébre monadique A, ou plus simplement, algebre A.

L'opérateur V sera appelé opérateur de saturation ou
quantificateur (existentiel). Parmi les quantificateurs
qu'on peut définir sur une algébre de Boole A donnée, re-
marquons les suivants:

1°) Le quantificateur discret tel que V x = x, pour
tout x € A; 1'algébre monadique correspondante sera appe-
lée discrete.

2°) Le quantificateur caotique ou simple, tel que:
VO =20et sia#0,Va-= 1; 1'algébre monadique corres-

pondante sera appelée caotique ou simple.

A partir de 1'operateur V nous pouvons définir 1'opé-
rateur dual A, appelé quantificateur universel au moyen
de la formule: A a = -V- a; qui vérifie les conditions:

I'Yy A1 =1
II') A a<a
ITI') A (aUuA D) =AauUAb

duales de I, II, III.
Un élément ¢ de A est constant ou saturé si Vc = ¢

La famille K de toutes les constantes de A est une
sous-algebre booléenne de A, c'est-a-dire K est fermée par
rapport aux opérations N, U, -,

La notion d'isomorphisme entre deux algebres monadi-
ques se définit comme d'habitude. Une sous-algebre (mona-
dique) de (A,V) est une partie non vide A' de A fermée par
rapport aux opérations N, U, -, v. Toute sous-algébre de



A est une algeébre monadique.

Soit (Ai,v)i__T une famille, non vide, d'algeébres mo-

4

nagiques; nous appellerons produit divect cartesien des al-

gebres Ai a l'ensemble P de toutes les fonctions f définies
sur I telles que pour chaque i € I, £(i) = fi € Ai'

Représentant un élément f de P par la notation (f. )1sI

ou plus sommairement par (f, ) et en posant, par définition:

(£) U (g) = (f, U g,)
(£) 0 (g)) = (f; ng)
~(£) = (-f))

V() = (Vi)

on vérifie immédiatement que (P, V) est une algébre de
Boole monadique, que nous représenterons par la notation
= TTA., et nous dirons que les algébres A. sont 1les
1el *
axes coordonnés de P,

La tranformation, qu'a chaque é€lément f de P fait co-
rrespondre sa coordonnée f sur 1'axe A sera appellée:
la projection de f sur 1'axe A Si X est une partie de P,
la projection de X sur 1'axe A est l'ensemble des projec-

tions des divers éléments de X.

Nous venons de décrire deux procédés pour construire
des algebres monadiques & partir d° algebres connues:
®) Calculer des produits directs d! algebres monadiques;
2°) Déterminer des sous- algébres d'une algébre monadique

donnée.



Une sous-algébre monadique A' du produit direct

P = TTAi: sera appellée un sous-produit direct des algébres
iel

monadiques A, si la projection de A' sur A, est égale a Ai’

pour tout i € 1.

Une algeébre monadique A' est sougs-directement réductible
si elle est isomorphe a un sous-produit direct A' d'alge-

bres A; sans que les projections de A' sur Aj soient des
isomorphismes. Dans le cas contraire nous dirons que A est

sous-directement i1rréductible.

2. HOMOMORPHISMES.

Etant donné deux algébres monadiques A et A', nous ap-
pellerons homomorphisme (monadique) de A sur A' toute trans
formation univoque de A sur A' que vérifie les conditions
suivantes:

1°) f(a U b) f(a) u £(b)
2°) f(a N b) f(a) n £(b)
3°) f(-a) = -f(a)

4°) f(va) = V f(a)

Remarquons que la condition 2°) est une consé&quence de

1°) et 3°) et que la condition 4°) est équivalente a

4'y f(Aaa) = A f(a)

Nous pouvons définir le noyau de 1'homomorphisme f de
deux fagons:

1°) Noyau de f est 1'ensemble I de tous les €léments
x de A tels que f(x) 0.

2°) Noyau de f est l'ensemble F de tous les €léments



ode A tels que f{x) = 1
e noyau F de 1'homomorphisme f a les propriétés =ui-

vantes:

28t wun [iltre.

F
S1 x € F alore A x € F.

Un filtre qui vérifie la condition F2) s'appelle un

filvre monadique

Le noyau T de 1'homomorphisme f a les propriétés sui-

vantes:

I1) T est un <déal de A.
12) 82 X € 1T qlors VX € 1.

Un <déal qui vérifie la condition I2® s'appelle un
tdéal monadigue.
Nous allons étudier la théorie des homomorphismes en

prenant comme noyaux les filtres monadiques.

Etant donné un filtre monadique F, nous dirons que a
et b de A sont congruents (module F) s'il existe un &lément

z < F tel que anz=>bn z,.

On vérifie immédiatement que cette relation est une re-
lation d'equivalence compatible avec les opérations U, N,
-, V.

Dans ces conditions, étant donné una algébre de Boole
monadique A et un filtre monadique F, nous pouvons cons-
truire una algebre de Boole monadique A' = A/F (appellée
algébre quotient de A par F), qui est une image homomor-

phe de A. L'homomorphisme naturel f est celui qu'a chaque



€lément a de A fait correspondre la classe d'equivalence

f(a) qui contient 1'élément a et le noyau de f est F.

Si f est un homomorphismo monadique de A sur A' et F

son noyau alors A est isomorphe & 1'algdbre quotient A/F.

On voit ainsi qu'il est possible de déterminer toutes
les images homomorphes de A i partir des filtres monadiques
de A,

La famille des filtres monadiques propres(l) ordonnée
par la relation d'inclusion est inductive supérieurement et,
par conséquent, chaque filtre monadique propre est contenu
dans un filtre monadique maximal que nous appellerons f<l-

tre ultramonadique.

On prouve aisément que chaque filtre monadique propre
€st l'intersection de tous les filtres ultramonadiques qui
le contiennent.

Une algeébre monadique est simple si elle a plus qu'un
€lément et a une seule image homomorphe (& isomorphisme
pres) distincte de A. Pour qu'une algébre monadique A soit
simple il faut et il suffit que le quantificateur V soit
simple et que A ait au moins deux &léments.

Si F est un filtre monadique, pour que A/F soit simple

il faut et il suffit que F soit un filtre ultramonadique.

Nous pouvons définir le radical monadique de A comme

(1) C'est-a-dire distinctes de A.



(o]

l'intersection de tous les filtres ultramonadiques. Comme
le filtre principal F(1) engendré par 1'élément 1 est un
filtre monadique, nous voyons immédiatement que le radical
monadique de A se réduit & 1'élément 1. Comme on dit couram
ment, A est une algébre "sans" radical monadique,c'est-a-di

re une algebre monadiquement semi-simple.

Soit {Mi}iel I1'ensemble de tous les filtres ultramona-

diques de A. Pour chaque filtre ultramonadique Mi’ soit m.

1'homomorphisme naturel de A sur A/Mi = A, . Formons le pro-

duit cartésien P = TTAi de toutes les images homomorphiques
iel

simples de A, que nous appellerons modéles de A. On recon-

nait immédiatement que A est isomorphe a une sous-algebre

de P. Il suffit, pour cela, de faire correspondre a chaque

€iément x de A 1'élément de P dont les coordonnées sont

X

;= mi(x)g

Nous venons de représenter toute algébre monadique a-
yant plus d'un élément comme sous-produit direct d'algébres
simples, théoreme classique de représentation, que nous uti
liserons plus tard.

Les seules algébres monadiques sous-directemente irré-

ductibles sont les algébres simples.

Remarquons que 1l'algeébre P, produit direct d'algébres
mqnadiques simples Ai’ a pour constantes les é€léments dont
les coordonnées sont 0 ou 1 (dans chacune des algebres Ai)
et, par conséquent, la famille de toutes les constantes de
P est une sous-algeébre compléte de P.
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Ce résultat montre que toute algebre monadique A peut
étre représentée comme une sous-algibre d'une algeébre P,
dont les constantes forment une sous-algeébre (boléenne)
compléte, sans que P soit nécessairement compleéete.

3. ALGEBRES D'EQUIVALENCE.

Etant donné un concept abstrait, comme celui que nous
venons d'introduire, il est important d'indiquer des exem-
ples concrets et résoudre les probleémes de représentation

correspondants.

Soit E un ensemble non vide et f une transformation uni

voque de E sur l'ensemble E',

Nous dirons que deux points a,b € E sont équivalents
si f(a) = f(b).

La relation aRb que nous venons de définir est réflexi
ve, symétrique et transitive, c'est-a-dire R est une rela-
tion d'é€quivalence définie sur E. Etant donné un point
P € E nous appellerons cellule d'équivalence & l'ensemble

C(p) de tous les points x € E tels que pRx.

I1 est clair que C(p) = f'1(f(p)). La famille de toutes
les cellules d'équivalence C(p) a les propriétés suivantes:

1°) C(p) est une partie non vide de E.

2°) Deux cellules d'équivalence sont disjointes ou coin
cidantes.

3°) E est la réunion de toutes les cellules d'équivalen-

ce,
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Une famille {C(p)} de parties d'un ensemble E ayant les
propriétés 1°),2°) et 3°) s'appelle une partition de 1l'en-
semble E. I1 existe une correspondance bi-univoque naturelle
entre les relations d'équivalence définies sur E et les par
titions de E.

A chaque partition de E nous pouvons faire correspondre
l'ensemble E' de toutes les cellules d'équivalence données
et construire la fonction f qu'a chaque &lément p de E fait
correspondre la cellule d'équivalence C(p) qui contient

1'élément p.

Etant donné une partie X de E posons VX = || C(p).
peX

Nous appellercns 1'opérateur v défini sur 1'algebre de

Boole A = 2E de toutes les parties de E: opérateur de satu-
rgtion. On reconnalt sans difficulté que ( A = 2B, v ) est

une algeébre de Boole monadique.

Toute sous-algebre de ( ZE, V) sera appelée une algébre

d'équivalence.

I1 se pose naturellement le probléme de savoir si toute
algebre de Boole monadique A est isomorphe a une algébre
d'équivalence.

Pour repré€senter A comme une algebre d'équivalence,soit
E 1'ensemble de tous les ultrafiltres de A. Le théoréme de
représentafion de Stone(1936,1937) affirme que, si a chaque
filtre F de A nous faisons correspondre la famille f(F) de
tous les ultrafiltres de A qui contiennent F,alors la famil-
le de tous les ensembles ainsi obtenus définit une topolo-
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gie sur E dans laquelle les ensembles fermés sont précisé-
ment de la forme f(F).L'espace E ainsi obtenu est un espace
compact totalement disconnexe (espace booléen). Cela résul-
te immédiatement du fait que chaque filtre propre est 1l'in
tersection d'ultrafiltres et que chaque ultrafiltre est pre
mier. Si (M.},

; est la famille de tous les filtres ultramo

nadiques de A, alors les ensembles représentatifs f(Mi) cons
tituent une partition de 1l'espace E. Cette partition de E

donne origine a un opérateur V , qui transforme 2E en une al

gebre de Boole monadique ( 2B, v ). Si a chaque élément x de
A nous faisons correspondre la famille ¢ (x) des ultrafiltres
qui contiennent x, nous avons la représentation de Stone de
1'algébre A comme une sous-algébre booléenne A' de 2E (repré
sentation de Stone de A). On prouve facilement que A' est u
une sous-algebre de 1'algébre monadique (2E,v ) (Halmos
1955).

On peut préciser ce théoréme de représentation en mon-
trant que la partition indiquée auparavant donne origine a
une relation d'équivalence simultanément ouvert et fermée
de 1'espace booléen E ( Halmos 1955).

Ce théoreme de représentation montre, aussi, que toute
algébre monadique est isomorphe a une sous-algébre d'une al

gébre monadique compléte.

Sur ce théoréme de représentation voir:C.Davis (1954) et
0.Varsavsky (1957).

I1 est intéressant de remarquer que, si le quantifica-
teur V est discret, tous les ultrafiltres sont monadiques,

et,par conséquent, la relation d'équivalence obtenue est la
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relation d'identité (entre ultrafiltres), et le théoreme
de Halmos indiqué se réduit au théoréme de représentation
de Stone (1936-1937) pour les algébres de Boole.

L. ALGEBRES MONADIQUES FONCTIONNELLES.

Soit I un ensemble non vide, K une algébre de Boole
que nous supposons compléte (pour abréger) et considérons
la famille A = k!

et prenant ses valeurs dans K. A est, évidemment, une al-

de toutes les fonctions définies sur I

gebre de Boole (compléte). A chaque fonction f € A faisons
correspondre la fonction constante V f définie par la for-
mule
(v (x) = V £(1)
iel

Alors on reconnait facilement que (A,V ) est une alge-
bre de Boole monadique. Toute sous-algébre monadique de
(A,v ) sera appellée algébre monadique fonctionnelle ou
plus simplement, algebre fonctionnelle.

Une algebre fonctionnelle est riche si, pour chaque
fonction del'algébre donnée, il existe un point X de I tel
que V f = f(xo), c'est-a-dire si chaque fonction atteint
sa borne supérieure dans un point au moins de son champ de

définition.

I1 se présente en forme naturelle les deux problemes

suivants de représentation:

1°) Toute algeébre de Boole monadique sera-t-elle iso-
morphe a une algdbre fonctionnelle?
2°) Toute algébre de Boole monadique sera-t-elle iso-
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morphe a une algébre fonctionnelle tiche?

Paul Halmos a répondu affirmativement a cette deuxieéme

question et par conséquent la réponse 4 la premiére est
aussi affirmative,

La démonstration de ce théoreme de Halmos n'est pas
aussi simple que celle du théoreme de représentation d'une

algébre de Boole monadique par une algebre d'équivalence.

Une des manieres de démontrer le théoréme de Halmos est
celle que nous allons indiquer. La notion fondamentale est
la suivante. Un filtre F d'une algebre de Boole monadique
est libre si pour tout élément f de F, ona Vf=1, c'est-
a-dire si 1'unique constante qui appartient a F est 1. Un
filtre libre est par conséquent un filtre propre. La fami-
lle des filtres libres ordonnée par la relation d'inclusion
est inductive supérieurement e€t, par comnséquent, par le
théoréme de Zorn, chaque filtre libre est contenu dans un
filtre libre maximal, que nous appellerons filtre ultrg-
libre et que nous représenterons par J. On prouve facile-
ment que le radical libre de A, c'est-i-dire 1'intersec-

tion de tous les filtres ultralibres, est égale 3 {1}.

Si J est un filtre ultralibre, formons l'algebre quotient
A/J. On voit facilement que dans chaque classe laterale mo-
dule J, il y a tout au plus une constante, mais en géneral
i1 peuvent exister des classes latérales qui ne contiennent
aucune constante; plus précisement, la famille C de toutes
les constantes de A est, en général, isomorphe 3 une sous-
-algeébre propre de A/J.
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Ce qui est important c'est la détermination de tous les
homomorphismes f de A sur 1'algebre K, tels que f(c) = c,
pour ¢ € K, auxquels nous appellerons caractéeres de 1l'alge-
bre A. On prouve facilement que le noyau J d'un caractére
est un filtre ultralibre tel que A/J est isomorphe a C.

Nous appellerons les filtres ultralibres ayant cette proprié
té: des <ndividus.

Le spectre d'une algebre de Boole monadique sera la fa-
mille 1 de tous les individus de A. En général, le spectre
d'une algeébre de Boole monadique est vide. Cependant on

peut demontrer le théoréme suivant:

S7 l'algebre monadique A est complete ou, plus généra-
lement, si1 la famille K de toutes les constantes de A est
un réticulé complet, alors tout filtre ultralibre est un

individu.

La démonstration de ce théoreéeme peut se faire en utili-
sant un théoreme de Sikorski (1948) sur 1l'extension d'homo-
morphismes. Ce fut le chemin que nous avons suivi dans une
note présentée a 1'Unidén Matemdtica Argentina. (A.Monteiro,
Sobre el teorema de Halmos de representacidén de dlgebras de
Boole monddicas, Revista de la Unibén Matemdtica Argentina,
18 (1956), pag.43), mais le résumé correspondant ne fut pas
publié.

I1 est possible aussi d'indiquer une démonstration di-
recte de ce théoréme sans utiliser le théoreme de Sikorski.

Pour résoudre le probleéme de représentation, il suffit

alors de remarquer que toute algébre de Boole monadique est
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isomorphe & une sous-aigeébre d'une algeébre de Boole monadi
que dans laquelle la famille de toutes les constantes est
une algeébre compléte. Nous pouvons, alors, nous borner 3
étudier les algeébres A qui vérifient cette condition. Soit
I le spectre de A.

Si J est un individu, soit j 1'homomorphisme naturel de
A sur A/J = K.

Etant donné un €lément £ € A, soit F la fonction définie
sur I et prenant ses valeurs en K, définie par 1'égalité
F(J) = j(f). Nous écrirons F = ¢(f).

Considérons 1l'algebre fonctionnelle monadique B = KI;
alors ¥ est une représentation isomorphe de A par une algée-
bre fonctionnelle monadique A', sous-algébre monadique de
B. En outre, A' est une algebre fonctionnelle riche. Pour
voir qu'il en est ainsi, il suffit de remarquer que le fil
tre principal F engendré par 1'élément Vv f » f = -=Vf U f
est un filtre libre et, alors, pour tout individu Jo tel
que F € J,oona F(J) = j(f) =v £, étant donné que f et Vf
sont congruents module Jo.

La démonstration de ce théoréme indiquée par Halmos
(1955) est beaucoup plus complexe, mais elle resulte aussi
d'une &tude beaucoup plus profonde de la théorie des alge-
bres de Boole monadiques. En particulier nous voulons atti
rer l'attention sur la théorie des hemi-homomorphismes des
algebres de Boole, qui est un puissant instrument d'analyse.

D'autres démonstrations simples furent indiquées par

d'autres auteurs; voir Halmos (1957).
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Le procédé que nous avons indiqué auparavant, fondé
dans le notion de filtre ultralibre, peut €tre considéré
comme une extension naturelle des méthodes courantes, uti-
1isé en Analyse, pour représenter une algébre par une alge-

bre de fonctions.

I1 est intéressant d'étudier les relations qui existent
entre les individus et les filtres ultramonadiques. Il est
facile de reconnaitre que, si J est un individu et M un
filtre ultramonadique quelconque, alors J N'M est un ul-
trafiltre. Varsavsky (1957) démontra 1l'intéressant résultat
suivant: Si J est un filtre ultralibre tel que, pour tout
filtre ultramonadique M, J = M N U est un ultrafiltre,

alors J est un individu.

Finalement, nous voulons remarquer que, si V est le
quantificateur simple, alors tous les filtres propres sont
libres, donc dans ce cas les concepts de filtre ultralibre,
d'ultrafiltre et d'individu coincident.

Le théoreéme de représentation fonctionnel de Halmos se ré-
duit, alors, au théoréme de représentation de Stone (1936-
1937) pour les algebres de Boole.

I1. ALGEBRES DE LEWIS MONADIQUES

5. ALGEBRES DE LEWIS.

Le calcul propositionnel modal S4 fut considéré pour
la premiére fois par Lewis et Langford (1932). Une premiere
interprétation géométrique de ce calcul fut indiquée par
Tang (1938). McKinsey (1941), sous 1'influence des idées de

Tarski, a mis en &vidence les caractéristiques algébriques
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de ce calcul, avec 1l'introduction du concept de matrice nor
lale.

DEFINITION. Nous appellerons algébre de Lewis au couple
(A,C) formé par une algébre de Boole A et un opérateur

C qui a chaque élément a de A fait correspondre un 8146-
ment Ca de A, de telle fagon que les conditions suivan-

tes sont vérifides:

C1) co =0

C2) a < Ca

C3) C(a Uub) = Ca U Chb
C4) CCa = Ca

Cette notion fut introduite par Terasaka (1937), et
aprés par McKinsey-Tarski (1944), comme une généralisation
de la notion d'espace topologique, a laquelle on peut appe
lle aussi: algebre de Boole topologique ou algeébre de fer-
meture (closure algebra).

Nous pouvons dire qu'au point de vue algébrique le cal
cul propositionnel S4 est une algeébre de Lewis libre. Si
P représente une proposition alors Cp représente la propo-

sition "p est possible".

A partir de 1l'opérateur C nous pouvons définir 1'opéra
teur I moyennant la formule Ia = -C-a, qui vérifie les con
ditions suivantes:

IT) I1 = 1; I2) Ia < a; I3) I(a n b) = Ia n Ib; I14) Ila = Ia
qui sont équivalentes aux conditions C1-C4. Nous pouvons

par conséquent définir une algébre de Lewis comme un cou-
ple (A, I) dans lequel I est un opérateur de A dans A qui

vérifie I1-I4. Si p représente une proposition, alors Ip
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représente la proposition "p est ndcessaire".

Considérons 1'opérateur Fr a = Ca N C-a. Si p représente
une proposition, Fr p représente la proposition "p est con
tingent" .

Nous dirons que a est ouvert (fermé) si la = a(Ca = a).

6. HOMOMORPHISMES.,

Etant donné deux algebres de Lewis A et A' nous appel-
lerons homomorphisme de A sur A' tout homomorphisme booléen
de A sur A' qui vérifie la condition f(I(a)) = I1(f(a)).

Le noyau de 1l'homomorphisme f est 1l'ensemble F de tous les
€léments a € A tels que f(a) = 1. On vérifie que F est un
filtre propre ouvert, c'est-a-dire, un filtre tel que si

a € F alors I(a) € F. Réciproquement, étant donné un filtre
propre ouvert F, 1'algebre quotient A/F est un algdbre de
Lewis, image homomorphe de A.

La famille des filtres ouverts propres de A est inducti-
ve supérieurement et, par conséquent, chaque filtre ouvert

propre est contenu dans un filtre ouvert maximal.

Les définitions d'algeébre de Lewis simple et discrete
sont analogues a celles indiquées auparavant pour les algeé-
bres de Boole monadiques.

Si F est un filtre propre ouvert, pour que A/F soit une
algébre de Lewis simple il faut et il suffit que F soit un
filtre ouvert maximal. Il est facile d'indiquer des exemples
d'algebres de Lewis pour lesquelles l'intersection de tous
les filtres ouverts maximaux est un filtre (ouvert) distin-
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ct du filtre principal F(1), ce que nous pouvons exprimer
en disant que le radical ouvert est distinct de {1};c'est-
a-dire les algébres de Lewis ne sont pas en général semi-
simples,

/. ALGEBRES DE LEWIS TOPOLOGIQUES.

Soit E un espace topologique et C l'operateur de ferme-
ture correspondant; alors le systeme (2E,C) est une algebre
de Lewis (compléte). Nous appellerons toute sous-algébre de

(2E,C): algébre de Lewis topologique.

I1 se pose naturellement le probléme de savoir si toute
algebre de Lewis est isomorphe & une algebre de Lewis topo-
logique. La réponse a cette question est affirmative
(McKinsey-Tarski (1944)).

Soit (A,C) une algébre de Lewis et s(x) la famille de
tous les ultrafiltres de A qui contient x. Soit B la famille
de tous les ensembles de la forme s(a), ou a est ouvert.Pre
nant B comme base d'ouverts pour définir une topologie sur
l'ensemble E de tous les ultrafiltres de A, nous obtenons un
eéspace topologique E, qui est compact. Alors, il est facile
de montrer que (A,C) est isomorphe a une sous-algebre de
1'algebre de Lewis topologique (2E,Q).

8. ALGEBRES DE LEWIS MONADIQUES.

Supposons que A soit simultanément une algebre de Lewis
et une algeébre de Boole monadique. Pour que 1'étude d'un tel

systeme soit intéressant il faut postuler quelque relation
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entre les opérateurs de fermeture et de quantification.Les
exemples indiqués plus loin donnent lieu & la définition
suivante:

DEFINITION. WNous dirons que le systéme (A,C,V) est une

algébre de Lewis monadique si:

12) (A,C) est une algébre de Lewis.

22) (A,V ) est une algébre de Boole monadique.
32) VCV = CV.

La condition 32), qui établit une relation entre les
deux opérateurs C et VvV, est équivalente a n'importe laquel-
le des conditions suivantes:

3') ATA =14
4) CAC = AC;
4') IVI = VI

3') est dual de 3) et 4') est dual de 4). D'aprés 4')le

saturé d'un élément ouvert est ouvert.

I1 est convenable de remarquer que, si V est le quanti-
ficateur discret, la condition 3) est automatiquement véri-
fiée et nous pouvons identifier cette algébre de Lewis mona
dique particuliére avec 1'algebre de Lewis (A,C). D'ailleurs,
si C est l'opérateur de fermeture discret, la condition 3)
est aussi vérifi€e et nous pouvons identifier cette algébre
de Lewis monadique particuliere avec 1'algebre de Boole mona
dique (A, V).

Dans ces conditions le concept d'algébre de Lewis monadi
que se présente comme une généralisation des concepts d'alge"

bre de Lewis et d'algebre de Boole monadique.
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On reconnalt facilement gque la famille K de toutes les
constantes d'une algébre de Lewis monadique (A,C,V) est une
algébre de Lewis (K,C), ce qui est une conséquence immédia
te du postulat 32).

Les concepts d'homomorphisme, etc.,se définent 3 la ma
niere habituelle.

9. ALGEBRES D'EQUIVALENCE OUVERT

Le premier exemple important d'une algébre de Lewis mo-

nadique est celui que nous allons indiquer maintenant.

Soit (E,C) un espace topologique, ol C représente 1'opé
rateur de fermeture. Alors (2E,C) est une algébre de Lewis.
Etant donné une relation ~ d'équivalence sur E, représentons
par V 1l'opérateur de saturation correspondant. Nous dirons
que cette relation d'équivalence est ouverte si le saturé
d'un ensemble ouvert est un ensemble ouvert, c'est-a-dire si
VI=1VI. Dans ces conditions, le systéeme (2E,C, V) est
une algebre de Lewis monadique.

Nous appellerons toute sous-algébre de (2E,C,V):une

algébre d'équivalence ouverte.

I1 se pose naturellement le probléme de savoir si toute
algébre de Lewis monadique est isomorphe & une algébre
d'équivalence ouverte. La réponse i cette question est affir

mative.

Indiquons la démonstration dans ses lignes générales.
Soit (A,C,v ) une algébre de Lewis monadique.Soit E 1la
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famille de tous les ultrafiltres de A.Alors la représenta-
tion de Stone de A, permet de représenter l'algébre de

Lewis (A,C) par une algebre de Lewis topologique et 1'algé-
bre de Boole monadique (A, V) par une algébre d'équivalence.

On prouve facilement que la relation d'équivalence ain-
si obtenue est ouvert et que (A,C, V) est isomorphe a une
sous—algébre de (ZE,C,V ) .Ce résultat montre aussi que tou-
te algébre de Lewis monadique est isomorphe a une sous—algé
bre d'une algébre de Lewis monadique complete (résultat qui

sera utilisé plus loin).

10. ALGEBRES FONCTIONNELLES DE LEWIS.

Soit E un ensemble non vide, (K,C) une algebre de Lewis
(que nous supposons complete) et considerons la famille L =

- kB de toutes les fonctions définies sur E et prenant des

valeurs dans K.(Rasiowa - 1951). L est une algebre de Boole
(compléte). Si a chaque fonction f € L nous faisons corres-
pondre la fonction Cf définie par la formule (Cf)(x) =

= C(f(x)), alors (L,C) est une algebre de Lewis. Utilisant
la définition de V f indiquée dans le numéro 3,nous'pouvons
affirmer que (L, V) est une algébre de Boole monadique.Com-
me 1l'on reconnalit facilement, le systeme (L,C, V) est une

algebre de Lewis monadique.
Nous appelerons toute sous-algebre de (L,C, V) une algé-
bre fonctionnelle de Lewis monadique ou plus sommairement,

une algebre fonctionnelle.

I1 se présente en forme naturelle, les deux problémes
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de représentation suivaiits:

12) Toute algebre de Lewis monadique sera-t-elle

isomorphe @ une algébre fonctionnelle?

10

22) Toute algebre de Lewis monadique sera-t-elle

isomorphe a une algébre fonctionnelle riche?

Le premier probléme est beaucoup plus complexe que le
probléme analogue pour les algébres de Boole monadiques et
il n'est pas encore résolu.

I1 existe des algeébres de Lewis monadiques finies qui
ne peuvent &tre représentées par des algeébres fonctionnel-
les a moins que le champ de définition E et le champ de

valeurs (K,I) des fonctions soient simultanément infinis.

Cette circonstance établit un contraste significatit

avec le cas particulier des algébres de Boole monadiques
finies.

La réponse au deuxiéme probleme est négative: il existe
des algébres de Lewis monadiques qui ne peuvent pas étre re-

présentées isomorphiquement par des algébres fonctionnelles
riches.

Nous devons, par conséquent, &tudier le probleme suivant:
32) Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une algebre de Lewis monadique soit représentable par une

algeébre fonctionnelle riche.

On peut démontrer le résultat suivant
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THEOREME. Pour qu'une algebre de Lewis monadique soit
représentable isomorphiquement par une algebre fonetion
nelle riche 1l faut et 11 suffit que les opdrateurs 1

et V commutent c'est-a-dire que: 1V = VI,

La démonstration de que la condition est suffisante,
est analogue a celle qui a &té indiquée pour les algébre§
de Boole monadiques. Nous pouvons supposer sans restreindre
la généralité que (A,C, V) est une algébre compl&te. De 1la
condition IV =VI il résulte que tout filtre ultralibre J
est ouvert.,

Alors 1'homomorphisme naturel j de A sur K (famille des
constantes de A) est un homomorphisme de l'algebre de Lewis
(A,C) sur 1'algébre de Lewis (K,C) qui laisse invariants

les €léments de K. A chaque élément f de A faisons corres-
pondre la fonction F définie sur 1'ensemble E de tous les
filtres ultralibres J, moyennant la formule F(J) = j(f).
Considérons 1'algebre fonctionnelle L = EX qui est une alge
bre de Lewis monadique. La représentation ¢(f) = F est une
représentation isomorphe de A qui a les propriétés demandées.

Il convient de remarquer que si l'opérateur C (et par
conséquent 1) est l'opérateur discret alors la condition
I V= VI est automatiquement vérifiée et le théordme de
représentation que nous venons d'indiquer coincide avec le
théoréme de Halmos.

11. REMARQUES.

Le calcul fonctionnel modal S4 a été par plusieurs au-
teurs, parmi lesquels nous citons Helena Rasiowa et Roman
Sikorski (voir en particulier H.Rasiowa (1951); H.Rasiowa
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et R.Sikorski (1951)). Des hypothéses faites por Rasiowa
(1951) pour le calcul fonctionnel S4 il résulte que dans
1'algebre de Lindembaum correspondante se vérifie la for-
mule VCV = CV, si V représente un quantificateur existen
tiel Bxk et C l'opérateur ¢. Dans ces conditions si nous
nous bornons a considérer le calcul fonctionnel monadique
S4 1'algébre de Lindembaum correspondante est une algébre

de Lewis monadique (libre).

D'autres auteurs font des hypothéses d'une nature beau-
coup plus particuliere.

Sans avoir la prétention de faire une révision complete,
indiquons cependant quelques propriétés de l'opération de
quantification qui sont valables dans quelques théories du
calcul fonctionnel modal S4.

Nous présentons ici les versions algébriques correspon-
dantes.

Soit (A,C, V) un systéme tel que (A,C) soit une algébre
de Lewis et (A,V) une algebre de Boole monadique et posons
I =-C-.

1) 5% la formule CV =VC est valable (Barcan-1946, for
mule 38) alors la formule VCV = CV est vérifiée, et par
conséquent (A,C, V) sera une algebre de Lewis monadique.

I1 existe des algébres fonctionnelles monadiques qui ne
vérifient pas la condition CV =VC. En effect soit R la eu-
clidéenne avec sa topologie naturelle, alors (K=2R,C) est

une algebre de Lewis compléte. Soit E 1'ensemble des nom-



bres rationnels et £ la transformation d'identité de E dans
R. Alors

CVf =cC(ll £(x)) = CE = R
xekE

VCf =} Cf(x) =1 Cx = E
xeE xeE

et par conséquent CV # VC.

Soit (K,C) une algebre de Lewis complete dans laquelle
C est completement additif, c'est-a -dire:
C( V ai) = V Cai
1 1
alors il est facile de vérifier que 1'algebre fonctionnelle
monadique L = Kt (ot E est un ensemble non vide), vérifie
la condition VC =VC,.

2) SZ nous supposions que VCV = CV et que C est un
quantificateur (c'est-a-dire que C(a N Cb) = Ca n Cb),
(voir Carnap-1946) alors il est possible de démontrer que
C et V commutent; résultat analogue a celui démontré par
Prior (1956). Mais il est clair qu'il peut arriver que C et

V commutent sans que C soit un quantificateur.

3) Prior (1955, pag.211) formule le principe de prédi-
cation de Wrigth (1951, pag. 27) sous une forme équivalente,

au point de vue algébrique, a

(P) -(V(Ca » Ia) nV(Ca n -Ia)) =1

L'axiome précédent peut étre formulé plus simplement
sous la forme équivalente:
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(P) VFr a = Fy a

qui peut €tre &nonce en termes logiques de la maniére sui-
vante:

"Il existe un x tel que a(x) est contingent est logi-
quement €quivalent a a(x) est contingent',

Il est possible de prouver que de 1'axiome (P) il ré-
sulte VCV = CV et nous avons & faire & une algebre de
Lewis monadique.

La condition (P) peut &tre vérifide sans que I et V
commutent (version algébrique de ce qu'affirme Prior (1955,
pag. 211) pour ce calcul fonctionnel monadique S4).

4) Finalement nous pourrions ajouter a cette liste de
formules particulidres 1'égalité VI = 1V, qui se présente
comme une condition nécessaire et suffisante ‘pour qu'une
algebre de Lewis monadique soit représentable par une al-
geébre fonctionnelle riche. I1 est clair que, si cette con-
dition est vérifiée, alors la formule 4') est valable et
par conséquent (A,C,V) est une algeébre de Lewis monadique.
Il existe des algébres de ce genre qui ne vérifient pas
la condition (P). I1 est possible d'indiquer des exemples
d'algébres de Lewis monadiques qui vérifient les conditions
suivantes: 1) (P), 2) IV=VI, 3) C est un quantificateur
(et par conséquent C et V commutent), sans qu'aucun des
deux opérateurs C et V soit discret.

Dans tous les cas que nous venons d'indiquer 1'égalité
VCV = CV est toujours verifiée, donc 1le concept d'algebre

de Lewis monadique est digne de consideration.



Le probléme fondamental de savoir si cette notion est
une description abstraite adéquate du concept d'algebre
fonctionnelle de Lewis monadique reste posé. Dans la Téso-
lution de ce probléme il faut employer des techniques dif-

-

férentes de celles qui furent indiquées dans ces conféren-

ces. La théorie des hemi-morphismes de Halmos convenable-

ment généralisée peut €ventuellement orienter 1la résolu-
tion de ce probleme.
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