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le INTRODUCTION
Rappelons tout d'abord les notions et les résultats
que nous avons & utiliser par la suite,.

lel, DEFINITION; Une algdbre de Morgan est un sysibme
Q= (A, V,nqs =, 1) formé par un ensemble non vide A,
un élément le A, deux opérations binaires v, n, et
une opération umaire - définies sur A, gqui vérifient

~les conditions suivantes:

Ml) A est un reticulé dietributif par rapport aveta,
¥2) 1l vx=1 pour tovt xc A,

W) z=x=-x; (Tvy)=oxn Yo

¢

Pour sbréger, nous dirons aussi gue A est un alghbre de
Morgan.

Cette notion & été etudiée par A, Bialynicki-Birula
et H. Rasiowa (1957) sous le nom d'algdbre quasieLooléenne.

On démontre de suite que : =1 = 0 eat le premier élée
ment de A et ques =(X A ¥F) = =X v =y,

1,2, DEFINITION; Une partie A' de A eet une sous-algébre



de A 9i les conditions suivantes sont vérifieds:
Mw—m
1°) 1le A", 2° s8i 8;be A', alors an be A,
=2 & A*,

De ces conditions on dédmit: 1°) o< A'; 2°) Si g,b
€A', alors a vbe AY,

Pour indiquer un exemple d’une alghbre de Morgan, conw-
sidérons la construction suivante de A, Bialynicki-Birula
et H. Resiowa (1957): |

Scit E un ensemble non vide et ¥ une involution de E
sur Ey c'ect-Bedire une transformation ¥ de E dans E telle
que vu(x) = x,

Soit A = 2% 1a famille de toutes las parties de E.
Pour chagque X c A, poeens(l)

-X=§ w(X)
slore le systdme &= (A = ZE,U s Ny =y B),08 N et U ree
présentent les opérgtiona d’intersection et d'unicn d'ensem—
bles, est une alzBbre de Horgan., Tout sous-alghbre de
sera eprellfe une algébre de Morgan d'enee;bles. Cient
1'exemple le plus générale qu'on puisse considérer car
A. Bialynicki-Birula et H. Resiowa (1957) ont demontré
1timportant théordme suivants

(1) Le eymbole € désigne 1'opération de complémentation
d'ensembles,



1,4 DEFINITION: Etant donneé une partie G = {g.] 1eT

d'une algebre de Morgan A, on appelle algébre de More-
gen_engendrée par G, & l'intersection A(G) de toutes

les sous-8lgébree de A que continent G. Si A(G) = A
nous diroms que les gi sont des génératours de A,

ou que G engendre A.

1.5 DEFPINITION: Soient A et A' des algébres de Morgan,

Une transformation h de A dens A®' est un homomoxrphis~
me 81 les conditions suivantes sont verifides:

h(x A y) = b(x) A h(y)
h(xv y) = h(x)v Rk(y)
h(= x) = = h(x)

n(l) =1

La notion d'algébre de Morgan libre se définit de la
fagon habituelle,

1.6, DEFINITION: Soit £40 un nombre cardinal donnd.
Nous dirons que 1'algebre de HNorgan £ esh une algébre

gvec C génératours libres, si les conditions gsuivantgs
sont verificdes:

11) _£ contiert ume p

dre é .
L2) Etant donnéewns algébre de Morgen A et une applica=
tion f de G dens A, alors il existe un homomor-

phisme b de £ dens A que prolonge f, c'estmg~
dire tel gue: h(x) = f(x) pour tout x ¢ G, Une

artie G de puissance £ qui engen .




"

algsbre de Morgan sere dite libre’si elle contient
un_enserble de générateurs libres.

L'existence ot unicité de l'algébre Livre £ est un
théoréme d'algébre générale (voir G, Birkhoff (1948)p.viii).

2, COFSTRUCTION DE L'ALGEBRE LIBRE £ .

Nous nous proposons d'indiquer une coustruction de
1'algébre de Morgan libre £,

Considérons l'enscmble D = {0,1] et soit B = DxD,
c'est=g-dire, l'ensemble des couples b =(X,y> o X,y € D.

Soit ¢ la transformation définie sur B par la formule

(o) = P(<x7>) =<1l =y, 1=«2x>, povr chague deB,
Alors

PP(B) = (AL =¥y L =wzx>) =<x7>= bo

Si nous posone pour chaqne X B
= ¢ ¥ (X)),
alors (2 Ny,U, =, 13) ezt unc algédbre ade- lorgan.
~ Soit I wun ensemble de puiesance £}, Pour chaque ie I
posons B = B, et eonmdarone 1'ensenmble
“ie IBi

Un point p< B aeré designée par p = [py], 0@ py € B.
Poaons

Wip) = [“¥(py)]
alors Y est une involuiion de E sur B qui permet d'intro=
duire sur le reticulé distributif 2E de toutes les parties
@e E une structure d'algdbre de Morgan, en premnant pour
chaque XTE, =X =§ Y(X).



Solt G4 1l'ensemble de tous les points pe E dont la
coordonnée @'indice 14 pi et égale et;it i <1,0> soit a
<1,Det 6 ={06;} 4 ;. 11 ent clair que ei 4% 40
alors Gy, Gje , et par conséquént § a la puissance
f. Seit £ 1'algébre de Horgan engendrée dans 1falgéure
de Morgan 2F par 1tensemble €. Nous allons momtres duas

THEOREME est l'algebre de Mor libre avec les

les générateurs libres {8;] . 1.

Soit A une algébre de Morgan. Nous pouvons supposer
d'aprés un théoréme de Bialynicki-Birula et Rasiowa (1957)
que A est une algébre de Morgan de sous-ensembles 4'un
ensemble T et que P, T ¢ A. Soit ¥ l'involution de T
sur T, telle que <X =@ ¥ (X) pour chaque X = 7. Soit
f une transformation univoque de ¢ dans A, Posons pour
chaque i ¢ I, £(Gy) = Hj. Hous avons a denontrer' qutil
existe un homomorphisme h de £’ dans A qui est une
extemsion de f,

Etant donnée une partie X de P, nous r:préaenterone par
Ky (t) la fomotion carsctéristique de X. Rappelons que
ch(t) = 1 = Ky(t)o

Considerons l'application Ky de T dans Bi définie par
1tegalitées
(K4) By (%) =<Ky (%), K (1;)>==<xB (t), Kg puft>

= (¢t lekK t
<Xy (s 1=Ky (0>
et solt K l'application de T dans E définie pars



K(t) = [K;(%)]
Remarquons que
(R) La condition K{(t) e G; est équivalente & Et) = 1.
e

Seit h la transformation de 2E

la formule (o X ¢ E)

dans 27 définie par

h(X) = S (X) »
Il eet clair que

R(Xn ¥) = h(X) n hW(Y)
hXu ¥) = h(X) v Nn(Y)
h(E) =17 :

Pour que h soit un homomorphisme, de l'algebre de KEorgan

2" aane 1'algébre de Morgan 2T, il faut et 11 suffit que
h(~X) = «h(X)

¢'est~d~dire, il faut demontrer que

e vm = eyt |
pour chaque X £ E, ce qui est equivalent & démontrer gue

cx"l (X)) =¢ v K‘l(x), soit a:
(1) £ y(x) = vk, ’

Demonatrons d'abord gque

(2) Kgi(S"(t))= %H‘l(t) i (29) Kgi(t) H:‘.W(t))

Pour démontrer (2) remarquons que la condition
;A =
(8) Ky (¥ (%))

est équivalente & chacune dee conditions suivantes:
(a*) Y(t)e By 5 (a'?) Y(P(4)) =t € ¢Hy



(3”') "yngt) =1
et (2) est démontrée. Pour obtenir (2¢) il suffit de rem-

placer t par ¥ (t) dans (2).
Conaidérons maintenant la coundition

(3) te £ ly(x ,
qui est équnivalente & chacune dss conditions suiventes:
(4) E(t) € Y(X) ,
(5) Y(E(t))e X,
mais  P(E(%)) = P([K;(8)]) = [P(Ei(%))] , ceno
(6) [P(kyt))] ex '
Camme
Ei(8) = <y (8 1=Ky (4D
nNOoOUL aurons
PE(8) = By (8D, 2 ',“ai(“'»
cteat-d~dire, dlaprbe (2), (2*) et (K4):
YK (1) = KKy, (¥ (0))s L= By (9 (9>

= K (Y(4)

La condition (6) est dome éqnivalsnta.l;
(M K (¥ ()] =K (¥(1) e X
(8 ¥ z D
(9) t e wri(x) |
L'equivalence de (3) et (9) montre que (1) est vala-
ble et par consdquant h(=X) = <h(X),
¥Hous venons ainsi de monirer que

X} h_ee un homomorphisme de 22dans 2?

Monirons maintenant gue



II) h es un prolongement de £, ¢!est-d~dire

n(6;) = £(6;) = B,

Pour cela il suffit de remarquer, en tenant compte de
(R), gque:s lee conditions suivantes sont equivalentes deux
i deux
(10) te H ;3 (11) Kﬂi(t) =1 3 (12) K(t)e Gy

(13) te< &Y(ey) = n(6y).
Il reste a démontrer gque

I1I) h _es_un homomorphisme de £ dans A,
clestwd-dires (£ ) € A

De (I) il réeulte gque h(£ ) est une sous=algébre de
. P o Mais G étant un ensemble de générateurs de £
n(@) est un ensemhle de générateurs de h(£L ) et comme
h(g;) = £7(6,) = H, € A (pour tout 1 € I) nous aurons
h(G) € 4, &' ob 11 wdemdte W(L) S A et }a démonstration
eat terminés,
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