14

LUIZ MONTEIRO et DARIO PICCO

Les réticulés de Morgan et
'opéralion de Shejfer

1964
~INSTITUTO DE MATEMATICA
~ UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR
BAHIA BLANCA



NOTAS DE LOGICA MATEMATICA

Ne 1k

gREN orR s

LES RETICULES DE MORGAN ET

L'OPERATION DE SHEFFER

par

Luiz Monteiro et Dario Piceco

1964
Instituto de Matemdtica
Universidad Nacional del Sar
Bah{a Blanca



El trabajo que se reproduce en este nimerc ha sido
publicado en Bulletin de 1l'Académie Polonaise des Sciences,
11(1963), pp. 355-358.

Le travail reproduit daas ce numéro a &té publié dauns
le Bulletin de 1'Académie Polonaise des Sciences, 11(1963).
PPo 355""3580



LES RETICULES DE MORGAN ET L'OPERATION
DE SHEFFER
par

Luiz Monteiro et Dario Picco

1 - INTRODUCTION. H. M. Sheffer (1913)(1)

a démontré que
les algébres de Boole peuvent étre caractérisés éu moyen
de l'opération binaire alb = =a A =-b, Nous nous proposons,
dans cette note, de montrer, d'aprds une suggestion de

A. Monteiro, que ce résultat peut s'étendre aux réticu-

lés de Morgan.-

2 - RETICULES DE MORGAN. Un réticulé distributif peut
8tre défini, d'aprés M. Sholander (1951)(22 comme un
systéme (M,A,v) formé par une ensemble M, non vide, sur
lequel sont définies deux opérations binaires A et v que
vérifient les axiomes:

S1) aan(avb) =4

S2) an(bve)= (crna)v(bara)

(1) Voir la liste bibliographique a la fin de cette note,

(2) Dans une premiére redaction de ce travail nous avons
utilisé d'autres axiomes pour les réticulés distri-
butifs; l'axiomatique de Sholander nous a permis de

reduire considerablement l'extension de cette note.



DEFINITION 1l: Un systéme (M, A, V, =) formé par un en-

et S82) sont vérifides et en outre:

Ml) w = g = &8
M2) (aVvb) = =aA=-b

Cette notion a été considérée, en particulier, par
Gr. C. Moisil (1935), page 91, et étudibe par J. Kalman
(1958) sous le nom de "distributive i-lattice®, Nous
empruntons la terminologie & A. Monteiro (1960).

En général M n'a pas de premier élément o. Clest ce goi
a lieu, par exemple, dans l'ensemble M des nombres réels
(qui est un réticulé distributif par rapport & son ordre
naturel), si -a représente le symétrique de a, alors nous
avons affaire & un réticulé de Morgan. Si le réticuléd de
Morgan a un premier élément o nous dirons que M est une
Algébre de Morgan., Cette notion a été considérée par
A. Bialynicki-Birula et H. Rasiowa (1957) sous le nom

Dans un réticulé de Morgan nous avons aussi:
M3) = (aADb) = =a V=b
En effet; en utilisant successivement M1, M2, et M1,

nous avonss



“@ Veb = = =(=a V=b) = =(=-a A==p) = =(a ADb)

DEFINITION 2: Dans un réticulé de Morgan, nous donne-

rons le nom d'opération de Sheffer 3 1'opération bi-

naire définie par la formule alb = -al -b. Nous écri-

rons, pour simplifier 1'écriture: alb = a.b = ab.

Commencons par démontrer que dans un réticulé de Mor-

gan les opérations A, V, -, peuvent s'exprimer au moyen
de l'opération de Sheffer.

PROPOSITION 1: Dans un réticulé de Morgan nous avonss

I) -a =a% : II) aAb =2a%b2 s III) aVb =(ab)?

DEM.: 1I) a® = aa = -a N-a = -a3 II) a2b2 = (-a)(=b)=

= w=a A==b = a Abjy III) (ab)2 = ~(ab) = =(-a N =b) =
=aVb

Indiquons maintenant des propriétés de ltopération de

Sheffer, que nous aurons & utiliser par la suite.

PROPOSITION 2.: Dans un réticulé de Morgan nous avous:
A) a®(ab) = a; B) (a(be 2;.- bza_ c2a

DEM.3s A) a®(ab) = (-a)(ab) = =(-a)A =(ab) =



=aA=(=aN=b) =an(avd) = a.
B) (a(be))? = =(a(be)) = -(-a A=(be)) = a V(be) =

= aV(=bA=¢) = (aV=b)A(a v=c) =

= (=b Va) A (-c va) = (b2 va)A(c?va) =

= (b2 va)2(c?va)? = ((b2a)2)2 ((c2a))2 = (b2a)(c2a).

3 - CARACTERISATION DES RETICULES DE MORGAN AU MOYEN DE
L'OPERATION DE SHEFFER. Démontrons maintenant le

théordme que nous avons en vue.

THEOREME: Soit (M..) un systéme formé par un ensemble

(s) que vérifie les axiomes:

Axiome A: a>(ab) = a
Axiome B: (a(be))? = (b2a)(ca)
I) =a= a®

II) aAb = a2b?
IIT) a Vb = (ab)2
alors le systéme (Mo A, V, =) est un réticuld

et en outre

IV) ab = «a A =b

DEM.: Démontrons tout d*abord les formules sulvantes:



(1) a%a2= a
I1 suffit de remplacer b par a dans l'axiome Aj;
(2) (ab)2 = (ba)2
En utilisant successivement (1), (B) et (1), nous
pouvons écrires
(ab)? = (a(b%%))2 = ((b2)2a) ((v?)2a) = (ba)(ba)=
~ (ba)?
(3) ab = ba
En utilisant successivement (1), (2) et (1), nous
avonss
ab = (ab)2(ab)? = (ba)?(ba)= ba
Démontrons maintenant ques

(81) an(avdb) = a

En effet, en utilisant les définitions II et III, la
formule (1) et l'axiome (A), nous avonss

an(avb) = a®(avd)? = a((am)?)2= aZ(ab) =

= 8o

(82) aAa(bve) =(cha)vV(bAa)

En effet; en utilisant 1l'axiome (B), les définitions
IT et III, et les formules (1) et (3), nous avons:
(cha) V(bAa) = ((cfa?)(b%a?))2.
= ((0%a?)(c2a2))2 = ((a®(be))2)2 = a2(be) = a2((be)D)2



=& ,\s(b VC)Q
(Ml) = = g '—'—’ge

En effet, en utilisant la définition I et la formule
(1), nous avonss

mmammazr.(ag)z.__, a

(M2) =(a Vb) = -a A=b

En utilisant les définitions I,II,III et (1), nous
auronss

=(a Vb) = =(ab)2 = ((ab)2)2 = ab = (a2)2(b2)2 = a2A p2-
= =g N=D

Les formules S1,52,M1,M2, montrent que le systdme
(M, Ny Vy =) est un réticulé de Morgan, d'aprds la dé-
finition 1. Démontrons finalement que:

IV) ab = =a A=b
En effet, par (1), (II) et (I), nous aurons:
ab = (a?)2(b2)2 = a®A b2 = «a A-b

et cela termine la démonstration.



% - INDEPENDANCE DES AXIOMES (A) ET (B). Démontrons que
les axiomes (A) et (B) sont indépendants. Soit M un en-
semble contenant tout au moins deux éléments distincts
0 et 1. Considérons les deux opérations binaires défi-

nies, sur M, de la manidre suivante:

i) ab = a pour tout a,b € M
0 sia=»bd

ii) ab =
1 sia=+b

La premiére de ces opérations vérifie l'axiome A sans
vérifier ltaxiome B, et la seconde vérifie l'axiome B
sans vérifier A.

Remarquons encore que l'opération binaire , définie su.

1'ensemble des nombres rationnels (Sheffer (1913))
gb=-.athb
ab 5

vérifie l'axiome B sans vérifier A.
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