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i.

INTRODUCCION

Hilbert (1923) ha sido el primero en observar que un
clerto conjuanto de férmulas del cdlculo proposicional
clésico, en las que sdlo figura el conectivo de implica-
cién, tomadas como axiomas, permitirfa desarrollar un
fragmento interesante del célculo proposicional. Ese
fragmento es conocido con el nombre de cédlculo proposi-
cional implicativo positivo y su estudio se inicia en el

primer volumen de los ' Grundlagen der Mathematik'! de
Hilbert y Bernays (1934),
~ Este sistema de la 1ldgica puede ser estudiado con mé-
todos espec{ficamente algebraicos, desde que disponemos
de su contraparte algébrica: la nocidn de modelo implie
cativo dada por Henkin (1950).
~ Siguiendo a A.Monteiro llamamos aqui 4lgebras de Hil-
bert a las &lgebras duales de los modelos implicativos.
El objeto de este trabajo es dar solucién a un pro= |
blema relativo a las 4lgebras de Hilbert libreg, planteg
do por Skolem (1952), el cual consiste en saber si las
d1gebras de Hilbert libres con nﬁmero finito de genera- |
dores libres son finitas.
| A.esta cuestidn damos una respuésta afirmativa e in=-

dicamos ademés, un procedimiento recursivo para la cons-
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truccidn de todas las lgéebras libres con niimero finito
de generadores libres, aplicéndolo a los dnicos casos
-dbénde es posible, sin ayuda de midquinas, dar la construg
cién'explicita§ el élgebra trivial de un generador libre,
la de dos generadores libres -ya calculada por Skolem-

y la de tres géneradores libres.

La idea clave de este pfocedimiento de construcciédn
se debe g«A,Monteifo, quién lo ha aplicado a la deter-
minacién de las dlgebras de Heyting lineales libres con
ndmero finitowde;geﬁeradores libres (L?éb).

En la parte~LII exponemos el resultado mencionado y
damos matrices cgractdristicas para los cdlculos impli-
cativos positivos cqﬁ nﬁhéro finito de variables propo=
sicionales. F |

En la parte I exponemps, .sin pretensién de originali-
dad, algunas noclones y re'sultados que se necesitan pa-
ra la comprensién del resto. Indicamos, dando respuesta
a un problema que nos planteara A.Monteiro, unﬁ definj=

cidn _ecnacional de las élgebras de Hilbert. Una presen= -

tacibén de la teoria de las Elgebras de Hilbert a partir
- de una definicibén por identidades tiene interéds enrél- |
gunos aspectos, en particular por el hecho de;sér'inme--
diatamente aplicables teoremas del d1gebra universal vé-

lidos para ‘las élgebras ecuacionalmente definibles, por
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ejemplo el que prueba la existencia de d1gebras libres,

En la parte I, § 1, indicamos como ejemplo de 4lge=
bras de Hilbert a los conjuntos ordenados con iltimo e=
lemento, no sabemos si ésto ha sido observado antes.

En la parte II damos una caracterizacidn Gtil de los
sistemas deductivos irreductibles y se prueba la exis-
tencia de irreductibles minimales, lo que tiene gran in-
terds para el estudio del mencionado problema de Skolem.
Los dos teoremas de representacién que damos en § 3 y
§ 4, parte II, no son necesarios en la parte III. Uno
de estos teoremas es’de representacidén topoldgica W tipo
Stone! . Contrariamente a lo que sucede para las alge-
bras de Heyting, no se puede afirmar la casi-compacidad
del espacio topolégico de representacidn.

En una comunicacidén a las Sesiones Matemiticas de la
U.M.A. (1960) hemos adelantado los principales resulta-
dos que exponemos aquf.

‘Mucho tenemos que agradecer a nuestro querido maestro
A.Monteiro, bajo cuya direccibén hemos realizado este tra-
bajo, por la atencidn que nos prestara en el trascurso
del mismo, por sus enseﬁanzés y sugerencias., También le
agracecemos las oportunas observaciones que hiciera a su
redaccidn,

Quedamos reconocidos al profesor L.Henkin y su disci-
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pula Carol R. Karp por sus Gtiles informaciones, y al
profesor Gregorio Klimovsky, quien ha aceptado apadrinar
este trabajo. Agradecemos también la colaboracidn del
profesor Ruy Gomes, Darfo Piced, Samuel Silbering y En-

rique E.Sqardiaz.

Bah{a Blanca, noviembre de 1961,
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PARTE I

l.- DEFINICION Y EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE HILBERT

A) E1 concepto de 4dlgebra de Hilbert tiene su origen
en el sistema de la légica llamado cdlculo proposicional
implicativo positivo, debido a Hilbert (1923), cuya defi-

nicidén es la siguiente:

A partir de un conjunto no vacio gf de simbolos (va-
riables progosiciqgg;gg) y de los simbolos auxilidres
w(p,m)n , W8 . se construye el menor conjuntoﬁ7'de su
cesiones finitas de estos s{mbolos, que verifique .las

propiedades:

f,) si d,!)egj, entonces (o(--/3)é_cﬁ—d.

Los elementos de fzison llamados fdrmulas (6 formas pro-~
posicionales).

Sea 2 la parte mds pequefia de.g?'tal que:

di) 2 contiene a todas las férmulas de los tipos:



(= (p—))
(= (p—) ) — (L —=P) = (x— 1))

. 8
donde « , 3 , ¥ ; son férmulas arbitrarias( ).

d,) 81 X ,(ot——p) e s entonces pe«z .
Las férmulas indicadas en dl) se dicen axiomas y by se

dice el conjunto de las tesis (6 fdérmulas demostrables).

El sistema &£ (@)= (F,9,—) es llamado el c4leulo

proposicional implicativo positivo ccn el conjunto 5 de

variables proposicionales.

B) La nocién de d1gebra de Hilbert, dual de la intfo-
ducida por Henkin (1950) es, justamente, la apropiada pa-

ra el tratamiento algebrdico de los cdlculos £(5).

- e e h Al R e >

(") Estas férmulas son dos de los axiomas del sistema de Frege
(1879) para el célculo cldsico, la equivalencia de estos axiomas
con los cuatro de Hilbert (1923) fue p;'obada. por Lukasiewicz (ver
Lukasiewicz-Tarski (1930)).
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DEFINICIONylz Sea A un conjunto, 1 € A, — na o-
peracién binaria sobre A. (A,1,~+)se dice un £lzebra
de Hilbert si son verificados los axiomas:

h;) p—=(q—p) =1
h2) (p~(q—=r))—=((p~>q)=(p—r)) =1
h3) S1 p~q =q—p= 1, entonces p=q

Damos el nombre de dlgebras de.Henkin a las 4dlgebras
de Hilbert duales’'),

Como el mismo Henkin (1950) ha mostrado, identificando
dos fdérmulas ®,yp de £ &) cuando *—=p) y (p—~=x) son

tesis, obtenemos un dlgebra de Hilbert("). Por esta ra-

(")

Luisa Iturrioz ha observado que el axioma M3 de Henkin, que
se traduce aqui por x-—+1 = 1, puede demostrarse a rartir de hj,
h2, h3 que son independientes, Salvo ésto, la duaiidad Y prequeiios

detalles de notacién la Definicidén 1 es la dada por Henkin.

(") En esencia la construccién del dlgebra de clases residuales es
similar a 1la in@icada por Ogasawara (1939) para el calculo propo-

sicional intuicionista.
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z6n eés que decimos que ia nocién de dlgebra de Hilbert es
la apropiada para el _estﬁdio de los cédlculos 95(9). A,
Monteiro nos ﬁa hecho notar que ésto puede hacerse en un
sistema algebrdico algo mids general que los cdlculos 06(9),

lo que reporta economfa en la exposicién.

DEFINICION 2: (X, D,—~ ), donde ## DS X,y — es

una operacién binaria sobre X, se dice una pref-algg'

bra de Hilbert si, cualesquiera sean Xa¥:2 € X, 8€
1) x—(y—=x)eD
2) (x-(y—2z))—~((x+y)—-(x—-2)) €D

3) 8i x,Xx—y € D, entonces y € D,

Adends de los cdlculos of (%) = (94,.9, -+ ), las 4lge-
bras de Hilbert, cuando se pone D ={ 1} y son pre-4ilge
bras de Hilbert.

No es diffeil (ver Ogasawara (1939)) la demostracién
de las propiedades 4) - 10) siguientes:

4) Si y e D, entonces x—»y €D
5) x-+x €D

6) Si x-»y, y—»z € D, entonces X—+2z €D

Escribiendo xcy si y sb6lo si x-y €D, 5), 6)
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muestran que «— es una relacién de pre-orden sobre X. k)
dice que cualquier elemento de D sigue a todos los ele-

mentos de X.

7) 81 zcx-—+y, entonces z—xc<z-—y
8) Si z<x-—y, entonces =xcz-—y
9) 81 xcy, entonces z—-xcz-—y

10) Si xcy, entonces y—zcx—2z,

La relacién — induce una relacidn de equivalencia =
sobre X: x=y sl y s6lo si xcy, ycx (x—y,y—=xe€D)

S1 A= (x| )x es el conjunto de las clases de e~

quivalencia |x| ,efelativas a = 43 A resulta parcialmen
te ordenado por la relacién < inducida por < x| < |y
si y sdlo si xcy.

9) ¥y 10) muestran inmediatamente que es posible alge-
brizar A por la operacién: |x|—[y| = ’x—’yl .

Puede verse que D coincide con una de las clases de

equivalencia mdédulo = 9 Vv escribiendo D=1 se tiene:

TEOREMA 13 (A, 1,—) es un algebra de Hilbert.

Sea G = (|g]) s ¥ L (G) el dlgebra obtenida a
ge G _
partir de la pre-algebra de Hilbert c[(%) = (.95/,09 y ")

por el procedimiento indicado precedentemente.



DEFINICION 3: L(G) se dird el dlgebra de Lindembaum
del calculo £(£1),

C) Ssi A es un algebra de Hilbert, los resultados an-
teriores aplicados a la pre-ilgebra de Hilbert (As{1}y—)y
y h3 que expresa que X =¥ (méd.‘\l}) equivale a x = ¥y,

permiten enunciar el

TEOREMA 2: En un algebra de Hilbert A, 1a relacidn

p< g, definida por p-g =1, es una relacidn de or-

den sobre A, 1 es ultimo elemento de A en este or-

den, y valen las siguientes propiedades:

h;) 3<P—q
h;) p—~(q—-r)<(p—~q)—~(p—r)
hl+) p—~1=1

hs) Si pg q——-'i', entonces q<p—~"r
hé’) Si pgqg, entonces r—-p<r—-gq
"h7) Si pg¢q, entonces q—-r<p—r

Probaremos algunas reglas de calculos

h8) p—~(q—r) = q—(p—r)

Por hi: q<p—q
Por h

7 (p—~q)—~(p—-r)<q—(p—r)
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Utilizando hé se tiene
p— (g—r) £ g=-(p—-r),
permutando p y q se obtiene la relacion opuesta.

h,) p-(g—r)= (p—q)— (p—r)

O

Por h! ¢+ q ¢ P—¢q

[

Por h, ¢ (p—q)—-r < q—r

7
Por h6 t+ p~((p=q)—r) < p—~(q—-r)
Por hy 1 (p—q)—(p—r) = p—((p—q)=T)
Luego (p=q)=(pP—1r) < p—=(g—T)

Teniendo en cuenta hé s se obtiene h9 .

h,) (P~a)—=((qg—~p)—-p) = (q—p)—~((p—~a)—q)

Por hg : (p—-q@)—-((qg-p)—q) = (q—=p)~((p=a)—=q)

Por hg ((p—~q)—~((q—=p)—=p))>((qg-p)=((p=~q)—q))=
((p—=q)—=((q—=p)—p))~((p—q)—=((g—p)-q))=
(p=~q)—=(((q+p)-p)—=((q—+p)—q))=

Por b, ¢ (p—a)—=((a—p)>(p—=q))=1

Luego (p~q)—~((q—=p)—p) € (g—=p)—~((p~+q)—=q)

Permutando p y q se obtiene la relacién opuesta.

h,,) p < (p—-a)—gq |

Resulta de p—-q £ p—qy teniendo en cuenta h5

h,,) 1-p=p

Por h,;¢ 1< (1-p)—-p

Como 1 es Ultimo elemento de A (1-p)—=p = 1, esto es

1-p < p.

La relacidn opuesta se obtiene de h! .

1l



h,3) p~(p—r) = p—r
Por hy s p—(p—r) = (p—~p)—(p—r)
=1l—(p—r)
Por h12: = p—-r,

D) En la clase de todos los conjuntos algebrizados
~con una operacidn binaria fija (denotada "."), 1la subcla-
se de las algebras de Hilbert es cerrada, en el sentido
de que contiene con cada algebra todas sus imdgenes homo-
‘mérficas y todas sus subalgebras, Yy con cada familia de
dlgebras su producto directo (ver § 2). En estas condicip
nes, se puede caracterizar a las dlgebras de Hilbert como
aquellas dlgebras de la clase en consideracidn que verifi
can idénticamente un cierto conjunto (finito o infinito)
de igualdades expresables en términos de la operacidn n_n
(ver Birkhoff, (1935)), 6 como se dice: las 4lgebras de

Hilbert son ecuacionalmente definibles.

A.Monteiro nos ha propuesto el problema de dar una de-

finicidn ecuacional expl{icita de las dlgebras de Hilbert,

DEFINICION 1': (A, — ) es llamada un 4lgebra de Hil-

bert s1 A es un conjunto no vacfo, — una opera-

cidn binaria sobre A, y son verificadas idénticamente

ias igualdades:
(4) (p—~p)=p=1p
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(B) p—-p =4qg—q
(C) p—(q—r) = (p~q)—(p—~1)"

(D) (p—a)—((q—p)—p) = (a—p)—((p—q)—q)

TEOREMA 3: Las definiciones 1, 1' son equivalentes.

DEMOSTRACION: Por (B), p—p es un elemento fijo de
A, cuando p recorre Aj; poniendo p-—-p = 1, veamos qﬁe
(4 1, —) es un 4lgebra de Hilbert en el sentido de 1la
definicién 1.

(A) puede escribirse en la forma 1-—-p = p. h3 se ve
rifica, pues si p-q =q-—-p =1, por (D) es
1-(1—p) = 1—-(1—q)
luego lep=1-—-q
y finalmente P = Q.

h2 es consecuencia inmediata de (C). hl resulta de (C):

P—(q—p) = (p—q)—~(p—p)=((p—~q)—p) =~ ((p—q) —p) =1
Reciprocamente, si (A, 1, —) es un 4lgebra de Hilbert.
en el sentido de la-definicién 1, (Ay —) lo es en el
sentido de la definicién 1'. En efecto, (B) resulta de
ser p—p =1 elementdifijo de A; (&), (C), (D) son,
respectivamente h12 ’ h9 ’ hlo .

OBSERVACION: Los axiomas (A), (B), (C) y (D) son

independientes:
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(a) (b)
-|o 1 —-|o 1
011 1 0|0 1
1|1 1 11 1
(e) (d)
—|1 a b — 11 a b
1 1 a b 1 1 a b
a 1 1 a a 1l 1
b |1 a 1 b 1 1 1

En la tabla (a) (respectivamente (b), (e), (4)) (a)
(respectivamente (B), (C), (D)) falla y los restantes

axiomas son verificados.

E) Indicamos ahora algunos ejemplos de &lgebras de
Hilbert.

12) Algebras de Heyting

Sea A un reticulado tal que, para cada par de ele~
mentos a,b € A, existe. un elemento ¢ e A con la pro-
piledad de ser méximo entre los x € A tales que ax<b.
Poniendo ¢ = a—b se prueba que (A, — ) es un £1gebra
de Hilbert. Estos reticulados han sido considerados por

primera vez por M.Ward (1938; con el nombre de "estruc-
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turas residualmente cerradas" (son los llamados relativa-
mente‘pseudo-coﬁplementados por G.Birkhoff (1948)) (').
Si en A hay primer elemento, tenemos lo que es lla-
mada un 4lgebra de Heyting. El reticulado ¥ de los a-
biertos de un espacio topolégico X es un caso particu-
larmente interesante de 4lgebra de Heyting (M.Stone (1937
- A.Tarski (1938)). Si Gp,G,€¥, la operacién — se
expresa en la forma:
Gy Gy = int ((X-Gy)v G, ) .
22) Conjuntos ordenados con (iltimo elemento.
Sea A un conjunto ordenado por la relacién < , con
Gltimo elemento 1.
Definiendo sobre A 1la operaciém — pors:
1, si x<y
X—>y=
¥y, 81 x4y
puede verificarse que (4, — ) es un 4lgebra de Hilbert.
El orden inducido por la operacién — en A coincide,
como es evidente con el orden natural de A.

392) Algebras de Lindenbaum de los cdlculos implicati-

vos positivos.

(*)

Un ejemplo algo més general se obtiene suponiendo que A es un

inf-reticulado, Estas dlgebras fueron estudiadas por H Curry (1952).
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Las figuras 1 y 2 siguientes muestran la disposicién
ordinal de los elementos de las élgebras de Lindenbaum de
los cédlculos ;C({gl}) y E({gl,gz}), de una y dos va-
riables proposicionales, respectivamente. Se ha puesto

a= g » b=z .
- E1 dlgebra de la figura 1 es de obtencién inmediata,
no as{ la de la figura 2, cuya determinacién, as{ como la

correspondiente tabla. se debe a T.Skolem (1952).

Fig, 1 Tabla 1
1T
— A 1l
a 1 1l
al 1 a 1l
Fig, 2
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Tabla 2
—~|labcde fghij kmnl
ailhlhl hlh1l1l 1111
bilglglg lgl1l11l 1111
cimhlhm hlhlm 1mll
d|lgkgleg kglk1l kl11
efndndl hlhnn 11nl
fleneng lglnn 11nl
gljJdndm hlhnj 1mnl
h|leieng kglin klnl
ifehghe hghlm 1m1l1l
jlgfghg fghkl k111 3
kladecde hghnJj 1lmnl
mjicbedg fghin klnl
nlefghe fghkm kmll
llabcde fghij kmnl

OBSERVACION: Los ejemplos indicados permiten consta-
tar el siguiente hecho: dos operaciones.distintas de
"implicacién" definidas sobre.un conjunto A, pueden indu-
cir en é1, el mismo orden. Asf{, si A es el 4lgebra de
Boole de cuatro elementos, las operaciones definidas en

los ejemplos 12) y 22) sobre A, no coinciden.

NOTA: En lo que sigue, para abreviar,. llamaremos, &

veces, "dlgebras™ a las "4lgebras de Hilbert".
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2.~ HOMOMORFISMOS. SISTEMAS DEDUCTIVOS. SUB-ALGEBRAS.
PRODUCTO DIRECTO.

A) Dadas dos élgebras A, B 1llamaremos homomorfismo
_de A enB a toda aplicacién h:A—.B tal que
h(x—-y) = h(x)— h(y), cualesquiera sean X,y € A.
En particular, si h es una inyeccidén (respectivamente
una aplicacién sobre); h se diréd un monomorfismo (réspec—
tivamente epimorfismo). h se diréd un isomorfismo si es a
la vez mono y epimorfismo
El conjunto N(h) de los x € A tales que h(x) =1 se
dir§ el ndcleo del homomorfismo h. h es un monomorfismo
si y sélo si N(h)::{l} .
D = N(h) tiene las siguientes propiedades:
Dl) l&D

D2) Si x,x—y € D, entonces ye D.

DEFINICION 4: Una parte D de un 4lgebra A verifican-

do D D) se diré un sistema deductivo (s.d.)de Al

(*) Esta nocién corresponde a la del mismo nombre dada por Luka-

siewicz-Tarski (1930), para el calculo proposicional.
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Ay {1} son ejemplos triviales de s.d. de A, Todo
s.de D+ A se dird propio.

Notemos que los s.d. de A son secciones superiores de
A, estoes, si x €D, x«<y, entonces ye& D.

Si D es un s.d. de A, (A, Dy, — ) es una pre-4lgebra
de Hilbert. Sea B = (lxl)x A el dlgebra obtenida como

e
en teorema 1.

TEOREMA % (A.Monteiro): La aplicacién h:A_.B, defi-

Y S S S —"

nida por h(x) = |x|., es un epimorfismo de niicleo D.

B se dice el é4lgebra cociente de A por Dy,B = A/D
D(')

¥ h el homomorfismo canénico relativo a

El siguiente lema serd de aplicacién frecuente:

LEMA 1: Sean h:A -»B un epimorfismo y g:A-—-C un

homomorfismo

B
f

=
g\‘c

L ]
() En las dlgebras de Heyting los s.d, coinciden con los fil-
tros, A.Monteiro (1954).
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N(h) € N(g) equivale a decir gque existe un Unico ho-

momorfismo f:B—C tal que f.h = g.

Ademds, f es eﬁimorfismo si g _es epimorfismo y f

es monomorfismo si y solo si N(h) = N(g) .

En el caso de ser hyg epimorfismos, N(h) = N(g), e-
quivale a la existencia de un Unico isomorfismo f:B—C
tal que foh =g . En caso tal convendremos en identifi-

car las algebras B y C y los homomorfismos h y g.

B) Una parte S no vacia de un algebra A se dice

una sub-dlgebra de A, si de x,ye S se sigue xX—yeS.

Esto equivale a decir que (S,—~) es un dlgebra de Hil-
bert, y también que la inclusidn natural 1:S—.A es un
monomorfismo .

Las secciones superiores S de A, y en particular
los s.d. de A, son sub-dlgebras. En efecto,-' si x,yes,
de y<x—-y (hi), se sigue x—yesS .

Debe notarse que 1 es elemento de toda'sub;élgebra,
puesto que si xe S, x—x= l€eSs, |

Imagenes directas e inversas, por homomorfismos, de

sub-31lgebras son sub-dlgebras,

C) El conjunto A* de todos los s.d. de A, ordenado

por la relacidn de inclusidn, & , de las partes de A, es
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un reticulado completo cuyo primer elemento es {l} y cu
yo ultimo elemento es A .
El {nfimo de una familia (D;); .y de s.d. de A es

el s.d. D; » interseccidn de los s.d. D, .

iel i
Si K es una parte de A, la interseccign [K] de to-

dos los s.d. que contienen K se dice el s.d., engendra-

do por K .
El supremo de una familia (Di)ieI de s.d. de A es
\V p = [U
entonces 11Dy ie I/ Di .
Dlﬂ D2 ’ Dlv D2 designaran, respectivamente, {nfi-
mo y supremo de los s.d. Dl ’ Daf .

Se debe a Tarski (1930) el siguiente

LEMA 2: {K] coincide con la reunidn de todos los

s.d, [F] , ddnde F recorre las partes finitas,

de K .

D) Ciertos homomorfismos de A en A (endomorfis-

mos ) sobre los cuales A.Monteiro ha llamado la atencién,

son importantes:

DEFINICION 5: Para cada acA, la aplicacidn h,a

‘h,:A—A definida por h,(x)= a-xX, es un endomor-

fismo (ver h;y, ), al que se da el nombre de endomor-
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fismo principal relativo al elémento a.

El nucleo del endomorfismo h, es el s.d.
D(a)—_-{x; a— X = 1}:{3{; aéx} .
D(a) es, puesto que los s.d. son secciones superiores,
el s.d. mds pequefio que contiene al elemento a, esto es,

D(a) = [a] . D(a) se dird el s.d. principal generado por

a.
El siguiente lema es una versién del teorema de la de-

ducecidn:

LEMA 3: gx; a—»xeﬁ}:Dﬁa)VD .

DEMOSTRACION: Pongamos D'= {x; a—-xeD} ., Es in-
mediato que (1) D!'<D(a)vD, puesto que si x e D', en-
tonces a—~xeDsD(a)v Dy y como ae€D(a)vD, por la
propiedad Dy , x&D(a)vD,

Para ver (ii) D(a)vD < D!, es suficiente mostrar
que D' es un s.d. que contiene 4 a y D.

Veamos primero que D! es un s.d., es decir que se
verifican Dl y D2 .
l€ D' 4 porque a—1=1€D .

Si x.,x—yeD' , esto es si
a—+Xx, a—~(x—y) = (a—~x)—(a—-y)€D,

aplicando D, y a—=ye&D, es decir yeD' ,
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D? contiene al elemento a, pues a-—-a =11le€D .,
D< D' , pues si xeD, como x £ a—+X '(hi), es
a—+xe D,y esto es, xeD! .,

Por recurrencia se deduce

COROLARIO:

D(a,) v D(a,)V...D(a,)=|x38,—~ (a,— (...(a,~ x)...)=l}

Sea A un dlgebra de Hilbert y D un s.d. de A. In-
teresa saber en que condiciones existe una sub-dalgebra S
de A, tal que S contiene un, y sélo uh, elemento, de
cada clase lateral médulo D. Si esto ocurre § es, evi-
dentemente, isomorfa a A/D.

Al respecto damos el siguiente

LEMA 4: Si en cada clase lateral mddulo D existe

un_elemento maximo, el conjunto S de tales elemen-

tos méximos, es una sub-algebra de 4.

DEMOSTRACION: Basta probar-que si a,b son respec-
tivamente maximos de las clases médulo D : 'a] ’ |bl )
y m el midximo de Ia-—»b | » entonces m=a—b .

De m—-(a=b)eD,’ resultan inmediatamente
(m—~ (a—b))-+a <] a’|
(n~(a—-Db))=be|b| ,

y siendo a,b mdximos en |a| , |[b|

(m->(a—Db))—~a € a
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(n—-(a—Db))—-b < Db,
Por hi , se tienen las relaciones bpuestas, luego
(m—-(é—-b))—»a= a
(m—-(a—Db))-b=D>b .
Utilizando h9 s tenemos
(n—~(a—=b))— (a—Db) = a—b
Por hll'
m € (m—(a—Db))—(a—Db)= a—D>b,
siendo m méximo en |a—Db| es m »a—Db , y, por lo
tanto m= a—b .

Por ejemplo, cuando todas las clases de equivalencia
médulo D, excluida D misma, son finitas, se puede ase-
gurar la existencia de maximo en cada clase. En efecto,

D tiene el elemento miximo 1 . Para |x|# D basta ng
ta; gque para cada dos elementos x',x"es] x‘ existe un

y € le tal que x'<y , X"V . Tomamos el elemento
y= (x!'— x")—x" que pertenece a lx\ y sigue a x',
x" 4 por h11 y hi .

Nosotros aplicaremos el Lema 4 a las algebras finitas
donde, por lo anterior, todo cociente A/D puede ser re-
presentado por la sub-dlgebra constitﬁida por los elemen-
tos maximos de cada clase médulo D .

La hipdtesis del Lema 4 se verifica también en el ca-

so de ser D un s.d. finitamente generado, como ha sido

probado por A.Monteiro.
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E) Dada una familia (A;)y o1 de dlgebras de Hilbert,

el producto cartesiano A= iT;:rI Ai s con la operacion
— 4, definida por

(a1)1 €T (Plier=(ag=bilier »
es un 3algebra de Hilbert 5. que es llamada el producto di-

recto de las dlgebras A; .
Las funciones proyecciédn TTi:A_.Ai son epimorfismos.
Dada un algebra B y un conjunto {hi}iel de epimor-
fismos h;:B—Ay=B/N(hy), la aplicacién h de B en
el producto directo A= ;‘2; Ai s definida para cada
b €B, por '
h(b) = (hi(b))iel ’
es un homomorfismo h:B_. A de ndcleo N(h) = 1er N(hi).‘
hy, entonces, es un monomorfismo si y sdlo si
1@1 M) ={1] .
En este caso se dice que el conjunto {hi} 1e1 s 6 el co-

rrespondiente conjunto de s.d, {N(hi )'}i € 1S separador.
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3.~ GENERADORES. ALGEBRAS LIBRES,

A) Dada una parte K de un algebra de Hilbert A, la
intersecciéon X de todas las sub-dlgebras de A que con
tienen K es una sub-dlgebra de A, a la cual se da el

nombre de sub-dlgebra generada por K. K gse dice :un

conjunto de generadores de K .

K coincide con el conjunto de todos los elementos de
A que se obtienen aplicando reiteradamente la operacion
-— o a partir de los elementos de K .,

Un homomorfismo Hh:A—B queda univocamente determi-
nado por las imdgenes.,de un conjunto de generadores de A,
Esto es, si K= A y h,h':A_.B son tales que
h(x) = h'(x) para todo x € K, entonces h = h' ,

El teorema siguiente da alguna informacidn sobre la
ubicacidn ordinél de los generadores de un algebra de
Hilbert, Sea K= A y sean m(A), m(K) 1los conjuntos
de elémentos minimales de A; K respectivaméhnte; estb
es, de los elementos de A,K (resp.) que no s&n precedi-

dos propiamente por ninguin elemento de A,K (resp.).

TEOREMA 5: m(A) = m(X) .

DEMOSTRACION: i) m(A) <= m(K) .
Sea x € m(A). Para probar que x < m(K) es suficisn-

te mostrar que x € K,



El conjunto A =-{x] es una seccién superior de A,
luego una sub-dlgebra, Si x € K, K= A - {x} y por lo
tanto A= K= A - {x} , lo que es absurdo, Luego x € K.

ii) m(X) <= =(A) .

Sea x € m(K). El conjunto 8 - {y; y~¢ x} es una
seccidén superior de A, y por lo tanto, una sub-algebra
de A,

Como x es minimal en K, para todo k € K, k<¢ X

luego K = S . Por consiguiente A=K =S , esto es, pa-

ra todo y € A, y4 x, luego x € m(4) .

COROLARIO: K = m(A) si y sdlo si los elementos de
K son incomparables dos a dos (esto es, si a,beK,

ni ag< b, ni bgKa).
Por el teorema, X = m(A) equivale a K = m(XK), y es-
tos es lo mismo que decir que los elementos de K son

incomparables dos a dos.

B) DEFINICION 6: Diremos que L es un dlgebra de

Hilbert libre, con G como conjunto de generadores

libres, si toda aplicacidn del conjunto de generado-

res G en un dlgebra de Hilbert A arbitraria, pue-

de prolongarse a un’pomomorfismo h:L—A .
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El homomorfismo h esta univocamente determinado por
la condicidén h(g) = f(g), para todo g€ G .

Siendo las dlgebras de Hilbert ecuacionalmente defini-
bles, existen algebras libres con un conjunto arbitrario
de generadores libres, y cada dos algebras libres con con
juntos de generadores libres de igual nimero cardinal son
isomorfas. (Birkhoff (1935)).

Henkin (1950) ha probado que el dlgebra de Lindenbaum
L(G) del cdleculo proposicional. implicativo positive L(G)
es precisamente el algebra libré»con el conjunto G de

generadores libres,

c) sea L§)=(F,D,—), Y-legslser » (O
la correspondiente dlgebra de Lindenbaum y sea A un al-
gebra de Hilbert arbitraria.

Consideremos la familia FA:% (NA)aeEV" de fungiones

ﬁﬁA;__.A, definida recursivamente por
1) (gy4)a=TT4 (i-ésima proyeccidén de A )
FA coincide con la sub-algebra de AAI engendrada

por las proyecciones 1T de al .,

‘ i

dtsgﬁ se dice valida en A si ui(x) = 1, para to-
do xeal . s1 D (A) indica el conjunto de todas
las férmulas vdlidas en A, se ve que i =0 (a) .

Cuando ﬁb==§D(A) se dice que A es uh dlgebra (4
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matriz) caracteristica de oL (‘j}) .

Sea asL(G)—F la ‘aplicacién definida por

A
ok = o
sl ) = &,
Se verifica que ¢ es un epimorfismo tal que

o (lgg])=TT4 |
Puesto que N(T) = “o&

3 oteD(A)} sg tiene que
es un isomorfismo si y sélo si ) (A)=ﬂ , esto es, si
y sélo si A es &lgebra caracteristica de L (9) .
Este resultado 'pued‘év-enunciarse en la forma siguiente:
Sea I el dlgebra libre con el conjunto {ai}ie ; de
generadores libres y T :L—F, el homomorfismo uniwo-.

camente determinado por la condicién T(ag) = 1Ty

LEMA 53 T es un, isomgrfismo si y sélp si A es ma-
triz caracterfstica del cdlculo L (%2 |

D) Cabe preguntarse si en un élgebrafﬁ&bne L  pue-~:
den existir dos conjuntos G,GW distintbs, de genefado-
res libreés.

Esto no puede suceder desde que, cada dos genenadores’
libres son incomparables y, por el corolario de Teorema
5, G y G' deben coincidir con el conjunto de los e-
lementos minimales de L.

Sean g',g" € G, f:G—A una aplicacién en el 4lge-

bra de Hilbert A de la figura 1, tal que f(g™) = 1,
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f(g")= a, y sea h el homomorfismo prolongacidén de f .
g'—g" % 1, porque

h(g'— g") =h(g')—h(g")=f(g')—f(g") = 1—a= a #1,

Luego g' no precede a g", y analogamente se ve que

g" no precede a g' .
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PARTE II

l.- DISTRIBUTIVIDAD DEL RETICULADO DE LOS SISTEMAS
DEDUCTIVOS.

Probaremos que en el reticulado A de los s.d., del

dlgebra de Hilbert A vale la ley distributiva infinita:

TEOREMA 63 _Q_rl\/_l)_if_m\/ SDﬁDj.la
el iel

DEMOSTRACION: Veamos primero el caso particulars
(1)  DN(DyvD(a)) = (DAD;)V (DN D(a)),
Basta mostrar la inclusidn no trivials
DN (DyVv D(a)) = (DADy) V(DO D(a)).
Sea xeDN(DyVv D(a)), esto es xeD;, xeDvD(a).
Consideremos los elementos:
rP= a->x y 8 = (a=x)—>X = P—>X,
reD, porque r = a—»x >xeb, reDl, porque de
xeDyvD(a) se sigue, por Lema 3, r = a—xeDj. En cop
secuencias
(2) r& DNDy.
De *ag {(a—x)—x, x & (a—=x)—>x (hll y hi{), resul-
ta seD(a) y seDy, esto es,
(3) seDnD(a).
De (2) y (3):



28.

D(r) v D(s) € (D n Dy) v (D n D(a)).

Como r—»>x= 85 € D(s), aplicando Lema 3:

x € D(r) v D(s), luego
x € (DnDy) v (Dn D(a)).

Esto termina la demostracidn de (1) .

Aplicando reiteradamente la férmula (1) se demuestra
(4) D n (D(ag) Ve..v D(ag)) = (D n D(ay)v...v(DnD(ap)).

Veamos ahora el caso general. Serd suficiente probar
la inclusidn no trivials

paVDp<E V(bnp).
ieI jel

Sea xeDn i\e/IDi y, esto es,
x € D X € D; = UD’ .
? jeI 1 [ieI i]

De X € [TJ Di] resulta, aplicando Lema 2, que exis
te una parteliilnita F=l2y,....2q) de iLeJIDi , tal
que xe€ |[F] =D(ag)v ...v D(ap). Luego x es un ele-
mento tal que x € DN (D(aj)V...vD(ap)).

Aplicando (4):

” x € (DND(ay))Vv ...v(DND(ay)).

Sea a,€ Dik, 1<k «<n, iyeI. Como D(ay) = Dik ’
tenemos:

X € (DﬂDil)V...V(DﬂDin).

Finalmente de (DnDil)v...v(DnDin)si\e/I(DnDi),

xe \V/ (DAD,).
iel

(BSERVACION: En un reticulado, la ley distributiva del supre-
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mo respecto del infimo (finito):
Dv(Dn D)= (dv Dy)n (Dv D)
es una consecuencia de la ley distributiva dual.

Es un hecho bien conocido que la ley distributiva del su-
premo respecto de infimos infinitos no vale en general en.el
reticulado de los filtros de un dlgebra de Heyting. Por con-
siguiente esta ley no es vdlida en el reticulado de los sis-
temas deductivos de un &lgebra de Hilbert.
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2. SISTEMAS DEDUCTIVOS IRREDUCTIBLES Y COMPLETAMENTE
IRREDUCTIBLES

A)
DEFINICION 7: Un s.d. propio D de un dlgebra de Hil

bert A se dice irreductible si y sdélo si D=D;0 D,

’

implica D= Dl 0 D = D»n,

Es decir, si no es posible expresar D como inter-

seccidn de dos s.d. distintos de D.

Los s.d. irreductibles D, pueden ser caracterizados
como aquellos s.d, tales que A - D es filtrante supe-

riormente.

TEOREMA 7: Para que un s.d. D _sea irreductible es

necesario y suficiente que, dados a,be A - D exis-

ta ceA -D tal que a4 c, b<ec,

DEMOSTRACICN: a) Es necesario:

Sea D un s.d., irreductible y a,b € A - D. Suponga-
mos por el absurdo gue todo x tal que a<x, b£Xx, sea
un elemento de D, esto es, que D(a)n D(b) = D, es decir
D= Dv(D(a)nD(b)).

Como A" es distributivo(')

; :
(") Para una demostracién directa, sin recurrir al Teorema 6, bas-
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D = (D v D(a)) ﬂv(DVD(b)) .
Es claro que DV D(a)+ D y DV D(b) # D, puesto
que ayb € A D . Esto muestra que D no es irreducti-

ble, lo que contradice la hipodtesis.

b) Es suficiente:

Sea D un s.d. tal que cualesquiera sean a,b € A -D,
existe un c€ A ~-D tal que a<€cy, b<£c.

Si, por el absurdo, no fuese D irreductible,b existi-

€ A" tales que D'=Dlﬂ D ,D=/=Dl y

rian D, D o

D# D, .

Tomemos a € Dl- D, b e D2- D, y sea ¢ tal que

2

a £ ¢, b £c, c€ A ~-D.
Se tiene entoncess:
cE Dl s puesto que a € Dl ,.a < ¢ 3 andlogamente

cE D2 s luego

ta probar la férmula '

DVv (D(a) N D(b)) =(DV D(a)) N (DV D(b)) .
Es suficiente mostrar la inclusién no trivial

pv (p(a) n D(b)) 2(D v D(a)) n (D v D(b)) .
Sea x €DV Da), =xe DVDD)
Por Lema 3: a—x, b-—xe€D

Utilizand h! :
i (o} hll Yy 1

(1) a<(a—x)—x g(b—>x)— ((a—~x)—1).
Anélogamente b < (a —vx) — ((b—>x)—>x).

Utilizando h8=

(2) b € (b—-—x)—»((a-—»x)-—»z) .
De (1) y (2): (b—x)—>((a—x)—>x)e D(a) nD(b) ¢ Dv (D(a)n D(b)).
Como a-»x, b—=x¢ DEDV(D(a)n D(v), resulta

xe D v (D(a)n D(b)).
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c € Dlﬂ D,= D, lo que contradice c€ A-D.

2
B) Los sistemas deductivos irreductibles minimales
cuya existencia pasaremos a demostrar, desempefian.un pa-
pel principal en la construccidn de las dlgebras. de Hil-

bert libres que veremos en la Parte III .

Entendemos por un s.d., irreductible minimal, un s.d.

irreductible que no contiene, como parte propia, ningun

s.d. irreductiblse.

TEOREMA 8: Dado un s.d. irreductible D, existe un

s.d. irreductible minimal P tal que P<= D .

DEMOSTRACION: La familia de todos los s.d. irreduc-
tibles contenidos en D es inductiva inferiormente (en,
el orden de inclusidn), como se prueba aplicando el Teo-
rema 7.

La conclusidn se obtiene por el Lema de Zorn.

C)
DEFINICION 8: Un s.d. propio D del algebra.de Hil-

bert A, se dice completamente irreductible si y so-

lo si D=

1651_21 ‘implica que existe i€ I tal

que D = Di— .

Es decir, si no es posible expresar D como inter-

seccidn de sistemas deductivos distintos de D .
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Es claro que los s.d. completamente irreductibles son
irreductibles,

Se prueba sin dificultad el siguiente

LEMA 6: M € A" es completamente irreductible si y

s6lo si existe a ¢.M tal que M es un s.d, maxi-

mal entre los s.d. que no contienen al elemente a .

La existencia de s.d. completamente irreductibles es

asegurada por el

LEMA 7: Dado un sistema deductivo (propio) D y un

slemento a € D, existe un s.d. M maximal entre los

s.d. que contienen a D y no contienen :al elemento a.

De los lemas anteriores resulta?

TEOREMA 9: Dado D € A* y a¢ D existe un S.ds

completamente irreductible M tal que a €M, v

DM .

COROLARIO 1: Si a,b €A v b<£a existe un s.d,

completamente irreductible M tal que a & M, be M,

Basta considerar D = D(b), a ¢ D(b) .
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COROLARIO 2: Son conjuntos separadores:

a) El1 de todos los s.d. completamente irreductibles

b) E1 de todos los s.d, irreductibles

¢) El de todos los s.d., irreductibles minimales.

COROLARIO 3: Toda algebra de Hilbert A& es isomor-

fa a una sub-algebra del producto directo de todos

los cocientes A/D, donde D recorre alguno .13 los

conjuntos a), b), ¢), precedentemente indicados.

Por razones de brevedad, en le que sigue, la expre-
sién "M es un s.d. maximal entre los s.d. que no contie-
nen al elemento a" sera sustitufda por el ‘"el s.da M
es maximo respecto de a',

El siguiente teorema de A.Monteiro, caracteriza en
términos de la operacién — , los s.d. mdximos respec-

to de un elemento fijo .

TEOREMA 10: El s.d. M es maximo respecto de a. si

y sélo si.
l) ag¢M

2) para todo xé& M, XxX—a&eM

OBSERVACION:s El conjunto P de todos los s.d, irreductibles
minimales de un dlgebra finita A es minimal en el sentido
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de no poseer partes propias que sean separadoras. En efecto,

veamos. que si Q ¢®P , P - {Q) no es separador. Si

a £1 es el elemento mdximo de A — Q (que existe en vir-

tud del teorema 7), todo s.d. P ¢%P - !{Q)} contiene al ele-
mento a , puesto que, como PEQ , existe un be¢ P - Q,
luego b € a yse tiene ae€ P,
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3.~ REPRESENTACION TOPOLOGICA .

Probamos en este parrafo que toda algebra de Hilbert
es isomorfa a una sub-3dlgebra del algebra de Hilbert de
todos los abiertos de un espacio topolédgico, siguiendo
la pauta del teorema andlogo probado por M.Stone (1937)
para las dlgebras de Hey‘t-ing(n) .

Sea X un conjunto (fi;:o) de sistemas deductivos pro-
pios del algebra de Hilbert A que contenga al conjunto
de todos los s.d. completamente irreductibles de A .

A cada elemento a € A hagamos corresponder el con-
junto de todos los s.d. P€ X que contienen al elemen-
to a:

p(a) = {P ; a€ Pex} .

Sea- AX= ( ¢(a)) y % el conjunto de todos

ae A
los abiertos de una topologia sobre X engendrados por

AL .
Consideremos el algebra de Hilbert (6, — ) ddnde
la operacidn de implicaciodon es dada por

G1—Gp = int ((X - G1) U Gp) .

[ ]
( ) Carol R.Karp nos ha comunicado recientemente que ha demostra-
do un teorema de representacién de este mismo tipo.
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TEOREMA 11: ‘La aplicacion L:A-—o% es un monomor -

fismo. Ademds, el espacio topoldgico (X ,J6) veri-

fica el axioma T .

DEMOSTRACION? 1) ¢ es una aplicacién biunfvoca de
A en %. -

Sean a,be€ A, a+ b . Entonces, 6 blen ‘ad b 6
b % a . Supongamos que a % b . Por Corolario 1, Teo-
rema 9, existe un s.d. completamente irreductible P, y
por lo tanto P& X, tal que a €P, Db ¢P, esto es,
Pe ¢(a), P& o(b). Por consiguiente 9(a)+ og(Db).

1a misma cpnclusidn se obtiene para b4 a .

2) ¢ es un homomorfismo.

Debemos mostrar que, dados a,b &€ A, se tiene
o(a—Db)= g(a)—¢(b) = int((X - ¢(a))U e(b)) .

(1) ¢(a—Db) g int ((X - ¢(a))u ¢(b))

Probaremos que ¢(a-v>b') = ((X ~9(a))u o(b)), la
inclusidn (i) resultard inmediatamente tomando inte-
rior de ambos miembros.

Sea P€ ¢(a —Db), estoes a—DbE P .

Si aeP, de a;a-—»b€ P , resulta be&€P, o sea
Pec g(b) . 81 a¢P , Pg 9(a), estoes PEX - ¢(a).
En cualquier hipotesis, PeE (X - g(a))V o(b) .

(1) 1nt((X - 9(a))U @(b))S @(a—Db).
Sea P e int((X - 9(a))U @(b)) . Existe, entonces,
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un ndmero finito de abiertos de AL, ¢ (c1)9eces @ ()
tales que

Pe(p(cl)n ...ﬂ(p(cn)g(X=(v(a))U o (b) . |

Esto quiere decir gue existen Cyveess Cp e P, tales
que, para todo Q € X, si Cyrooesy cné Q, entonces
a€qQ 6 b €&Q. En particular: a € P 6 bilen beP.

S1 de esta disyuntiva se dd b ¢ P, entonces, como
b a—b, se tiene a—b & P.

Si se 48 a & P, también a-—-b e P . En efecto, si
a—-b# P, por Lema 3, b ¢ D(a) v P, Pero esto es im-
posible, pues si Q es un s.d. completamente irreducti-
ble que contiene a D(a) v P y no contiene a— b (Teo~
rema 9), se tiene:

QE Xy Cyyseer S E Q) aeQ y bé&EQ.

En cualquier caso, entonces, es a-—be P, esto es

Pe ¢ (a—Db).

3) E? espacio topolégico (X ,JG) es T, .

Sean dados P,Qe€ X, P+ Q . Existe, entonces, un
ae A tal que a pertenece a uno y sélo a uno de los

s.d. P,Q . Esto es, uno y uno solo de los puntos

P,Q € X pertenece al abierto ¢ (a) .

CBSERVACIOHN 1l: El antes citado Teorema de Stone expresa, en
particular, que si A es un 4lgebra de Heyting ¥ X el con-
junto de todos sus filtros primos (8.d. irreductibles de A),
X es un espacio casi-compacto (respecto de la topologia ocu-
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yos abiertos son generados por los conjuntos ¢ (a), donde
q)(a)-{P;aePeX}, a€4d)

Cabria esperar, que en el caso de las &lgebras de Hilbert,
considerando X como el conjunto de todos los s8.d. irreduc-
tibles de A, el espacio de representacion fuese casi-compac
to.

Pero no ocurre asi, en general, como se muestira en el
ejemplo siguientes

Consideremos el conjunto A={ 1, 8.5 8_.54009 D, bz,:..},
ordenado por la relacidén que definimos, indicando los casos
de precedencia inmediata:

1) an< 1, para todo n .

2) Para cada n, bi.< a siy s88lo Bi im 1, 2,...,0.

El diagrama de Hasse de A se indica en la figura si-
guiente:

L 2

Consideremos a A como un dlgebra de Hilbert con la im-
plicacidén definida como en ejemplo 22, § 1, Parte I, Es fd-
cil ver que en las dlgebras de este tipo los s.d., son sim=-
plemente secciones superiores Los s d. irreductibles de A,
son (Teorema 7) agquellas secciones superiores P cuyo com-
plementario A - P es filtrante superiormente.

Consideremos el conjunto X de todos los s.d. irreducti-
bles de A, munido de una topologia cuyos abiertos son engen-
drados por la familia de partes de X: AU =( (p(x))I ¢ A°

Con esta topologia X no es casi-compacto puesto que:
a) La familia 9B =( 9 (v,.)), , 1 ©8 un cubrimiento de X.

b) Ninguna subfamilia finita de B cubre X,

a) Xa igl(p(bi) o
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Si no fuese a) vélida, existiria un P ¢ X tal que,
para todo entero i 21, P¢ @ (bi)’ esto es, bi ¢ P para

todo bi s 6, 10 que es lo mismo
Pn b by, oo} = P

En estas condicionesy, el s.4, P no puede ser irreduc-
tible porque, 6 bien

1) Hay por lo menos dos clementos aj8k (J f k) tales

que a . ,a ¢ P ; 6 bien

2) Hay un"sélo elemento a ¢P3 8 bien

3) P contiene a todes los elementos a, (i= 1, 2y000).

En el caso 1) 1la tinica cota superior de &, ¥y ak es

: Jd .
1 que.pertenece a P. En el caso 2) bk+1’bk+2 s POT ©jem-

rlo, no pertenecen a P, y todas sus cotas superiores

1y 8 49 8 ,orece Son elementos de P. En el caso 3) cual-

quier par de elementos distintos b;j’bk es seguido sblo por
elementos de P,
Consecuentemente, a) es vdlida,

b) ‘P(bi]_) U coo U @ (bin) # X, cualesquiera sean
bil’ seey bin ° -
En efecto, sea K = max.,{il, 12, P in} y
P-{bj s d>kjula, 5 ifxjully.

Verificase sin dificultad que P es un s.d. irreducti-
ble, y como ’bil goeoy bin ¢ P, se tiene '

Pf X, Pg (p(bll)u soe U ‘P(bin) .

OBSERVACION 2: Sea LY (g) el cdlculo proposicional intui-
cionista, con el conjunto de variables proposicionales,
Para fijar ideas puede suponerse ? numerable, como es lo co
rriente en légica.
Sea ' el conjunto de las tesis de £,(§) en las que s8é
lo figura el conectivo de implicacién, y sea 2 el conjunto
de las tesis del cdlculo proposicional implicativo positivo
.[‘(9). Z)' es una parte del conjunto de férmulas de 00(9) vy
es inmediato que .,@Gﬂ'o .
Se puede deducir del Teorema 1l (cor independencia de cua-
les sean las formulaciones particulares de los:célculosac(g.)
y L (9)) la proposicién que afirma que o0 =0’ (ver S.Kan-
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ger (1955)). En efecto, sea L(G) el 4lgebra de Lindenbaum
de 55(9) ¥y @ el monomorfismo de L(G) en el dlgebra de
Heyting % de los abiertos de un cierto espacio topolégico
X. Toda férmula & ¢ 2D’ , es tal que ¢(la]) = X 4 pues
es sabido que las tesis del cdlculo intuicionista al ser in-
terpretadas en un espacio topolégico X, dan el abierto X.
Luego Ja] =1, estoes a ¢ .
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4,- DUAL Y DOBLE DUAL DE UN ALGEBRA DE HILBERT.

Un reticulado completo donde vale la ley distributiva

a A\i/xi =\{ (a & xi) ’

es, como se sabe por un teorema de T.Ward (1938), un al-
gebra de Heyting.
Por teorema 6, Iy es, entonces, un algebra de Hey-

ting, que serd llamada el dlgebra dual del dlgebra de

Hilvbert A ('),
El 4lgebra (A*)" , dual del 4lgebra A" , serd lla-
mada el 4algebra doble dual de A .

Nos proéponemos demostrar que un algebra de Hilbert A
cualquiera, puede ser isomdrficamente representada por
una sub-algebra de su doble dual A

Por comodidad en la notacién & 48 5 ... designardn
aqui elementos de A* $ z sN 9 .0os 9 €lementos de A*‘ .

Notemos que, desde que A" es un algebra de Heyting,

los s.d. de A" coinciden con los filtros de A“

(')_ De acuerdo al uso de la palabra "dual" seria preferible
llamar "4lgebra dual" a A* munida del orden inverso al de in«
clusién, A* seria asi, un dlgebra de Heyting dual, Aqui estamos
interesados en el dlgebra (A*)* por lo que la distincion se ha-
ce irrelevante,
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TEOREMA 12: Existe un monomorfismo _J:A —uﬁg’:' .

[ 3]

DEMOSTRACION: Sea DtA—A" , la aplicacién que a
cada a ¢ A hace corresponder el s.d. principal D(a)e As

D tiene las dos propledades sigulientes:

1) a<b equivale a D(b) & D{(a)
2) D(b) < D(a) va equivale a D(a—Db) € a .

1) es trivial, 2) se sigue inmediatamente del Lema 3.

Andlogamente, sea A si* - A*™ , definida para cada

ac¢ A‘ por:
A(a) = {B;ag-.a}
(A(a) es el filtro (s.d.) principal engendrado por &
Ah)e.f‘).
A tiene las propiedades siguientes:
1') a &= B equivale a A B) < A(a)
2') A (ayB )= a(a) n A(B) .

1') es trivial. 27) vale por el hecho de ser A un
retiéhlado. .

Mostremos ahora que la aplicaciodn:

j= A.DtA_A&"
es un monomorfismo.

En primer lugar, de 1), 1') se sigue qﬁe‘ j§ es biu~
nivoca. Veamos que J es un homi;morfi:,sm’o,_ es decir que
3(a—D) = A(D(a—b)) = A(D(a))—&(D(B)) = j(a)—3(b).
.Verifiquemos para ello que A (D(a—b)) es el elemento

mdximo en A entre los & tales que



A(D(a)) ng <« A(D(b)).
(i) A(D(a) n A(D(a—D)) € A(D(D)).
En efecto, por 2!')
A(D(a)) n A(D(a—sb)) =8(D(a) v D(a—b)).
Por 2):
D(b) < D(a) v D(a—Db),
puesto que D(a—b) € D(b) . Aplicando 1'):
A(D(a) v D(a—Db)) € A(D(b)),
tenlendo en cuenta las inclusiones anteriores‘resulta ().
(11) si A(D(a)) nE <€ A(D(b)), entonces £sA(D(a—=Db)).
Veamos que si a €& , entonces a« ¢ &(D(a—D)).
Sea a ¢ &, luego A(a) € &,
De esto y de la hipbtesis de (1i):
A(D(a)) n A(a) € A(D(b)) .

Por 2!')3
A(D(a)) n A(a) = A(D(a) vea) ,
luego A(D(a) va) < A(D(Db)).

Aplicando 1'), tenemos D(b) € D(a) v & , y por 2)
D(a— b) G"a . Aplicando 1') 8 (a) € A(D(a—D), y co-
mo a ¢ Ala) se tiene finalmente a« ¢ A(D(a—D)).

(1) y (ii) nmuestran que A (D(a—Db)) es el miéximo
entre los & tales que A (D(a)) n& <A (D(b)), con lo que

concluye la demostracibdn.

OBSERVACION : Se piantea~el rroblema de saber en qué condicio
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nes A ¥ aA** , m4s precisamente, en qué condiciones
j= 86D es un isomorfismo,
Al respecto es vdlido el siguiente
TECREMA: Para que js A—A*" sea un isomorfismo es:ne-

cesario y suficiente que A sea un 4dlgebra de neyting Pi-
nita . :

DEMOSTRACION:
a) Es suficiente:
Sea A un élgebra de Heyting finita. Mostremos que
= Ao D es una aplicacién de A sobre A,
Siendo A un 4lgebra de Heyting finita, todos sus filtros
(s.d.) son mmcipales, luego
- | D(a)} acd

A* es un dlgebra de Heytmg finita, luego, por la misma
razén
LA = {A(a)}

- (o)}, = {3a)

ae€ At a €A

b) Es necesario:

Supongamos que Jj = 4. D es un isomorfismo sobre el &l-
gebra de Heyting 4'*

Como j respeta la implicacién, respeta también las re-
laciones de orden inducidas por las implicaciones en A ¥
A**, luego A y A" son isomorfas en cuanto al orden ¥
por consiguiente, A es un dlgebra de Heyting.

Para mostrar que A es finita, probaremos que todos los
filtros e ideales de A son principales. Un lema auxiliar,
que ponemos al final, concluird la demostraciém.

1) Todos los filtros de A son principales.

Sea « un filtrode A4, o € A, A(a) ed™" .

Como j es una aplicacién de A Bobre 4'* , existe un
ae¢ A tal que j(a) = p(D(a)) = A(a) . Siendo & Diu-
nivoca, se tiene D(a) = a , esto es a es el filtro prin-
cipal generado por a ,

2) Todos los ideales de A son principales.
Sea I un ideal de A, Se verifica sin d-.tfioultad que

el subconjunto de A* : & = {1)(:)}x (10 e ‘filtro de AS,

Como j= 0o D es una aplicacion de 4  sobre- A’
para algin be A, £ =p(D(b)).
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Decir que x € I, equivale a decir que
Xx)e & =4(D(b)), esto es D(b) g {x) , 6 1o que es lo.
mismo, x €Db ,

En consecuencia I es el ideal principal generado por Db,

LEMA AUXILIAR: Si R es ur reticulado digtributive, tal
que todos sus filtros e ideziss con jywincipales, R tie-
ne_un numero finito de elementes

DEMOSTRACION: En primer lugesr, d¢ 1z Lipétesis resulta
inmediatamente que R <+tieme primer y dltimo slementos,

Conslderemos el conjunto I de todos loe x¢ R tales
que I(x) = y 3 ¥y<x) tiens un nimers finitc de elemen-
tos.

Mostremos que I es un ideal,

Verifiquemos sdlo que (el resto es trivial) si ay,be I,
entonces a Vb € I. En efecto, I{a v b) = {xvy § x< & yg‘b},
porque s8i x <&, y<b, entonces xV y<aVvbd ¥y re-
ciprocamente, s8i 2z < a V b, se tisnse 3 = 3 A (a vb) =
=(z2Aa)v(zab),donde z Aagsa, 2 AarAbs&b,

En consecuencia el nimero de elementcs de I{a V b) es
finito.

Por hipbétesis, I es un ideal principal,; sea I = I(a) .
Luego I tiene un nimero finito de elememtos. Si a = 1l 4
I=R yel reticulado R es finito. Veamos que no pueds ser
agfgl,

. Supongamos, por el absurdo, & % 1 yesa P wn filtreo
maximal entre los que no contienenm al elementoc a ., Por hipé-
tesis F es un filtro principal, sea F = F(b) .

Como b ¢ I, I(b) contiene una infinidad de elementos,
I(b) N I es finito, ya que I es finito,

En consecuencia, existe un elemento ¢ ¢ I(v) = I, o % bo

El filtro F(¢) contiene propiamente a2 F(b) y, como
c ¢ I, esto es, ¢ 4;3, el elemento a mno pertenece a F(c).
Lo que contradice la supuests maximalidad de F(v).
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PARTE III
l.- EXPLICACION PRELIMINAR

En esta parte vamos a mostrar que las 4lgebras de Hil-
bert libres con un néimero finito de generadores libres
son finitas, e indicar un procedimiento recursivo para
su construccidn efectiva. “

Para la demostracién de este resultado utilizaremos
una téenica orlginal de A. Monteiro (1960), que consis-
te esencialmente en representar el 4lgebra libre en
consideracién I como una subdlgebra del producto di-

recto T de todos sus cocientes por s.d. irreductibles

" minimales,

A menos que {l} sea un s.d. irreductible de L, exis-
tirdn varios "ejes" en la representacién T de L, cuya
‘estructura se presume mds f4cil de estudiar que la de L
nismae

Para tener informacidn acerca de los ejes de T , esto
es, de los cocientes de I por s.d. irreductibles mini-
males, se hace preeisp averiguar que relaciones guardan
 1os Se.d. irreductibles minimales con ios generaddres li-
bres de L El § 3 se dedica al estudio de esta cuestién.

Jaskowski (1936), ha introducido el concepto de lo
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que aquf llamamos #4lgebra ampliada en relacién con su
construccién de una matriz caracteristica del céiculo
intuicionista.

Para la demostracibn de los resultados del §3 y § 4,
como asf{ también en la construccién de las 4lgebras li-
bres, que se estudia en § 5, este concepto juega un pa-
pel central.

Las 4lgebras ampliadas y su inmediata generalizacidn,

las flgebras con penfiltimo elemento, son estudiadas en
el§20
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2.~ ALGEBRAS CON PENULTIMO ELEMENTO.

DEFINICION 935 Un elemento p de un algebra de Hil-

bert A se dira (si existe) peniltimo elemento de

A si: x &p <1, para todo xed, X #1.

A serd llamada dlgebra con penultimo elémento.

Las algebras con peniltimo elemento aparecen de modq
natural como cocientes de un algebra por sus sistemas de-
ductivos completamente irreductibles ( = miximos respec-

to de un elemento).

TECREMA 13: Sea hi:A_—-B un epimorfismo de nicleo

M = N(h). h(a) es peniltimo elemento de. B si y sd-

1o si M es miximo respecto de a,

DEMOSTRACION: Por Teorema 10, decir que N es maxi-

mo respecto de a, equivale a decir:

1) af M
2) Para todo x ¢ My x—a € M,

0, lo que es evidentemente igual

1') h(a) # h(1)
2') Para todo h(x) # h(1), h(x) < h(a).
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Coma h es un epimorfismo, 1') y 2') expresan que
h(a) es penﬁltimd elemento de B. |

Sea p el pendltimo slemento de un dlgebra B. Es
de fundamental importancia el hecho de que el elemento p
sélo puede expresarse como la implicacidn de dos elemen-

tos de B, en la forma 1l-»p,

LEMA 8: x—»y =p implica x = 1, v =0p.

_DEMOSTRACION: Basta mostrar que x =1 (h12)°
8i fuese x # 1, teniendo en cuenta que p es pen-
d1timo elemento de A, se tendria x & p,. y, aplicando

13
que es absurdo pues p ¥ 1.

h._, resultarfa p = X—-y = x—(x—>y) = X-p =1, lo

Sea hp:B._.B el endomorfismo principal (§2, parte
I) relativo a p. Las clases de equivalencia, médulo:
D(p) = { li,p} ’ 'c_:ontienen, con exé‘epcié_n’ dé la clase D(p)
misma, un solo elemento.
Basta observar que para cada x € {l,p} se tiene que
hp_(x) = p~X=X
Como hp(x) = p—x = x (méd. D(p)) se tiene, en par-
ticulars
(p—ex)—x € D(p).
'No puede ser, por Lema 8, (p—x)-~x =p, luego

(p—=x)—=x= 1,
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esto es, p-x < Xx. Por otro lado de hi, se obtiene, x £
£ p—+X, y de ambas.relaciénes, la'igualdad p-X = X,

B - {p} = hp(B) es entonces, una subdlgebra de B
que serd llamada la reducida del dlgebra B y que desig-
naremos B~

El epimorfismo p:B—B~ definido-por p(x) ='hp§x)=
= p~x para todo x € B seri llamado la reduccién de B..
Podemos suponer B = B/D(p) y a P identificado cbn el
homomorfismo candnico relativo a - D(p).

| Podemos decir que de un dlgebra B con peniltimo ele-

mento p, pasamos a su reducida B~ simplemente-elimi-
fﬁando p ¥ conservando la operaciodn de-implicacién. Es
posible, inversamente, a partir de un dlgebra A arbi-
traria, introducir un_penﬁltimo elemento p £ A y'défi-
nir sobre Au {p} = B una operacidn de modo tal que
B™ = A.

Dada el dlgebra (A, —), sea p un objeto no perte-
neclente a A ¥y .Af =AU ‘ﬁ}. Sea —f una operacidn bi-

{

naria sobre AY definida por:

i) si Xyy € A’ x-—o-".y & X—y
'11) Sea x € Ay x ¥ l.——;*opera sobre p de acuer

do a la tablas
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p
1 x 1
1
p

Es materia de verificacidn el siguiente teorema, de-

bido esencialmente a S. Jaskowski (1936).

TEOREMA 14: (A" ,—¥) es un lgebra de Hilbert.

Observando como se ha definido—¥, resulta inmediata-

mente que p es peniltimo elemento de A ¥y

LEMA 93 (A%)” = &,

Si B es un dlgebra con pendltimo elemento p, tene-

mos ¢

LEMA 10: (B )¥ = B.

Llamaremos ampliada de A -al dlgebra AY antes de-
finida.

Los dos lemas siguientes serdn de utilidad en lo que

sigue.
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LEMA 113 Si B es un dlgebra con peniltimo elemen-

to p, y K un coriunto de generadores de B, enton-

ces p ¢ K.

DEMOSTRACION: Si p ¢ K, se tendrfa Kg B - | pl=B"
B~ es una subdlgebra de B, luego B= KgB- ‘lpr 1o

que es absurdo,

LEMA 12: Si K es un conjunto de generadores de

A, Ky ’,p.} genera al dlgebra ampliada A¥= Ay ! 2‘3.

DEMOSTRACION: De K K u {p}, resulta A = K ¢

= Ku[p}, luego A*= Ay {pj=KuTPpl, vy finalmente
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3.- SISTEMAS DEDUCTIVOS IRREDUCTIBLES MINIMALES DE UN
ALGEBRA LIBRE.

En este pdrrafo ecstudiamos las relaciones aue existen
entre 1los s.d. irreductibles minimales de un 4lgebra 1li-

brey y el conjunto de sus generadores libres.

TEOREMA 15: Sea L _un dlgebra libre v G el conjun-

to de sus generadores libres, Si P es un s.d. irre-
ductible minimal de L. entonces. PN G = Q.

DEMOSTRACION: Supongamos, por el absurdo, que exista
un g, € PN G.

Sea h:L—1L/P= A, el homomorfismo canénico relativo
a P.

Consideremos el 4lgebra ampliada A= A u {p}.

h(G) es un conjunto de generadores de A. También lo
es h(G - {go} ), puesto que h(gy) = 1 es inesencial co-
mo generador. Por el Lema 12, h(G - {go}) u{_p} genera

P|

al dlgebra A.
Sea f 1la aplicacién de G sobre. h(G =~ {go}) U

e ——

definida por:
h(g) si ge G - {Bo}
£(g) =‘l :

P si1 g=gg
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y @ el homomorfismo de L sobre A* que prolonga la apli-
cacién f. |
Consideremos finalmente la reduccién p:A?__>(A*); Ao
Tenemos el siguiente diagrama:
at

V

L P
B
Los epimorfismos pse @, hiL—» A colnciden, domo es
inmediato, sobre el conjunto G de generadores de L,
luego h=p. 9. |
Aplicando Lema 1, se tiene
Q= N(g) =N(h) = P
El sistema deductivo Q es mdximo respecto de g,
puesto que ¢(go) = p es penfiltimo elemento de A (Teo-
rema 13) y por lo tanto irreductible (Lema 6).
Ademds, Q es una parte propia de P, puesto que
8o ¥ Q Y g € Pe
Resumiendot Q es un s.d, irreductible contenido
propiamente en P. Esto es absurdo, pues se ha supuesto

P irreductible minimal.

TEOREMA 16: Sea

conjunto finite dgmgggﬁggdores de 4. Si P es un

s.d. irreductible de A tal que Pn & =@, entonces
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existe por lo menos un generador go€ G tal gue
P__es un s.d. méximo respecto de g,

DEMOSTRACION: Supongamos por el absurdo que P no
sea miximo respecto de ninglin generador. Entonces (Teo-
rema 10) , para cada g € G existe un elemento ng' P

tal que x__-.g ¢P.

Como lf es irreductible, todo conjunto finito de ele-
mentos de A - P tiene una cota superior en A - P (con-
secuencia inmediata de Teorema 7).

Esto es, existe un elemento a ¢ P tal que:

(1) Xo— 8 < &, Xg € @ para todo g € G.

Sea M un s.d. maximal entre los que contienen a P
sin contener 4§ a, (Lema 7) y sea h:A_,.A/M el homo-
morfismo canénico relativo a M. |

h(G) es un conjunto de generadores de A/M. A/M es
un 4lgebra que tiene a h(a) como pendiltimo elemento
(Teorema 13). Mostremos que h(a) no pertenece al conjunto
de generadores h(G), lo que “contradiré, la afirmacién del
Lema 11. |

De la segunda relacién en (1), xg £ a, se sigue (h7)

a—g < Xg—8) .
y teniendo en cuenta la primera relacién en (1)
a—-g € a, para todo g ¢ G.
Como a¥f M, a—g f M, luego h(a) # nh(g), para to-
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do g € Gj esto es h(a) ¢ h(G).

TEOREMA 17: Sea L un 4lgebra libre y G un conjun-

to finito de generadores libres de L. Para gue ud S.d,

P sea irreductible minimal es necesario y suficiente

gques
1) PnG=4¢

2) Exista go ¢ G tal que P