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CAPITULO I

§ 1 - APLICACIONES LINEALES.

Sean E,F espacios normados sobre el cuerpo K (en todo lo que sigue K se-

rd el cuerpo R de los reales 6 bien el cuerpo C de los nlimeros complejos);
indicaremos con L£(E,F) el conjunto de todas las transformaciones lineales
continuas T: E — F, El conjunto £(E,F) es trivialmente un K- espacio vec

torial definiendo:
Ty + T =T, (x) + T,(x) (xe€E)
(aT) (x) = aT(x) si ae€ K (x € E)

La caracterizacién de los elementos de £ (E,F) se hace mediante la:

PROPOSICION 1.1, Sea T: E — F una transformacién lineal. Las siguientes
afirmaciones son entonces equivalentes:

a) T es continua.

b) T es continua en 0.

c) T estd acotada en la bola unitaria |x| < 1 (o sea: hay - un M > 0 tal
que |T(x)| <M para todo x con x| < 1).

d) T es uniformemente continua.

DEMOSTRACION. a) = b) y d) = a) son triviales; b) = ¢c) Si B es la bola

unitaria de F, T~ (B) es entorno de 0, asi que hay un r > 0 tal que
x| < r = ]T(x)l < 1. En consecuencia (cambiando x por r.x) resulta que
[x] <1 = |TX)| < 1/r = M.

Para c) = d) notemos primero que vale [T(x)| < M.|x| para todo x € E (si
x=0 es evidente; si x#0 considerar y = x/|x|). Por lo tanto

[T(x) - T(a)| = |T(x-a)] < M. |x-a]

y de aqui la continuidad uniforme es inmediata (dadoe> 0, témese
8 = /M),

La afirmacidén c) de 1.1 nos autoriza a definir en L(E,F):

ITI = sup{|T(x)]|: |x| < 1} m
OBSERVACIONES 1.2.a) Es facil ver que T — |ITH es una norma, con 1lo
cual £(E,F) resulta un espacio normado.

b) Evidentemente la norma de L(E,F) depende de las normas de E y F (ver
1.3).



c) Notese que |T(x)}| < ITI.|x| para T € L(E,F), x € E.

EJERCICIO 1.3. Sea E = R®, F = R®; dada T € £(E,F) sea a = (a;;) € R®XM

la matriz de T respecto de las bases canénicas, es decir

T(ej) = a,. e, (1 <3 <n).

ij i

It ~18
—

i

i) Si en E (resp:F) consideramos la norma x| =

[N =}

%51 (resp: |y| =

j=1
= max {|yi|: 1 <i<m}), probar que
ITHh = max {iaijI:.1 <£i<m 1<j<n}
iy s . . b 2.1/2
ii) Si se considera en ambos E,F la norma euclidea |x| = (] [x;[|%)
i=1-
IT1? es el mayor autovalor de T#*,T.
COROLARIO 1.4, Dos normas (indicadas | | y I II) en un mismo espacio vec-

torial E son equivalentes (es decir: definen la misma topologia en E} si
y s6lo si existen o > 0, 8 > 0 tales que

a . |x| <lxl <8. |x|] para todo x € E

DEMOSTRACION. Pues dichas desigualdades equivalen a la continuidad de 1la
aplicacién identidad 1y entre ambos espacios normados (E con la norma | |
y E con 1a norma i ).

Conviene hacer notar que la topologia usual de K" (esto es: la topologia

producto) estd definida por la norma |x|_ = max {[x;]|: 1 <i < n}, ya que
la bola de centro a y radio r > 0 para esta norma no es otra cosa que el

cubo (al-r, al+r) XoooX (an—r, an+r); con esta observacidén es facil pro-

bar el

LEMA 1.5. Si F es cualquier espacio normado, toda transformacién lineal
T: K* — F es continua.

DEMOSTRACION. Si M = max {|T(e,)|: 1

i < n} tendremos |T(x)| =
a n

= [TCxp,eeenx )| = [TC L x;
i=1

e)l <

|x;].T(e;)| < M..Z Ix.| <
i ot

1 1
i=1

1e~18 A

< M.n |x]|_

y la tesis resulta de 1.1.

PROPOSICION .1.6. Si E es un espacio normado de dimensién n, todo isomor-
fismo algebraico T: K® — E es un isomorfismo topolégico.

DEMOSTRACION, Por 1.5 T resulta continua; siendo biyectiva es suficiente
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probar que 71 es continua, o sea: la imagen de todo entorno de 0 es un
entorno de 0 (1.1.b)). Sea vV.(0) = {x € K*: |x|° < r}, veamos que
T(V_.(0)) es entorno de 0; como K = {x: |x|_ = r} es compacto, T(K ) es
compacto y no contiene a 0. Luego hay un ¢ > 0 tal que U = {y € E:|y|< ¢}
es disjunto de T(Kr), y afirmamos que U C T(Vr(O)).

De lo contrario (recordar que T es biyectiva) habrd un y € E con |y| < ¢,
y = T(x) con |x|_>r; como y ¢ T(K ) debe ser x| > r.

. TX . T
Si x' = TET: serd x' € Kr y IT(x")| = ‘TET: .Y’ <lyl <e, 1o que da

T(x') € Un T(Kr), absurdo.

OBSERVACIONES 1.7.a) De 1.6 resulta que todas las normas en K™ son equi -

valentes (témese E = K® con una norma cualquiera); mds generalmente si £

es de dimensidn finita, todas las normas en E son equivalentes, Ademas E

con cualquiera de estas normas resulta isomorfo (algebraica y topolégica-
mente) con K®. En particular resulta completo.

b) En particular, de lo anterior y 1.5 resulta que toda transformacidén 1i
neal T: E — F es continua si dim(E) < =,

Por el contrario, no toda transformacién lineal T: E — F (dim(F) < )
eés continua si dim(E) < =, En tal sentido tenemos la:

PROPOSICION 1.8. Si E es un espacio normado, V es un espacio normado de
dimensidén finita y f: E — V es una transformacién ‘lineal, son equivalen
tes:

a) f es continua.

b) E1l ntcleo N(f) es cerrado.

DEMOSTRACION. Evidentemente a) = b), pues f—l(O) debe ser cerrado (por
serlo {0} C V); para ver que b) = a) podemos suponer que f(E) = V (reem-
plazande V por el subespacio imagen de f si es necesario),

Definimos para cada ve Vv
Ivil = inf {|x]: £(x) = v} = dist (0,£ }(v))

Es rutinario verificar que esto es una norma en V; la condicién b) asegu-
ra que llvi = 0 s6lo ocurre si v = 0. En efecto, la hipStesis b) implica
que los conjuntos f'l(v) son cerrados (ya que se obtienen de f-l(O) por

- -1
traslacidn) y entonces llvil = 0 da dist (0,f 1(v)) = 0, luego 0 € £ " (v)
asi que v = 0,

Notemos que I f(x)ll < [x| para todo x € E, lo que asegura la continuidad



de f cuando se considera la norma Il || en V; pero en V todas las normas

son equivaleﬁtes (1.7 a)) y por 1lo tanto f es continua de E en V (con su
norma original).

Si El’“"’En son espacios normados la topologia producto en el espacio
n

vectorial igl E; es definida por la norma |(x1,...,xn)| = max {Ixi|

1 <1 < n}; pero es facil ver (usando el ejercicio 3 de 1.14) que cual-
quiera de las normas

|(x1,...,xn)|1 =

n
IooIx4l
i=

t
~
he~18  e

o]

[\S
~—

—

~

N

|(x1,...,xn)|2 =

es equivalente a la norma indicada.
n

Las proyecciones P; igl Ei — Ej resultan continuas, y cada Ej'se iden
tifica al subespacio cerrado del producto formado por los (xi)iSn con
n

x; =0 si i#j. Ademis igl E; es de Banach si y s6lo si cada E; lo es.

En general dado un subespacio S de un espacio normado E, siempre hay un
subespacio S' CE tal que S @® S' = E y por lo tanto hay un isomorfismo de

de espacios vectoriales SxS' — E dado por (xl,xz)-——+ X.+X,.

1 72
Pero este isomorfismo puede no ser topolégico (se trata de una biyeccién’
continua, y su inversa puede no ser continua).

DEFINICION 1.9. Si Sl,S2 son subespacios de un espacio normado E, decimos

que E es suma topoldgica de S,y Sy 6 que S, (resp:Sz) es un suplemento
topolégico de S, (resp: de Sl) si la aplicacién

+X (2)

c:SleZ——+E o(xl,x2)=x1 2

es un isomorfismo topolégico.

Un subespacio S C E se dice directo si admite suplemento topoldgico.

. OBSERVACIONES 1.10.a) Si E es suma topoldégica de S; ¥ S, es claro que E =
= S1 ® SZ’ pero la reciproca no vale en general.

b) Si E es de dimensidn finita, todo subespacio es directo (1.7 b)).

c) Si E es un espacio de Banach y Sy S, son subespacios cerrados tales
que E = S;9S5, entonces E es suma topolégica de Sy ¥y S;. En efecto, como
consecuencia del teorema de Banach (o del '"grdfico cerrado", ver [1]) to-
da biyeccién lineal continua entre espacios de Banach es un isomorfismo
topolégico; basta aplicar entonces este hecho a (1).

d) En particular en un espacio de Hilbert E todo subespacio cerrado S es
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directo (témese S, = §°, complemento ortogonal de S y apliquese c)).

LEMA 1.11. Si S C E es un subespacio de un espacio normado, son equivalen
tes:

i) S es directo.

ii) Existe un '"proyector continuo" (esto es, u € L£(E,E) con u2 = u) tal
que u(E) = S.

iii) Existe un proyector continuo v con nicleo v_l(O) = S,
iv) Existe f € £(E,S) con f(x) = x si x € S,

v) Para todo espacio normado F y para toda T € £(S,F), hay una
T' € £(E,F) tal que T'|S = T.

DEMOSTRACION. ii) ¢ iii) Resulta de poner v = 1E - u; ii) e iv) Inmediato:

f es u (considerada como aplicacién de E en S).

‘i) = ii) Si S' es suplemento topolégico de S y p: SxS8' — § es la proyec
cién (x,x') — x, se define u(x) = p o 1(x).

iv) = v) Basta tomar T' = Tf,

v) = iv) Se considera el caso F=S, T=1S.

ii) = i) Si g(x) = (u(x),x-u(x)), g es continuo, og = 1E y tambien
go(xl,xz) = (xl,xz); aqui la imagen de 1E-u es un suplemento topolégico
de S.

PROPOSICION 1.12. Sea E un espacio normado, S C E un subespacio. Entonces
S es directo si
a) dim(S) < = , © bien si

b) S es cerrado de codimensién finita.

DEMOSTRACION. a) Sea a; {1 €£1i <€ n) una base de S y sea wj : § — K de-

n
finida por wj( }oot. ai) =t., (1 <j <n); la aplicaciény¢ : S — K" de-

J

i=
finida por ¢ (x) (wl(x),...,wn(x)) resulta un isomorfismo.

Ahora por el teorema de Hahn-Banach (ver [1] ) cada wj se extiende a una
wj € L(E,K); si v : E — K" es p(x) = (wl(x),...,¢n(x)) es inmediato ve

rificar que f = w-lw : E—> S estid en las condiciones de 1.11 iv).

b) Sea V un subespacio de E tal que S ® V = E; por hipétesis V es de di-
mensidén finita. Sea v: E — E la proyeccién "algebraica" sobre V; cier-

tamente vi=vy y V_I(O) = § asi que sblo hay que probar que v es conti-
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nua. Pero v(E) = V:y v-l(O) es cerrado, asi que 1la continuidad de v resul
ta de 1.8, »

Si E (resp:F) es una suma topolégica de E, v E, (resp: F.y FZ)’ se produ
ce un isomorfismo topolégico

2
L(E,F) ——— I £(B,F) (3)
i,j=1

que asocia a cada T cuatro transformaciones lineales continuas

Tij : Ei _ Fi (1 <1,j €2)
mediante la regla

T.. = componente segln F_. de T|E,
ij 1 J
o sea

T(x) = T(xp*x,) = [Ty (x)) + Ty, (x)] + [Ty (x)) + Ty, (x,))

Esto puede disponerse como una matriz de transformaciones lineales

T11 T12

(4

T21 T22

que opera entonces sobre x € E como una '"matriz columna" (x1 xz); la co-
lumna

Y1 Ty Gep) + Tpo(xy)
Yo Ty (xy) + Ty,(xy)

estd formada entonces por las dos componentes de T(x) (segin Fyy F,).

Una transformacién lineal continua f: E — F se dird un morfismo direc-
to si el nicleo N(f) (resp: la imagen I(f)) son subespacios directos de
E y F respectivamente, y si siendo S un suplemento topoldgico de N(f),
la biyeccién continua £|S: S — I(f) es un isomorfismo topolégico.

OBSERVACIONES 1.13.a) Si E y F son espacios de Banach, la biyeccién

S — I(f) es automidticamente un isomorfismo (por el teorema del gréfico
cerrado) de modo que en este caso f serd um morfismo directo si y s6lo si
N({£) e I(f) sonbsubespacios directos.

b) Diremos que f es un monomorfismo directo si f es inyectiva y ademis
I(f) es un subespacio directo de F de tal forma que f: E — I(f) es un
isomorfismo topolégico (esta Gltima condicién es superflua si E y F son
de Banach). Dualmente un epimorfismo directo: f es suryectiva, N(f) tie-
ne un suplemento topoldgico S y flS: S — F es un isomorfismo topoldgico

6



(si Ey F son de Banach, esta condicién es innecesaria).

c) Es facil ver que f € £(E,F) es un monomorfismo directo < existe

g € L(F,E) tal que gf = 1E. PRUEBA. Una afirmacién es trivial: g se defi-
ne como la composicién de un proyector continuo F — I(f) con la inversa
£ I(f) — E. Reciprocamente la existencia de g implica que f es inyec
tiva, y que fg = u es un proyector continuo con imagen I(f); ademds si

f(xn) — f(x) aplicando g resulta X, —* X, lo que muestra que f es un
isomorfismo topoldégico de E sobre I(f).

d) Dualmente, f € £L(E,F) es un epimorfismo topoldgico & existe g € £ (F,E)
tal que fg = 1F (Demostracidén como ejercicio).

Obviamente un subespacio S C E es directo ¢ la inclusién S — E es un
monomorfismo directo.

bl

EJERCICIOS 1.14. 1) Si T € L(E,F), T = 0 » lim %’f)- = 0 (Sug: x = A.a
la] = 1). 0

2) Probar que T — T(1) es una isometrfia de L(K,E) sobre E,.

3) Se consideran las normas en K.

x|, = max {|x]: 1 <i<n} Ix], = i

o~
—

n
1
A R N L

Probar que |x|_ < [x|, < |x]|, <n.|x]|_.

1

4) Si S C E es un subespacio directo, probar que dos suplementos de S son
(topolégicamente) isomorfos.

5) Si Sl,‘S2 son subespacios de un espacio normado E, probar que son equi
valentes:

i} E es suma topolégica de Sl,y SZ'

ii) 8, + S, = E y existe un ¢ > 0 tal que c.|x,+ x

REAENENRNE:

,| para

todo X, € Sl’ X,

6) Si S; € E es un subespacio cerrado y S2 C E es de dimensién finita en
tonces S1 + S

€ SZ'

es cerrado en E.

2
7) Sea X un espacio topoldégico, E un espacio de Banach. Demostrar que
BC(X,E) = conjunto de todas las aplicaciones continuas y acotadas
f: X — E es un espacio de Banach si Ifll = sup {|f(x)]|: x € E}.

8) Si E,F son espacios normados (F Banach) y Br(O) = {x € E: |x| <71}
demostrar que T — T|B,(0) es un isomorfismo topolégico isométrico de
L(E,F) sobre un subespacio cerrado de BC(Br(O),F).

Deducir que L(E,F) es de Banach si F lo es.



9) Sea E un espacio normado, (xi)ieI una familia de elementos de E.

a) Decimos que (xi)iel es sumable (con suma x) si para cada e > 0 hay

una parte finita JgC I tal que | | x; - x| < e.para toda parte finita

. ied
J 2 J,. Probar que una familia sumable es nula salvo un conjunto numerable
de indices.

b) La familia (xi)izo es sumable & para toda biyeccidén o: N — N la se-

rie ] X_/.,es convergente (con suma ) Xx.).
o(k) . i
k=0 ieN

¢) Si E es un espacio de Banach y X Ixi|<1w, la familia (xi)izo es su-
mable. iz0
§ 2 - APLICACIONES MULTILINEALES.
Si Ej,...,E,,F son espacios normados indicamos con Mult(E;,...,E ;F) el
espacio vectorial de las aplicaciones multilineales continuas
f: E1 XeooX En — F

Este espacio es normado por

£l = sup {|f(xl,...,xn)| : |x1| < 1,...,|xn| <11} (m

definicidén justificada por el siguiente:

n
LEMA 2.1, Si f: ,Hl E; — F es una funci6n multilineal, son equivalentes:
1=

a) £ es continua.

b) £ es continua en (0,...,0).

c) Existe ¢ > 0 tal que |f(xll...,xn)| < c.
(xl,...,xn) en E1 XoeooX En.

x;|...|x_| para todo

DEMOSTRACION. a) = b) Evidente. b) = c) La imagen inversa por f de la bo-
la unitaria de F debe contener una bola de radio r > 0; como es
P(xyseeoox )] = max {|x;]: 1 <1i<n} resulta que

;| <r (1<i<n) = [£(x 5.0 05x )] <1

y entonces es fédcil ver que vale c) con c 1/re,

Veamos c¢) = a): Tenemos

f(xl,...,xn) - f(al,...,an) = . f(al,...,ai_l,xi-a.,x

i2Xgapre e ooXy)

I ~>8

i

y por lo tanto



n
lf(xl,...,xn) - f(al,...,an)l < .21 If(al,...,ai_l,xiraigxi+1,...,xn)| <

n

c._zl Iall...Iai_ll.lxi-ai|.|xi+1|.. a
1=

y de aqui sigue ficilmente que f(xl,...,xn) —_ f(al,...,an) cuando
(xl,...,xn) — (al,...,an) (o lo que es igual, cuando X, — a, para ca-

da j < n).

OBSERVACIONES Y EJEMPLOS 2.2,a) De (1) es claro que

If(xl,u..,xn)l < Hf”.[xll. e .Ixnl (2)
lo ‘que significa que la aplicacién multilineal

v o Mult(El,...,En;F)xElx...xEn — F (3)
definida por V(f,xl,...,xn) = f(xl,...,xn), es continua.
b) La composicién (T,S) —— ST

L(E,F) x £L(F,G) —— £ (E,G) (4)
es bilineal continua ya que es fiacil ver que HSTI < IISll.ITI
c) Si El""’En son de dimensién finita, toda aplicacién multilineal
n

f: igl Ei —* F resulta continua. En efecto (limitdndonos al caso n=2 pa-

ra evitar notaciones engorrosas) consideramos bases {vl,...,vp} y

{ul,...,uq} de E1 y E2 respectivamente, asi que
) g
f = f . VLo, .ou.) = .y, f(v,,u,
(x,y) (§ x; vy ) Ys uJ) i%j X5 Y5 (v, J)

Por otro lado hay a > 0 , b > 0 tales que

max {|x.| : 1 <i <p} <a.|x| max {lyjl :1<j <ql <b.ly]

Icf. 1.7 a), con isomorfismos E1 A Kp, E2 ~~ Kq). Obtenemos entonces 1la
desigualdad 2.1 ¢) con

¢ = p.q.a.b.M donde M = max {If(vi,uj)] 11 <i<p, 1<j<q}
d) Toda funcién multilineal en n variables puede escribirse como compo-
sicién de funciones multilineales en k < n variables; asi por ejemplo da-
da f € £(E1,...,En_1,En;F) consideramos

Y o E1 XowoX En_1 —_— £(En,F)

definida por w(xl,...,xn_l)(x) = f(xl""’xn-l’x?' Claramente Il £l = lyll,

Y € £(E1,...,En_1 ; £(En,F)) y £ es la composicién



E, x...xE;_ | xE ~——=> fL(E ,F) xE ———— F
v ¥x1p e
n

donde e(T,x) = T(x) (cf. 2.2a)) es bilineal continua.

Indicaremos con £ (E,F) el espacio normado £(E,...,E;F); nétese que-
t =5
£, (E,F) = L(E,F). Pondremos £0(E,F) = F por convencién.

PROPOSICION 2.3, Para todo p > 0, q = 0 la aplicacién

R £ (E,L (E,F)) —— £ (E,F) (5)

definida por cp’q(f)(xl,...,x ) = [f(xl,...,xp)](xp+1,...,x +q) es una

ptq P

isometria de espacios normados.

DEMOSTRACION. Rutinaria, la inversa de 5.q se calcula asi: dada_¢ €

’
€ £p+q(E,F) se define (para cada (xl,...,xp) € EP):

] (xp+1’°""x )

xl,...,xp ) = ¢(x1,...,x

p+q P+q

-1.

o (4). La afirmacién co
Psqd -

y la aplicacién (xl,...,xp) —_— wxl""'xp es

rrespondiente a las normas es trivial,

Interesan especialmente las aplicaciones multilineales f: E® —— F que
son simétricas, esto es: aquellas que verifican

f(xo 500 0,X

1 g ) = Exp,..u,x) (67

n

para toda permutacién o: [n]l] — [n] (aqui [n] = {1,2,...,n}).

Las aplicaciones multilineales simétricas f: E® — F forman un subespa-
cio cerrado Sn(E,F) de £n(E,F); es fdcil ver asimismo que la isometria
5.4 de 2.3 induce una isometria

0p,q 1 SpEsS (E,F)) —— S (E,F) (7)

LEMA 2.4, Sea ¢ € Sn(E,F); sea a € E. Si x € E, para todo t € K vale

¢ (a+tx,...,a+tx) = E (ﬁ) ¢(§l'

k
cesX)t
k=0 n —

a,Xx
. » » t
-k ™k

DEMOSTRACION. Trivial si n=1; por induccién consideramos ¢; € Sn_l(E,F)
definidas por

| ¢1(x2,...,xn)‘= ¢(a,x2,...,xn) ¢2(x2,...,xn) = ¢(x,x2,...,xn)
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Luego ¢(a+tx,...,a’ ix} = ¢1(a+tx,...,a+tx) + t¢2(a+tx,...,a+tx) =

n-1 n-1
-1 - :
= ] (nk ) ¢(a,...,a,x,...,x)tk + ] (nj1) $(a,...,2,%,...,x)t3"!
k=0 n-1-k Kk j=0. n-1-3 j+1

que reordenando segln potencias de t da la tesis, ya que

(ﬁ) = (ni1) + (ﬁ::) (ver ejercicio 2.9).

COROLARIO 2,5, Sea ¢ € S, (E,F); entonces ¢ = 0 ¢ ¢(x,...,x) = 0 para to-
do x € E.

DEMOSTRACION. Trivial si n=1; por induccidn: como ¢ (a+tx,...,a+tx) = 0
para todo a,x,t de 2.4 se deduce en particular que
¢(a,X,...,X) = 0

para todo a,x (cf. ejercicio 2, 2.9) y se aplica la hipétesis de recu-
rrencia a la funcién v, € Sn_l(E,F), wa(xz,...,xn) = ¢(a,x2,...,xn) dan-

do b, = 0. Como esto es vdlido para todo a € E vemos que ¢ = 0,

DEFINICION 2.6, Si E,F son espacios normados, un polinomio homogéneo de_

grado 0: E — F es cualquier aplicacidn constanteE — F; si m > 0 un

polinomio homogéneo de yrado m es una aplicacién P: E — F de la forma
P(x) = ¢(x,x,...,x)

para alguna ¢ € Sm(E,F).

OBSERVACIONES 2.7 .a) La aplicacidén ¢ de la definicidén estd univocamente
determinada gracias a 2.5; se la denomina "aplicacidn m-1lineal simétrica
asociada a P", y se indicari P.

b) Si Pm(E,F) indica el conjunto de los polinomios homogéneos P: E — F
de grado m es inmediato verificar que con las operaciones usuales esto es
un espacio vectorial, y que

S,(E,F) ——— P_(E,F) (6 — ¢]2) (8)

es un isomorfismo. Aqui A = {(x,...,x): x € E}.
L6gicamente si m=1, Pl(E,F) = S](E,F) = £L(E,F).

c) En general es dificil reconstruir P a partir de P (es decir: descri-
bir la inversa del isomorfismo (8)); este proceso-denominado "polariza-
cién'"- determina ¢(x1,...,xm) a partir de los valores ¢(x,...,Xx) es bien
conocido para m=2 ya que

4¢(X1,x2) = ¢(Xl+x2’xl+x2) - ¢(X1'X2,X1'X2)

11



Para la férmula de polarizacién (en general), véase [2].

d) La norma en Pm(E,F) se define como

Il = %T sup {|P(x)]: |x| < 1} (9)
de manera que entonces P} = %T el .

e) EXPRESION EN COORDENADAS. Si P: E — F es un polinomio homogéneo de

n
grado m y {el,...,en}es una base de E, escribimos x = 7§ x; e,y resulta -
) i=1

n n n
P(x) = ¢(§ x €., % Xj€ 500y % x,e.) =
n n n
= 7 X, X. ... X. o¢(e ceese. ) (o)
(i) *1 2 *n 1 iy '
la suma extendida a todas las aplicaciones (i) = (il,...,im): [m] — [n]

(en total: n®). Esta férmula puede reorganizarse usando la simetria de ¢,

pues ¢(e. ,...,e. ) = ¢(e. ,...,e;. ) si (i) y (j) difieren en una permu-
i1 1 1 Jn

tacién-de [m] . Cada uno de estos 'coeficientes' se escribe

¢(e1,...,e1,e2,...,e2,...,en,...,en) = na
— = — = - s - 172 n
1 2 n
donde oF es la cantidad de veces que aparece e, en {e; ,...,e; } (para
m

cada j, 1 € j < n). Légicamente 0 < a; Y ooy *a, ...t =m
Haciendo esto para todas estas sucesiones a = (“1""’aﬁ) se obtienen to-
dos los coeficientes de (10); el escalar que acompafia a Cora o ©s evi

%, _a, o 1%2- n
dentemente x.*.x,“...x o,

1 2 n
Al agrupar todos los coeficientes de (10) iguales a ¢ s, la

alaz...an
cantidad de ellos es igual a la cantidad de sucesiones (il""’im) con

@y "unos",..., a  'enes", o sea todas las que se obtienen por permutacién
de

;¥_;. 2 ..
1 %2 %n
Esta cantidad es igual a m!/alt ayt ce.a ll

En definitiva (10) puede reescribirse

12



_ m! 1 n
P(x) —za et X1 *a %4 ...a
o 1 n 1 n
suma extendida a todas las sucesiones a = (al,...,an) € N® con 0 < oy
para i = 1,...,n Yy a; * ...t o =M.
Es usual introducir las abreviaturas (para cada « € N):
n n
a! = II a.! le|] = ] a.
j=1 1 j=1
a
x* = x ! oo x B
n
Con lo cual obtenemos
t
P(x) = ] I+ x%c, (11)
[a]=m ~°

lo que justifica la denominacidn de "polinomio homogéneo".
q ] P

DEFINICION 2.8. Un polinomio de grado <m, P: E — F es una aplicacién

m
de la forma P = P, , donde P, € P, (E,F) para cada k.
k=0

EJERCICIOS 2.9.1) Sea Sn: £n(E,F) —_ £n(E,F) definido por

Sn(f)(xl,...,xn) = %T g f(xcl,...,xon),suma extendida a todas las permu-

taciones o: [n] — [n],
a) HSn(f)H < Il fll para toda f € £n(E,F).
b) S, es un proyector continuo.

c¢) Deducir que Sn(E,F) es un subespacio directo de £n(E,F).

2) Sean Cj €E (0<j<n)y seayw: K — E la aplicacidén definida por
p(t) = ) cj.tj. Probar que son equivalentes:

i=0
i) Cog =€y = ... =c =0.

ii) ¢(t) = 0 para todo t € K.
iii) 1im &8 - o,
t+0 t©

(Sug: para ver que iii) = i) usar el teorema de Hahn-Banach y el caso en
que E = K).

m . n
Deducir que | cj.tJ =) a, t* para todo t € K ocurre si y s6lo si es n=m
0 0]
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y ay = ¢ para todo j.

3) Sea P: E — F un polinomio de grado < m; si a € E es tal que

lim 9 0, entonces P=0 (Sug: x = a+tv).
x+a |x-a|®

4) Si P € Pn(E,K), S € Pm(E,K) el producto P.S es un polinomio homogéneo
de grado n+m,

§ 3 - ALGEBRAS NORMADAS.

Un dlgebra normada consiste de una K-dlgebra A provista de una norma que
satisface las condiciones

i) hx.yll < Ixll. diyll (xe A, y € A),
ii) It = 1 (donde un "1" indica el elemento unidad de A).
Por 2.1 el producto (x,y) — X.y es automidticamente continuo.

Un dlgebra normada se dice un dlgebra de Banach si A es un espacio de
Banach; el ejemplo tipico serd A = End(E) = £(E,E), dlgebra de endomorfis
mos continuos de un espacio de Banach E (cf. 2.2 b) y ejercicio 8 de
1.14),

Indicamos con A, el conjunto de elementos inversibles de A.

PROPOSICION 3.1. Si A es un dlgebra de Banach, A, es un conjunto abierto

en A y la funcién x — x1

grupo topoldgico).

es continua en Ay (en particular A, es un

DEMOSTRACION. Veamos primero que la bola abierta Vr(1) de centro 1 y ra-

dio r < 1 estd incluida en A,. Si |x-1| < r < 1 la serie ) (1-x)% es
0

(absolutamente) convergente, ya que J |x-1]¥ <7 ¥ = (1-1)7! (cf. ejer-
0 0

cicio 9¢) de 1.14). Como

n-1 .
1 - (1-x"=x.7 (1-x)d
j=0
y (1-x)® —> 0 vemos que
xt - ] -l )

j=0
Lo que prueba que V,(1) CA,.

En general, si a € A, la aplicacién x — a.x es un homeomorfismo de A,
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que manda A, en A, y 1 en a. Asf{ a.V1(1) es abierto, entorno de a, conte-
nido en A,.

S -1 - "
En lo referente a la continuidad de x — x -, es suficiente ver que es
continua en x-1 Pero por lo anter1or, si |1- x| <1

R TR R e L P S DI L = J
1 0 1-]1-x]

fx
que prueba lo afirmado.

OBSERVACIONES 3.2. El resultado anterior tiene una serie de consecuencias
importantes; limitébonos'a observar que

a) En un dlgebra de Banach, todo ideal maximal es cerrado. Pues si I es
un tal ideal, T es un ideal que contiene a I, luego T = 1 6 T = A. Si
fuera T = A deberfa ser I NA, # @, absurdo.

b) Todo caréc&er h de un &dlgebra de Banach es continuo (un cardeter de A
es un homomorflsmo de dlgebras h: A — K que verifica h(1) = 1). En efec
to el nicleo h™ (O) es cerrado por a) y se apela a 1.8).

Mencionemos de paso que si h es un caricter de A, necesariamente es lhll =
= 1; en efecto h(1) = 1 asf que basta ver que |[h(x)| <.1 si |x| < 1. Pero

en tal caso } xk converge, luego también deberd ser convergente Z h(x)
0

asi que necesariamente |h(x)| < 1.

Interesan en particular las 4dlgebras de Banach denominadas C*-dlgebras,
esto es: hay una aplicacién x — x* de A en A que satisface

(x*)* = x (x+y)* = x* + y*
(x.y)* = y* x* I x*I = x
Ixll 2 = Jix.x*| (A.X)* = T.x* (A € K)

donde X = A si K = R, o el conjugado usual de » si K = C.

Ejemplo tipico de C*-4dlgebra es £(H) donde H es un espacio de Hilbert
(real o complejo seglin el caso), y donde x* es el adjunto de x.

EJERCICIOS 3.3. 1) Demostrar directamente 3.1 para A = End(E), donde E
es un K-espacio vectorial de dimensién finita (Sug: usar determinantes).

2) Si A es un dlgebra de Banach Yy X € A el espectro de x es el subconjun
to de K definido por sp(x) = {1 € K: x-1.1 & A,}

i) Probar que sp(x) es cerrado (Sug: 3.1).
ii) Probar que sp(x) estd contenido en {1 € K: |a] < Ix|} (Sug: si |a| >

> |x], x-a = (% = 1)1 € Ay por (1)). Deducir que sp(x) es compacto.
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iii) La resolvente de x es la funcién Rx: K - sp(x) — A definida por
= (x-31"1 | _ - . '
Rx(x) = (x-A) *. Probar que Rx(Al) Rx(xz) (xz Al).Rx(Az).Rx(kl).

iv) Deducir de lo anterior que Rx es continua; probar con el método de
ii) que 1lim Rx(x) = 0,

Ikl-)co

v) Si A = End(E), y dim(E) < », sp(x) es el conjunto de autovalores de x.

3) Sea A una K-dlgebra que es un espacio normado tal que (X,y) — X.y
es continua, probar: hay una norma en A equivalente a la original para
la cual A resulta un dlgebra normada (Sug: lall = sup {|a.x|: |x| = 1}).

§ 4 - INTEGRAL DE UNA FUNCION VECTORIAL.

Para todo intervalo [a,b] C R y para todo espacio normado E (sobre R 6
€) denotamos B([a,b] ,E) el espacio de las aplicaciones acotadas
£: {a,b] — E, normado por Ilfll = sup {|£f(t)|: a < t <b}.

LEMA 4.1, B({a,b] ,E) es de Banach si E 1o es.

DEMOSTRACION. Sea fn: fa,b] — E una sucesién de Cauchy; es evidente

que para cada t € [a,b] la sucesidén (fn(t)) es de Cauchy en E asi que

nx1l

existe £(t) = 1lim fn(t) para cada t. Veamos que Hf-fnw — 0.
n+o

Dado ¢ > 0 hay un n, tal que |fn+r(t)-fn(t)| < €/2 para todo n > n,

r > 0 y para todo t € [a,b]. Haciendo r —> = resulta que si n > n, para
todo t € [a,b] sera If(t)-fn(t)l < e/2 <e , como queriamos.

Consideramos ahora funciones escalera ¢: [a,b] — E; llamamos asi a to-
da aplicacién de la forma

r .
p(t) = ] X (t).a, (M
jmo [ogregel 00
donde aj €Ey x[“j’aj+1] = funcién caracteristica de [aj,aj+1],'para
a = a, Sa; <...<0 " b.

Si indicamos con &([ a,b],E) el conjunto de tales aplicaciones es fédcil
ver que esto es un subespacio de B([a,b] ,E) (para y;+y, se considera una
particién de [a,b] en intervalos de extremos los determinados por las
particiones definidas por VY ¥y

LEMA 4.2. Cc(la,b]} ,E) c &[T a,bl,E), es decir: toda funcidn continua
f: [a,b] — E es limite uniforme de escaleras. ’
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DEMOSTRACION. Dado ¢ > 0, por la continuidad uniforme. de f hay un 6 > 0
tal que [f(x)-f(x')| < ¢ si |x-x'| < &§. Dividiendo [a,b] en intervalos

[aj,aj+1] de longitud < §, de punto medio x. consideramos

]
= X . B(x.
b=l [aj,aj+1] (x3)
Notando que | X[“j’“j+1] = 1 resulta
f(t)-¢(t = X t) . (£(t)-f(x, <
[£(t)-v(t)] 12 [“j’“j+1]( ). (E(t)-£(x4)) ]

< 7 X (t) Jf()-f(x)] < 7T x (t).e = ¢
(o ,a,] P <X a0
Para y € &([ a,b] ,E) definimos su integral I(y) por

ORI Y

I e~

j=0

si ¢ estd dada por (1).

LEMA 4.3,a) La aplicacién I: &([a,b] ,E) — E es lineal.

b) [I(w)| < (b-a).lyl (en particular, I es continua).

DEMOSTRACION. Inmediata.

Cuando E es un espacio de Banach la integral I puede extenderse a
& a,b],E) del siguiente modo: si f = lim wn en B([a,b],E) (las b, esca-

n-»o

leras) se pone I(f) = 1lim I(wn); este limite existe ya que la sucesién
nN->oco

I(¢n) es de Cauchy en E (por 4.3 b), y por ser (¢n)nzl de Cauchy en
B([ a,b] ,E)).

Ademds el valor I(f) no depende de la particular sucesidn by — £ si
v, — fy W; — f entonces wn—w; — 0 asi que I(wn)-I(wa) — 0 por
4.3,

En particular (4.2) I(f) estd definida para toda funcién continua
f: [a,b] — E, y se escribe

b
I(f) = J f(t) dt

a

De las definiciones se deduce enseguida la:

PROPOSICION 4.4, La integral

b
J : C([a,b] ,LE) —— E
a
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es una funcién lineal y continua. Mis precisamente

b . b
IJ f£(t) dt]| <J |£(t)| dt < I fll.(b-a)
a

a

Asimismo:

PROPOSICION 4.5. Para toda f: [a,b] — E continua y para toda ¢ € E* =

= L(E,R) es

b b
¥ (I f(t) dt) = J v f(t) dt
a

a

DEMOSTRACION. Nétese que el miembro de la derecha es una integral "usual'";
para probar lo afirmado basta reducirse por continuidad al caso en que
f € &({a,b]l ,E) en cuyo caso la tesis es trivial.

(M4s genéralmente este resultado es vilido -con misma demostracién- en
el caso de reemplazar ¢ por una transformacién T € L£(E,F)).

EJERCICIO 4.6. 1) Si dim(E) < = y {vl,...,vn} es base de E, probar que

b n b ]
J f£(t) dt = (J fi(t) dt)vi para toda f: [a,b] — E continua.
a i=1 a

2) Si E es un espacio de Banach complejo y g: [0,1] — C es Cl,'sea
r = g((0,11). Para cada f € C(Tr,E) de define

1
J f(z) dz como J fg(t) g'(t) 4t
r 0

Mostrar que esta integral da una aplicacién continua y lineal
C(r,E) — E, con

|J £(2) dz| < L(r).Ifl
T

. 1
donde L(r) = JO g (t)| dt.
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CAPITULO II
§ 1 - DIFERENCIAL.

Sean E y F espacios normados, sea @ € E un conjunto abierto y sea
f: @ — F una aplicacién.

DEFINICION 1.1. Si a € @, decimos que f es diferenciable en a si existe
una transformacidn lineal continua T € L£(E,F) tal que

Lin £EG)-f(a) - T(x-a) _
x+a |x-a|

0 m

OBSERVACIONES 1.2 ,a) Si existe una tal transformacién lineal T, ella es
Gnica; pues si hubiera dos (digamos Tl’ T2) restando en (1) resultaria
(Tl_TZ) (x-a)

lim =0
x+a |x-a]

y haciendo x-a = v de deduce T1 = T, por el ejercicio 1 de 1.14 (cap.Il).

b) Si f es diferenciable en a € @, la Gnica transformacién lineal

T € L(E,F) que verifica (1) se denomina la diferencial de f en a y se in
dica Df(a).

-c) Si f es constante, f es diferenciable en a y Df(a) = 0; evidente pues
T =0¢€ £(E,F) verifica entonces (1).

d) 8i f € L(E,F), f es diferenciable en a y Df(a) = f; pues T=f verifica
trivialmente (1).

e) Usando que el limite de sumas es la suma de limites se ve enseguida
que f,g son diferenciables en a también lo es f+g, y que vale D(f+g) (a)=
= Df(a) + Dg(a). Andlogamente para r.f, A € K,

f) Si f es diferenciable en a, en particular deberi ser

lim f(x) - f(a) - T(x-a) = 0

X>a

Como T es continua resulta que lim f(x) = f(a) y por lo tanto f es con-

. X*+a
tinua en a.

1.3, 'CALCULO DE LA DIFERENCIAL.

Supongamos que f es diferenciable en a € @, por lo tanto

f(x) - f(a) = Df(a)(x-a) + r(x)
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donde por definicién es 1lim Ix) 0. Poniendo x = a+tv:
x>a |x-a|

f(g+t¥)-f(a) = Df(a) (v) + rga;tv!

y como 313%311 —+ 0 para t — 0 queda finalmente

Df(a)(v) = 1im Elattv)-f(a) (2)

t+0

El segundo miembro suele llamarse derivada direceional (de f en a, segln
of

la "direccién v'") y se denota v (a); mencionemos que puede existir
%% (a) para todo v € E y sin embargo f no ser diferenciable en a € @ (ver

ejercicios),

Consideremos el caso particular E = K® con base canénica ej (1 <j < n);
en tal caso la notacién es

—— (a) se escribe %5— (a) o bien Djf(a)
j k|

Utilizando (2) vemos que

n n in
= = = i
Df(a)(vl,...,vn) Df(a)(g vjej) § ijf(a)(ej) jzl v, axj(a) (3)
Si atin F = K™, sera
of of m 3f.
(@) = Gr@,. @) = ] e e, (4)
h| j j i=1 i
e introduciendo esto en (3) queda
m n afi
DE(a) (vy,evuyv ) = _Z (_Z 3% (a).vj)ei (5)
i=1l j=1 j

de modo que la matriz de Df(a) en las bases canénicas es la "matriz jaco
biana'" de f en a:

of .
Gx=(a)) q
hj

N

i<m , 1<j<n) (6)

Mencionemos asimismo que si E = K (F cualquiera) se utiliza la notacién

£'(a) = Df(a) (1) = 1im L(a*t)-f(a) 7

t+0 t
y claramente Df(a)(x) = A.f'(a) para todo A € K.

El cdlculo de Df(a) en "espacios mis generales" puede no ser tan sencillo:
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EJEMPLO 1.4. Sea f: £2(R) — R, f(x) = Ix|2 (esto es, la norma que deri-
va del producto escalar en 22). De la identidad

IxI? - Jal® = 2¢a,x-a) + |x-a|?
2
se deduce que Df(a) (x-a) = 2 (a,x-a ) pues ]x-al — 0 para x — a,luego
X-a

Df(a)(v) = 2¢a,v) =2 | a.,v,
j=1 1 1

que generaliza un resultado andlogo en el caso E = R"; pues si f(x) =
n

= lxl2 =7 x% es iﬁ—(a) = 2a_, (ver ejercicio 3 de 1.9).
1 1 Bxi i

TEOREMA 1.5, Sean E,F,G espacios normados, @ c E y 2' € F sendos abiertos
y sean f: @ — F, g: Q@' — G aplicaciones con f(a) C a'.

Entonces si f es diferenciable en a.€ 2 y g es diferenciable en b = f(a),
la composicién gf: @ — G es diferenciable en a y se tiene

Dgf(a) = Dg(f(a)) Df(a)

DEMOSTRACION. Sabemos que

f(x) - f(a) Df (a) (x-a) + r(x)
g(y) - g(b) = Dg(b) (y-b) + r'(y)
con 1im I{X) . 0, lim ') . 0. Luego

x>a |x-a y+*b  |y-b]|
gf(x) - gf(a) = Dg(f(a))(£(x) - £(a)) + r'(£(x)) =
Dg(£(a)) (Df(a) (x-a) + r(x)) + r'(f(x)) =
Dg(f(a))Df(a) (x-a) + Dg(£f(a)) (r(x)) + r'(f(x))

Veamos que 103 dos Gltimos té&rminos tienden a 0 luego de ser divididos

[}

I

por |x-a|; esto probard el teorema. Para el primero es claro pues

JDE(b) (rx))] < IDg(b)lIl. _]_I'_L&L

|x-a| |x-a|

mientras que para el segundo operamos de la siguiente forma: es

£ - fa)| ¢ [DE@Ga)| | lr()] o ypeeayy » 1xCol

|x-a] [x-a| |x-a| [x-a|

asi que hay un n > 0 para el cual vale

[£(x) - £(a)] < IDf(a)ll + 1 = K si 0 < |x-a] <n
|x-a] "
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Por otro lado dado ¢ > 0, para €/K hay un n' > 0 tal que
lr' ()| <(e/K)y-b]  si 0 < |y-b| <n
Notar que esto vale incluso para y=b pues r'(b) = 0,

Ademés! por la continuidad de f en a hay un § > 0 (que puede suponerse me-
nor que n) tal que

[£(x) - £(a)| <n' si |[|x-a] <
Por consiguiente si 0 < |x-a| < § serd

r'fi{x) < (e/K) [£(x) - f(a)| < (e/K). K = ¢

|x-a| |x-a

lo que concluye la demostracién.

NOTA 1.6. Cuando E = K", F = K", G = KP resulta de 1.5 que la matriz ja-
cobiana de gf en a es el producto de las matrices jacobianas de g en f(a)
y de £ en a. Luego

8 (gf); agy of

—gig_— (a) = kzl Syk(f(a))° 3;; (a) (8)

(para 1 <i<p, 1<j<n); que es la f6rmula de derivacién de una com-
posicidn (conocida bajo el nombre de '"regla de la cadena').

1.7.DIFERENCIALES PARCIALES.

Supongamos que @ es abierto en E y que E = E; x E, (también puede suponer

se que E es suma topolbgica de subespacios Ej, Ey); si f: @ — F es una

aplicacién y a = (a;,a,) € @ se define la diferencial parcial respecto a

E1 de £ en a (si existe) como el elemento le(a) € £(E1,F) que verifica
f(xl,az) - f(al,az) - le(a)Lxl-al)

lim =0
X,>a

173 ESTREEY

Como en el caso de la diferencial se ve que esta transformacién lineal es
Gnica (si existe); andlogamente se define sz(a) supuesta existente.

n
El proceso anterior se generaliza sin dificultad al caso E = ‘Hl Ei; ca-
l::

da diferencial parcial (supuesta existente) resulta ser un elemento
Dif(a) € £(Ei,F).

PROPOSICION 1.8. Si f es diferenciable en a = (al,...,an) € 9, existen
todas las diferenciales parciales Dif(a) y se tiene
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n
Df(a)(vl,...,vn) = 'Zl Dif(a)(vi)
i=

N

para todo (vl,...,vn) € E1 XowaX En.

DEMOSTRACION. Inmediata, pues Ixi-ail < |x-al.
Notemos que si E = E = ... = E = K tendremos entonces Dif(a)(1) =
= af (a) (comparar ambas definiciones), asf{ que 1.8 nos da nuevamente

(3) en este caso,

Cuando @ C Ele es abierto y f: 9 —s FixF, es diferenciable en a € Q,
Df(a) da lugar a cuatro transformaciones lineales continuas como en 4)
de I.1. Claramente Df(a) se representa por la matriz

lel(a) szl(a)
fz(a) szz(a)

de transformaciones Djfi(a) € £(Ej,Fi).

EJERCICIOS 1.9. 1) Si ¢ c K es abierto y £:2 — F probar que f es dife-
renciable en a si y s6lo si existe f'(a) (definida como el 1imite (7)).

2) Si E es un espacio de Hilbert real, probar que f: E — R dada por

f£(x) = |x| es diferenciable en cada a # 0, con Df(a)(v) = (a,v) (Sug
a
1.5y 1.4).
n
3) Si f: C" — R es f(x) = |x|? = ) llez, probar que f es diferencia-
j=1

. . . . n . .
ble sélo en a=0. ;Qué pasa s1 se considera C° como R-espacio vectorial?

4) 5i f: Ele2 —> F es bilineal continua, f es diferenciable en cada

a = (al,az) y es Df(a)(vl,vz) = f(al,vz) + f(vl,az).

§ 2 - FUNCIONES DE CLASE C'.

Si f: @ —> F es una funcién diferenciable en cada x € @ (se supone @
abierto en E) se tiene para cada x € @, Df(x) € £L(E,F); diremos en tal
caso que f es diferenciable, y la diferencial de f seri la funcién

Df: @ ——— L(E,F) (1)
definida por x — Df (x).

Diremos que f es de clase C! (o brevemente: f es Cl) si la aplicacién Df
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es continua.

EJEMPLO 2.1. Si E = K", F = K" se tiene un isomorfismo £(X",K™) — K™*7,

b

or este isomorfismo Df(x) se transforma en la aplicacién "jacobiana"
P J

of .

JE) (X)) = (EE(x) J(£): g —— KB
J

(c£f.(6) de 81). Asi entonces decir que f es C1 en este caso equivale a
afirmar la continuidad de J(f), que equivale a la continuidad de todas

las derivadas parciales (1T<si<m , 1<j<n).

oL
90X .
]
LEMA 2.2. Sean E,F espacios de Banach reales, sea @ € E un abierto y sea
f: @ — F de clase Cl. Entonces si a € g y el segmento [a,x] C Q@ se tie-

ne fb

f(x) - f(a) = J
a

Df (a+t(x-a)) (x-a) dt

DEMOSTRACION. Sea g: [0,1] — F, g(t) = f(a+t(x-a)); para toda forma 1li-
neal v € F* = £(F,R) la aplicacién ¢vg: [0,1] — R es derivable, con de-
rivada (cf. 1.5)

(vg)'(t) = D wg(t) (1) = v Dg(t) (1) = ¢ Df(a+t(x-a)) (x-a)

que es continua. Luego

1
pg(1) - ¢g(0) = j (0g)' (t) dt
0

Por consiguiente, siendo vg(1) = ¢f(x), vg(0) = ¢f(a) de I.4.5 deducimos
que

) .
e (f(x) - f(a) - j Df (a+t(x-a)) (x-a) dt) = 0
0
Como v es cualquier elemento &e F*, sigue la tesis gracias al teorema de
Hahn-=Banach ([ 1], 17C).

La siguiente versién del teorema del valor medio puede probarse en un con

texto mds general, pero serd suficiente para nuestros propdsitos:

COROLARIO 2.3. Mismas hip6tesis que en 2.2, se verifica

[f£(x) - f(a)] < sup {IDf(y)ll: y € (a,x]} . |x-a]

.

DEMOSTRACION. Inmediato a partir de I1.4.4 y I.1.2c).

EJERCICIOS 2.4. 1) Usando 2.3 probar: si @ C E es conexo y f: @ — F cs
diferenciable con Df(x) = 0 para todo x € @, f es constante.
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2) Sea @ C E|xE, abierto y sea f: @ — F tal que para todo X € Q existe
le(x), de tal modo que le: Q — £(E1,F) es continua. Probar que

1 .
f(xl,xz) - f(al,xz) = Jo le(a1+t(x1-al),xz)(xl—al) dt (*)

si el segmento de extremos (xl,xz) y (al,xz) estd contenido en 2 (Mismo
método que en 2.2). Enunciar y probar el andlogo de 2.3,

3) Mismas hipétesis que en ejercicio 2, se supone ademds que existe
sz(al,az). Probar que f es diferenciable en (al,az) (Sug: sumar a (%)

la expresién f(al,xz) - f(al,az) = sz(al,az)(xz—az) + r(xz) y usar la
continuidad de le). '

4) Sea A un dlgebra de Banach sobre K = R § C (I.3). Probar que la fun-

cidn 8: Ay, —> A,, 6(x) = x" ! es diferenciable y que

De(a)(v) = -a t.v.a"?!

(Sug: si r(v) = (a+v)™1 - a7l 4 a—l.v.a_l, multiplicar por a+v y probar

que es r(v)/|v| — 0 para v —> 0). Ver 3.14 b).

5) Sea E un espacio de Hilbert real, @ C E un abierto y f: @ — R de
clase C! Probar que existe una dnica aplicacidén continua vf: @ — E

(denomlnada "gradiente" de f) que verifica (vE(x),v ) = Df(x)(v) para ca

da x € 2 y todo v € E.

Calcular vf para f(x) = Ix{z. ¢Cudl es la expresidén de vf si E = R™?; mis
af af

precisamente probar que Vf = (ax seves Ty
1 n

Verificar que v(g.f) = g.vf + f.vg.

6) Con las notaciones del ejercicio anterior, probar que max {IDf(x)(v)l:
vl = 1} = |vf(x)| y deducir que |vE(x)| = IIDF(x)l para todo x € Q.

7) Sean E, F C-espacios normados; indicamos con EO, FO los respectivos

espacios normados reales.

i) Si J: Ey — E, es J(x) = ix, J es una isometria de Ey vy J? = -1g-

ii) £C(E,F) = {T € £R(EO,F0): JT =TJ}.

iii) Si @ C E es abierto y £f: @ — F es diferenciable, se diri que f es

holomorfa. Probar: f es holomorfa < a) f es diferenciable como aplicacién
de 9 C Eg en Fy y b) Para todo x € Q, Df(x)J = JDf(x) (donde Df(x) es la

diferencial de f como aplicacién real).

8) Para todo espacio de Hilbert real E se define el complexificado E co
mo el espacio de Hilbert complejo E 8 C (identificado a ExE), donde
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(a+iB)-(an) = (GX'B)’,OLY““BX) Y <(a:b),(><,)’)> = {a,x ) + <b’y >y o+
+ i{¢a,y » - (b,x )},

a) (Eglg = ExE vy J(x,y) = (-y,x).

b) £C(EC,FC) se identifica al conjunto de operadores de L (ExE,FxF) repre-

sentables en la forma

A B
B,A € L(E,F).
-B A
c) Si a cC EC es abierto y f: @ — FC, f es holomorfa & se verifican las
condiciones
D,f, = D,f, D, f, = -D, 8

(""ecuaciones de Cauchy-Riemann'),
9) Sea A un dlgebra de Banach sobre C, sea x € A.

a) La resolvente Ry: C-sp(x) —> A es holomorfa (cf. ejercicio 4 y ejer-
cgicio 2 de 1.3.3).

b) Usando el ejercicio 2 de 1.3.3, el teorema de Hahn-Banach y el teore-
ma de Lioville probar que sp(x) # @. (Sug: para cada ¢ € L(A,C) conside-
rar ¢Rx: C-sp(x) — C). (Teorema de Gelfand).

c) Deducir de b) que si A es un cuerpo, entonces A = C,

d) La funcién h — h‘l(O) define una biyeccidn entre el conjunto de ca-
racteres de un dlgebra de Banach A y el conjunto de ideales maximales de
A (usar c)).

10) Sea A una R-dlgebra de Banach sobre R que es un cuerpo conmutativo.
Probar que A es isomorfa a R 6 C. (Sug: considerar el caso que haya o né
un elemento a € A con a’+1 = 0; luego A ®RC).

§ 3 - DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR.

Si E,F son espacios normados, @ C E es un abierto y f:9 — F es una apli

cacién decimos que f es dos veces diferenciable en a € Q si
1) £ es diferenciable en un entorno U C @ de a, y
2) Df: U — £L(E,F) es diferenciable en a.
En tal caso queda definida una aplicacidn bilineal
p%f(a): ExE —— F (1
denominada la diferencial de segundo orden de f en a por la regla
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D (a) (vy,v,) = [D(DE) (a) (v))] (v,) (2)

OBSERVACIONES 3.1, a) Si f es dos veces diferenciable en a , Df resulta
continua en a (cf. 1.2 f)).

b) Si f es la restriccién a 9 de una aplicacién lineal afin x — T(x)+b
(con T € L(E,F),b F), claramente es Df(x) = T para todo x € Q; luego
Df es constante y por lo tanto sz(a) = 0 para todo a € q.

¢) Supongamos que f es dos veces diferenciable en a € Q; veamos como se
calcula D2f(a). Evidentemente
Df(a+tv1) - Df(a)

D(Df)(a)(vl) = 1lim
t+0 t
(derivada direccional de Df en a segln la direccién v,). Nétese que se
trata de un 1imite en £(E,F); entonces por 2.2 a)del cap.I (con n=1) re-
sulta

2 ) Df(a+tv1)(v2)-Df(a)(V2)
D f(a)(vl,vz) = 112 N (3)
t->

d) Supongamos que f: EyxE, — F es bilineal continua. Del ejercicio 4)
de 1.9 se deduce que Df: Ele2 — £(E1xE2,F) es una aplicacidén 1i-
neal continua, Df(al,az)(vl,vz) = f(al,vz) + f(vl,az). Luego D(Df) (x) =
= Df para todo x & E1XE2’ 0 sea
2

D7 (a),8)) ((Vy,v,), (V],v))) = (v ,v}) + £(v],v,)
(independiente de (al,az)).
PROPOSICION 3.2, Sean E,F,G espacios normados, @ CE y Q@' c F abiertos y

sean f: @ — F, g: Q' — G aplicaciones dos veces diferenciables en
a8 € Qyb = f(a) respectivamente.

Entonces gf: @ — G es dos veces diferenciable en a, y se tiene
D?gf (a) (vy,v,) = D®g(a) (D (a) (v)),Df(a) (v,)) + Dg(a) D*f(a) (vi,v,)

DEMOSTRACION. Por 1.5 la aplicacién Dgf es la composicidn

Q axe axQ2' ———— L(E,F)xL(F,6) —— £(E,G) (4)
A lExf DfxDg o :
donde A(x) = (x,x) (lineal, restringida a Q) y "o'" es la composicién.

Por hip6tesis todas las funciones de (4) son diferenciables en a, luego
lo es su composicién. Asf% Dgf es diferenciable en a, es decir: gf es dos
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veces diferenciable en a. La férmula de la tesis se obtiene aplicando la
regla de diferenciacién 1.5 a (4).

3.3. CALCULO EN COORDENADAS.

Supongamos E = K" asf que (cf.§1)

n

Df(a) (6) = DE(a)(Ey,--,6,) = ) m—(a)e, (5)
j=1 °%;

Por lo tanto si f es dos veces diferenciable’' en a existira (3.1c)):

n n
1in DEGartm(E) - DEE) - qip Ly ] Lcaremde, - [ o(a)e -
t+0 t t+0 j=1 j I 5=1 %% J
1. §F of o f
= lim T [ z (5—}-(-—(3.+tn) - —é—x—(a))gjl
t>0 j=1 3 j
lo que implica la existencia de las derivadas parciales de las %%—
(1 < j <n) y nos da
2 Pl gt I gt
f(a)(n,g) = ( e (a)n )E = T (a)n £ (6)
PRSP axkax K5 9Ny k

En realidad la diferenciabilidad de Df en a equivale a la diferenciabili-

dad de cada una de las aplicaciones x — %%—(x) (1 < j € n) (consecuen-
cia de (5)).

Si F = K, un resultado cldsico afirma entonces que

2%f 32f .
axax () T e, () (1 <k,j <n)
k i Tk
Combinando esto con (6) deducimos: si E = K®, F = K la diferencial de se
gundo orden sz(a): K™xK" — K es simétrica, esto es

p%f(a)(n,g) = D?f(a)(g,n)

Esto es completamente general, segln se deduce del:

TEOREMA 3.4. Si E,F son espacios normados y f: @ — F es dos veces di-

ferenciable en a, la diferencial de segundo orden sz(a) es simétrica.

DEMOSTRACION. Supongamos primero F = K, sean V.V, en E. Consideramos la

aplicacién ¢: U — E, ¢(x) = a + X v, o+ X,V donde U es un entorno de 0

en K2 (con precisién: U = {x € KZ: a+ X,V * X,.v, € Q}).Por 3.2

fe: U — K es dos veces diferenciable en 0 y como Dw(O)(ei) =V, (i=1,2),

b4
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Dzw(O) = 0 (3.1b)) 1la férmula de 3.2 nos da

D*£9 (0) (e} ,e,) = D*£(a) (v,,v,)

Anidlogamente
2
D%£p (0) (e,,e,) = D*£(a) (v,,v,)

Como los miembros de la izquierda son iguales (por lo explicado debajo
de (6)), resulta la tesis en este caso.

En el caso general, F cualquiera, sea y € £L(F,K) = F* asi que yf estd en
las condiciones anteriores. O sea

D?yf(a) (v;,v,) = DZyE(a) (vy,v,)
Pero la férmula de 3.2 nos da
D2 _ 2
‘Pf(a) (VI’VZ) - ’JJD f(a) (VI’VZ)

y andlogamente

D%yf(a) (v,,v,) = yD’£(a) (v,,v))

Por 1o tanto tzf(a)(vl,vz) = tzf(a)(vz,vl) y como ¢ € F* es cualquiera
la tesis resulta del teorema de Hahn-Banach ([ 1], 17C).

Si f: @ —> F es dos veces diferenciable en cada x € @ decimos que f es
dos veces diferenciable; en tal caso la regla x —> sz(x) define la di-

ferencial segunda
D¢ g —— S,(E,F) C £,(E,F) (7)

(cf. 82 de cap.I). Decimos que f es de clase c? si D®f es continua.

Podemos dar entonces una definicién inductiva:

DEFINICION 3.5. Si @ C E es abierto, una aplicacién f: ¢ — F se dice

r-veces diferenciable en a € ¢ (r > 2) si

i) f es (r-1)-veces diferenciable en un entorno U de a.

r

ii) La diferencial de orden r-1, D ey — £r_1(E,F) es diferenciable

en a.

Si £: @ —» F es r-veces diferenciable en a, su diferencial de orden T
en a es la aplicacién D f(a) e £r(E,F) definida por

DTf(a)(uy,...,u) = {D(Dr“lf)(a)(ul)} (Uyseveru) (8)
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Decimos que f: @ — F es r-veces diferenciable si existe D'f(x) para to-
do x € @ y en tal caso la diferencial de orden r de f es la aplicacidn
x — D¥f(x), de 2 en £ _(E,F).

Si f es r-veces diferenciable y D'f: g —s £r(E,F) es continua diremos
que f es de clase CT.

Completamos la definicidén diciendo que "f es de clase O significa que
f es continua, y "f es de clase C°'" significa que f es de clase C¥ para
todo r > 0.

OBSERVACIONES 3.6 .,a) Si f es r-veces diferenciable en a € Q, Dr_lf es con

tinua en a (1.2f)); luego si f es r-veces diferenciable, f es de clase

cr-! (r = 1). En particular, f es de clase C* si y s6lo si D'f existe pa-

ra todo r > 1.

b) Si f: Ele2 — F es bilineal continua, sz(a) existe para todo a (3.
1d)) y es independiente de a; luego D3f(x) = () para todo x y entonces es
claro que f es de clase C .

c) No es dificil explicitar D'f(a) en términos de Dr_lf;pues de (8) y 2.
2a) del capitulo I se deduce como en 3.1c):
-1 -1
D" f(a*tu;) (u,,...,u_)-D""E(a) (u,,...,u
D"£(a) (uy,...,u) = lim 127 20y (9)
t=>0 t

d) Supongamos E =R, r > 2y f: @ — F (0 abierto en R); si a€ a vy
existe D'f(a): R x...x R —> F (multilineal), esta aplicacién queda deter

minada por su valor en (1,...,1) ya que
D" f(a)(uy,...,u) = u .u,. u_.DYf(a)(1,...,1)
Pero no es dificil ver que Drf(a)(1,...,1) € F es el "vector derivado de

orden r de f en a"; inductivamente con (9)

lin D far ) (1, .., )-D e a) (1, ..., 1)
t»>0 t

It

D f(a)(1,...,1)

- 1in £V (@rn-£D o)
t+0 t

£(7) (a)

Reciprocamente si existe f(r)(a) es fdcil ver que existe D'f(a), y que
vale
Drf(a)(ul,...,ur) = u,.u

prUpe oo .ur.f(r)(a) (10)

Serd conveniente vincular D'f con las diferenciales pif, q < r; para ello
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haremos uso del isomorfismo Up q de 2.3 (cap.I), observando que la defi-

14

nicién (8) puede escribirse
Df(a) = o), (D(D*7'f)(a)) (1)

(notar que D(Dr_lf)(a) € £(E,£r_1(E,F))). Mds generalmente:

PROPOSICION 3,7. Sea f: @ — F una aplicacién g-veces diferenciable
(@ > 1), tal que DIf es p-veces diferenciable en a € @ (p > 1). Entonces:

i) f es (p+q)-veces diferenciable en a, y
ii) DPY9f(a) = o, o (OP(D6)(a))

(notar que DP (DYf)(a) € £P(E,£q(E,F))).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre p; si p=1 todo es valido, de modo que
hay que ver como pasar de p-1 a p. Por de pronto DYf: o —s £q(E,P) seri
(p-1)-veces diferenciable y por la hipétesis inductiva tendremos

i') f es (p*q-1)-diferenciable

ii') Para cada x € 9 es DPY947le(x) = 4 (0P 1 (pif) (x)).

p_lsq
Escribamos g = Df, asft que la composicién

(E,F) (12)

Q T Ly (Buf (BF) —=— g

)
p-1,q
es DPta-lg,

Pero por hipétesis g es p-veces diferenciable en a € @, luego Dp'lg es

diferenciable en a; como ¢ es isomorfismo lineal, de 1.5 resulta

_'19q.

Dp+q—1f diferenciable en a, lo que nos da i). La afirmamacidén ii) resul-

ta diferenciando (12) con 1.5:

9,-1,q DOP1g)(a) = D(OPHIT1e) (a)

p-1

Luego DP™f(a)(u ,...,u_ ) = {D(DP+q'1f)(a)(ul)}(u2,...,u ) =

ptq pt+q

- -1 ~
= {o,_y,q DOOP 8 (a)(u)I(uy, vyu ) =

(DPg) (@) ()1 (uyyvnyu ) (U, ey

P =
{D g(a) (ul’ LR ’up) } (up+l [ IR ’up+q) -

31



= {Dp(qu)(a)(ul,...,up)}(up+1,...,u ) que es ii).

p+q

COROLARIO 3.8, Si f: @ — F, f es r-veces diferenciable en a si y sélo

si para todo q < r, existe DIf y es (r-q)-veces diferenciable en a.

Ahora es fdacil generalizar 3.4:

PROPOSICION 3.9, Si f: @ — F es r-veces diferenciable en a € ¢ (r = 2).
Entonces D¥f(a) es una aplicacién multilineal simétrica.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre r, el caso r=2 es justamente 3.4; por
hipdtesis inductiva Dr_lf(x) es simétrica para todo x en un entorno U qe
a, asi que Dr'lf: U — Sr—l(E’F) C £r_1(E,F) es diferenciable en a. Cémo
Sr_l(E,F) es un subespacio cerrado de £r_l(E,F) resulta que
D(Dr_lf)(a)(ul) € S__,(E,F) de donde sigue fdcilmente que

(ul,...,ur) —_— Drf(a)(ul,u .,ur) es simétrica como funcidn de

g
Uy, enerl . Para completar la demostracidén basta ver que

Drf(a)(ul,uz,...,ur) = Drf(a)(uz,ul,...,ur)
Pero poniendo g = Dr—zf, de 3.7 resulta por 3.4:
2 :
Drf(a)(ul,uz,...,ur) = [D g(a)(ul,uz)](u3,...,ur) =
) ,
= [D g(a)(uz,ul)](u3,...,ur) = Drf(a)(uz,ul,u3,...,ur)
como querfamos.

3.10. CALCULOS EN COORDENADAS.

Supongamos E = K" y f: @ — F r-veces diferenciable en a € a. Tendremos

D f(a cen = . .u,., ...u_. .D'f(a)(e. ,...,e. 13
(@) (upseesu) = Pugy gy vty DTG (eg beeney ) (1)
suma extendida a todas las aplicaciones J = (jl,...,jr): [r] — [n].
Ahora
DY £ (a) (e e. ) = i () (14)
.20 3X. ... 9X.
1 r 3, i,

segln se ve fdcilmente por induccién (cf. 3.6c)):
r-1
3 f ] _
T T (a+tej ) - . ... —(a)l=
3o Jr , 3o Iy

. . 1
Drf(a)(e. ey, ) = lim —
SR t+0 ©

32



T oAk o (@)
o r

Pero de 3.9 se deduce que

r r

9 f _ o f

Bx. ... ek (@) = 3X; ... dX; (a)
1 Iy 1 r

si (il""’ir) y (jl,...,jr) difieren s6lo en una permutacién,

Utilizando las notaciones de 2.7¢) (capitulo I) vemos que

r : a3t f
D f(a)(el,...,el,...,en,...,en) = < S (a)
) ax, ! ax o
0!1 G.n 1 20 n
que notaremos como Daf(a), a = (al,...,an) e N" con la] = r.
Asi tenemos
1
D'f(a)(x,...,x) = ) 5? D f(a).x* (15)

lo]=x
. . . P - r
expresidon del polinomio homogéneo asociado a D f(a).

Mencionemos de paso que de lo precedente se deduce que si f es de clase

¢’ entonces no s6lo existen las derivadas arciales D f al = 1), sino
p o ,

que también son continuas como aplicaciones de @ en F.

PROPOSICION 3.11. Sean @ ¢ E, @' C F abiertos, sean f: @ — F y
g: 9' — G aplicaciones tales que £(Q) c @', f(a) = b. Sea 1 < r < =,

i) Si f y g son respectivamente r-veces diferenciables en a y b,

gf: @ — G es r-veces diferenciable en a.

ii) Si f y g son de clase C*, también lo es gf.

DEMOSTRACION. Induccién sobre T> con un argumento formal andlogo al 3.2
(dsese el mismo diagrama). El caso r=w resulta resulta de la validez de
la tesis para todo r finito.

La férmula que expresa D'gf es bastante complicada, y no la trataremos
aqui ([6]); no obstante el siguiente caso particular es interesante:
PROPOSICION 3.12. Sea @ abierto en E y £f: @ — F r-veces diferenciable;
si u: G — E es affin (esto es, u(x) = T(x)+a con T e L(G,E) y a€E) y

Q' = u_l(Q) entonces para todo x € Q' vale

D*fu(x) = DTf(u(x)) (T x...x T) (16)
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DEMOSTRACION. Como fu es r-veces diferenciable por 3.11 y (16) es cierta
para r=1, por induccién resulta

-1 -1

N D* fu(x+tv1)(vz,...,vr)-Dr fu(x)(vy,..,v )

D fu(x)(vl,...,v ) = 1im ‘=
r t+0 t

DTTHE()AT(v)) . ) (T(v,) ., T(v D) -DF HE () (T(v,) 5. .., T (V)

lim
t->0 t

(DO ) (W) (T T (T(v,),.. ., T(V)) = DFE(u()) (T(Vy),.. ., T(V.))

COROLARIO 3,13, Con las hipStesis anteriores, si G = R y u(t) = a+t(b-a),
para todo t € R tal que a+t(b-a) € @ es
(fu) ¥ (£) = DFu(t)(1,...,1) = D'f(a+t(b-a)) (b-a,...,b-a)

Veamos ahora dos ejemplos:

EJEMPLOS 3.14 .a) Todo polinomio f: E — F es una funcidén C” (cf.2.8,cap.
I); en efecto, es suficiente verificar esto en el caso homogéneo, lo que
a su vez se reduce a ver que toda ¢ € £r(E,F) es de clase C*. Pero esto
es claro por induccidn, ya que

D¢(a)(v1,...,vr) =

o

¢(v1,...,vi_l,ai,vi+1,...,vr)

i=1

muestra que D¢(a) es suma de aplicaciones (r-1)-lineales. Mis generalmen-
te si ¢: E. x..,.x Er — F es multilineal continua y y: E1 X.ooX Er —

1 -1
e £(Er,F) es w(xl,...,xr_l)(x) = ¢(x1,...,xr_l,x) entonces la composi-
cién
El X X Er~1 xE ——— L(E ,F}) ——— F
wxlE e

es ¢ (donde e(T,x)
induccién sobre r, con 3.6b).

T(x)) cf.2.2d) de cap.I. Esto permite argumentar por
b) Sea A un dlgebra de Banach, y sea 6: Ay, —> A la inversa o(x) = x~ !

(ver 3.1 de cap.I). La identidad (cf. ejercicio 4 de 2.4):

(x+v)—1 -x b x by xtt - (x+v)_l.vx"1v.x_1

y la continuidad de v — (x+v)_1 en v=0, muestra que 8 es diferenciable

y que

De (x) (v) =.-x_1.v.x_l

Si n: A — L(A,A) es 1la aplicaciénllineal continua n(x)(v) = x.v.x, la
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férmula precedente expresa que
Dé = -no : A, —— L(A,A)

Luego D6 es también diferenciable (1.5), asi que & es dos veces diferen-

ciable, luego D& es dos veces diferenciable, ... . Es evidente entonces
que 8 es de clase C .

Para terminar en el siguiente resultado se utiliza la notacién siguiente:
» BC(X,F) indi-
card el espacio de aplicaciones continuas acotadas f: X —— F, normado
por Il fll = sup {|f(x)|: x € X}.

si X es un espacio topolégico y F es un espacio normado

PROPOSICION 3.15. Sea @ C E un abierto convexo, sea F un espacio de Ba-
nach y sea fn: € — F una sucesién de aplicaciones de clase CF (0 <r <
< =), acotadas. Se supone que para todo k < r+1, la sucesién Dkfn €

€ BC(R,L, (E,F)) es de Cauchy.

Entonces existe una aplicacién f: @ — F de clase CF tal que Dkfn — DXf
uniformemente para todo k < r+1.

DEMOSTRACION. Esto es conocido si r=0 » puesto que BC(Q,F) es un espacio
de Banach (sin hip6tesis sobre Q); como también lo es L (E,F) sigue que
existen aplicaciones continuas acotadas g, : & — Ly (E,F) para cada k

(0 <k <r+1), con Dkfn — g, uniformemente.

Lo que hay que demostrar es entonces: cada g, ©s diferenciable, y DXf =
= 8 donde f = go-

Por 3.7 es suficiente entonces considerar el caso r=1; escribimos (2.2):
1
fn(x) - fn(a) = JO Df (a+t(x-a)) (x-a)dt
Como la convergencia Df, — g; es uniforme,
1
f(x) - f(a) = { gl(a+t(x—a))(x—a)dt
-0

Como g; es continua , dado ¢ > 0 hay un 6§ >0 tal que lgl(y)—gl(a)] < e
si |x-a| < &§; luego si |x-a] <& sers

1
[£0x)-£(a)-g, (2) (x-a)| < | |g (a+t(x-a))-g,(a)].|x-a|dt < e.|x-a]
1 0 1 1

de donde: f es diferenciable en a, con Df(a) = gl(a). Como esto vale para
todo a € 9, sigue la tesis.

EJERCICIOS 3.16. 1) Calcular D%f(a), D3f(a), D*f: R? — £, (R*,R?) para
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-X

a = (0,1) vy f: R? — R2 dada por f(xl,xz) = (e 1cos xz,xi sen xz).

2) Si f: @ — F es r-veces diferenciable y T € £L(F,G), Tf es r-veces di-
ferenciable y DYTf(x) = TD*f(x) para todo x € Q.

3) Sea f: E —> F un polinomio homogéneo de grado r, sea ¢ la aplicacidn
r-lineal simétrica asociada. Usando 2.4 del cap.I, probar que

K 0 k>r
D f(a)(x,...,x) = r!
—(—m—z- ¢(a,...,a,x,...,x) 0<sk<r

k

Deducir que si P es un polinomio de grado < m, es

plarx) = 1 DER(A (o

4) Si A es un dlgebra de Banach y 6: A, — A es 08(x) = x_l, probar que

-1 -1 -1 -
Dre(x)(vl,...,vr) = (-1F g X .Vcl.x < .Vcr.x 1

{suma extendida a todas las permutaciones o: [r] — [r]). (Sug: induc-
cién y 3.14b)). '

5) Sea J C R un intervalo abierto con [0,1] C J, sea F un espacio de Ba-
nach y sea ¢: J — F de clase C* (r > 1). Probar:

r-1 (k) 1
i) e(1) = kzo L2 T 0) . (r]1)! JO (1-t)r'1.¢(r)(t)dt (Induccién)
. R () R b el (1) ey ()
i em = ]ty IO R G G R OPEL

(Sug: usar i)).

6) Sea @ C E abierto, sea F un espacio de Banach y sea f: @ —» F de cla-
se CT (r > 1), Sea U = {(x,v): x+tveq para todo t € [0,1]}

i) U es entorno abierto de ¢ x {0} en @ x E.

ii) Si R: U — £r(E,F) es
1
R(x,v) = 1;4777-J (1-t) T, (DY f (x+tv) -DF£ (x))dt
* 0
entonces R es continua y R(x,0) = 0.

r k
iii) f(x+v) = ] 9—§§51 (v,.o,v) + R(x,v)
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para todo (x,v) € U ("férmula de Taylor") (Sug: considerar e(t) = f(x+tv),
usar el ejercicio anterior y 3.13),

7) Sea F un espacio de Banach, sea P, E — F una sucesidn de polinomios
homogéneos de grado T, con aplicaciones r-lineales simétricas asociadas
¢,t E¥ — F (aqui K = R 6 ).

Se supone que Iim "¢r”1/r = 1/R , R > 0.
n
i) Probar que la sucesién fn = J Pr converge uniformemente en toda bola

B, = {x: [x] <«} con a <R, a una aplicacién f: V. — F

(Vg = {x: [x] <R}).

ii) f es la clase C~ y D f — D f uniformemente en toda bola B o & <R,
para cada k > 0 (usar 3. 15)

iii) Para todo k > 0, D £(0) = k! ¢y

8) Sean E,F espacios de Banach sobre K = R 6 C Yy sea Q9 C E abierto; una
aplicacidén f: @ — F se dice anglftica si para cada a € 9 existe una su-
cesidn Pr: E — F de polinomios homogéneos de grado r y un R > 0 tales
que [v|] <R =a+veaqy

1°) La serie ] P (V) converge para todo v con [v] < R.
r20

2°) Si |v| <R, f(a+v) = ¥ P_(v),
r20

i) Demostrar que (con las notaciones anteriores) la serie P converge
r20

r
uniformemente en la bola cerrada B,» « <Ry que ]Pr(x)] < lﬁ%— para to-
do x (Sug: si ¢ € F*, considerar t —» vf(a+tv) que es analitica en
[t] <1 si Jv] <Rr).

ii) Probar que toda funcién analitica es C~ (Sug: usando i), demostrar

que es diferenciable, con diferencial analfitica).

9) Para toda dlgebra de Banach A sobre K = R § C, sea U (A) = {ae€A
la] <R} , 0 <R<w, Sio0 r(A) es el dlgebra de func1ones analltlcas

f: U (A) — A, probar: existe un tnico homomorfismo o: OR(K) — OR(A)
de algebras que verifica

i) Si P: K — K es polinomio, o(P)(x) = P(x).

ii) Si fn —> f uniformemente sobre compactos, o(f,) — o(f) uniforme-
mente en Ua(A) para todo a, 0 < a < R.

(Sug: sustituir "t" por "x" en las series enteras).

Si A es una C*-3lgebra (cap.I,83), entonces o(f) (x)* = o(f)(x) si x = x*
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y £(2) = £(2).
10) Usando el ejercicio anterior, probar que en toda dlgebra de Banach A

k [+
la funcién exp: A — A definida por exp(x) =, | %T es de clase C
k=0 °
i) Dexp(0) = 1AV
ii) exp(x) € A, , exp(-x) = exp(x)'ﬂ;

iii) exp(x+y) = exp(x).exp(y) si Xy = yX.

§ 4 - DIFEOMORFISMOS.

La nocién de "difeomorfismo' corresponde en el contexto diferenciable con
la idea de homeomorfismo para espacios topoldgicos.

DEFINICION 4.1. Sean E,F espacios normados y sean @ C E, @' C F abiertos.
Una aplicacién f: 9 — Q' se dice Ck-difeomorfismo si se verifican

a) f es de clase ck.
b) f es biyectiva,
c) 71 es de clase ck,

Evidentemente si k=0 esto es la definicién de homeomorfismo, de manera
que la novedad aparece si k > 1; si k=~, £ se dird un difeomorfismo.

DEFINICION 4.2. 5i E,F son espacios normados y @ C E es un abierto, una
aplicacién f: 9 — F se dice un Ck-difeomorfismo local en a € Q si exis-
ten entornos U de a y V de f(a) tales que f|U: U — V es un ckl-difeo-

morfismo. Diremos que f es un Ck-difeomorfismo local si lo es en cada
a e qQ,

OBSERVACIONES 4.3. a) Una aplicacién puede ser c” y biyectiva , pero no
difeomorfismo; por ejemplo f(t) = t3 en R, (su inversa t — t1/3 no es
diferenciable en t=0).

b) Si f: @ —> F es un C¥-difeomorfismo local en a (k > 0), necesariamen
te Df(a): E —> F es un isomorffsmo. Pues -con la notacién de 4.2- si

g = (f£]l)"!: v — U de 1.5 se deduce que Dg(f(a))Df(a) = 1; vy

Df (a)Dg(£(a)) = 1, asi que Dg(f(a)) = Df(a)~! '

c) Si f: @ — F es un ck-difeomorfismo local (k = 0), para todo abierto
U ca, £f{(U) es abierto en F (en particular, £(Q2) es abierto). PRUEBA: si
be f(U), con51deramos un a € U con f{a) = b; hay entornos U, de ay V1
de b con fJUl Uy — V1 un C¥-difeomorfismo. Luego U nU, es entorno
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~abierto de a y por lo tanto f(U n U;) es entorno abierto de b en Vi; por
lo tanto es entorno abierto de b (contenido en f(U)), ya que V1 es abier-
to.

d) Si f: @ -— F es un Ck-difeomorfismo local inyectivo (k =2 0), entonces
f: @ — f(Q) es un Ck-difeomorfismo. PRUEBA: Basta ver que £71 es local-
mente de clase CK, 1o que es inmediato ya que con la notacidn de 4.2 se-

ri £Hv = (f|ln7t v — v,

EJEMPLOS 4.4, a) TRASLACIONES. Si T, E—> E es T,(x) = x+a, 1, es tri-
vialmente un difeomorfismo (pues es claro que es C® y que T;l = T_,, otra
traslacién).

b) AUTOMORFISMOS. De manera andloga, toda transformacién T € GL(E) resul-
ta un difeomorfismo.

¢) COORDENADAS POLARES EN RZ. Se trata del conocido difeomorfismo
f(r,e) = (r cos 8,r sen 8)

de (0,») x (60,60+2n) en U = R2-L, donde L es la semirrecta definida por
(t cos eo,t sSen 60), t>=0.

d) E1 siguiente ejemplo es tebdricamente relevante; se trata de 6: A, —
— A, donde 5(x) = x~1 para un dlgebra de Banach A (cf.3.14). Es un di-
feomorfismo puesto que ¢ es C” y 671 = ¢,

e) Si f: @) — Q9 ¥y g: Qp —> Q3 son Ck—difeomorfismos (k > 0) también
lo es gf: 1] — Q4 (mds general: si f es Ck-difeomorfismo local en
a€f;yges Ck-difeomorfismo local en b = f(a), gf es Ck-difeomorfismo
local en a).

NOTA 4.5. Hemos visto en 4.3b) que si k > 0, la existencia de un Ck—difeg
morfismo local entre un abierto de E y un abierto de F implica necesaria-
mente que E y F son isomorfos. En particular: si n#m, no puede haber un
Ck-difeomorfismo local entre un abierto de R® y un abierto de R®, supues -
to que k > 0.

Este resultado es vdlido incluso si k=0, pero la prueba en este caso es
mds delicada (''teorema de invariancia de dominio", ver por ejemplo [ 3],
18.11). Conviene sefialar asimismo que esto es falso si E y F son ambos

de dimensién infinita (dos eéspacios de Banach separables de dimensidén in-
finita son homeomorfos, ver [4], [5]).

Veamos ahora que la condicién c¢) de la definicién 4.1 puede debilitarse:

LEMA 4.6. Sean @ C E y @' € F abiertos y sea f: ¢ — @' una biyeccién
de clase ck (1 < k < «). Entonces si £~ 1: g —» g es diferenciable, es
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de clase ck (y por lo tanto f es un Ck-difeomorfismo).

DEMOSTRACION. Si 1 oes diferenciable, como en 4.3b) se tiene Df_l(y) =

L.

= Df(f-l(y))jl para cada y € @'. Por consiguiente Df~ Q' — £(F,E) se

escribe como 'la composicidn

o' 9 Iso(E,F) ——— 1Iso(F,E) (*)
£l Df i
donde i(T) = T—1 (ver ejercicio 1 de 4.9). Como i es c” y Df es de clase
Ck_l, la continuidad de f_l nos da: Df ! es continua (o sea £ es Cl).

1 1

es Cz,... . En general,
1

Nuevamente (*) nos da Df ~ de clase Cl, luego f~

si £71 r-1 de clase CF,

se supone de clase C , de (*) resulta también Df

y por lo tanto £t de clase C' (para cada r con 1 < r < k+1),

TEOREMA 4.7 ("Teorema de la funcidén inversa'). Sean E,F espacios de Ba-
nach, sea @ un abierto en E y sea f: @ — F de clase ck (k > 0). Si
aeqyDf(a): E— F es un isomorfismo, f es un c¥-difeomorfismo local
en a.

DEMOSTRACION. Sea b = f(a) y consideremos la aplicacién x —= g(x) =
= Df(O)—lr_bfra(x) = DE(0) 1 (£(x+a))-DE(0) L (b) (cf. 4.4a)b)); g estd de-

finida en el abierto T_a(Q), entorno de 0 en E y claramente

g: t_, (®) — E g(0) =0 Dg(0) = 1,
Evidentemente basta probar que hay entornos U,V de 0 tales que g|U
U —> V es un CK-difeomorfismo (n6tese que f = Ty Df(O)gr_a, cf.4.4.¢e)).

0 1o que es igual: probar el teorema en el caso particular en que: E = F,

a=0, £(0) = 0 y Df(0) = 1E’ que es lo que pasaremos hacer.

Como Df: @ — L(E,E) es continua, hay un entorno Q; C @ de 0 tal que
Df(x) € GL(E) si x € ©,; por otro lado dado e = 1/2 hay un r > 0 tal que

IDf(x) - 1gxll < 1/2 si |x| < r, pudiendo evidentemente suponerse que
VIKO) = {x € E: |x| €1} cC Q.
Sean

A={xeE: |x|] €r} B = % A= {x€E: |x| < %}

y sea h: BxA — E definida por
hiy,x) = h (x) =y + x - £(x)

asi que para cada y € B es hy: A — E.
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Claramente hy(O) = Yy para todo y € B; y si y € B es
1
lhy(xl) - hy(xz)! < 7 lxl - Xzi (X11X2 en A) (1)

(PRUEBA: pues HDhy(x)H = H1E - DE(X)I < % si x € Ay se aplica 2.3, ya

que A es convexo). Ademds de (1) resulta
By < b ) - b ] + b <Ly o (g

de donde resulta que hy(A) C A para cada y € B.

Por (1) resulta que cada hy: A — A es una contraccién de razén 1/2,asi

queé por el teorema de punto fijo de Banach (ejercicio 2 de 4.9) para ca-

da y € B hay un Gnico x € A tal que hv(x) = X. Llamdndolo h(y) resulta

una aplicacidén h: B — A, con g(y) = y *+ gly) - fg(y); por lo tanto

fg(y) = y asi que f: A — B es suryectiva,

Pero por otro lado f es inyectiva va que por (1) es

O -£G) L= 1(h () -x) - (B (x,)-%,) | > | [x,-x, | - hy (x)) b (x,)]] >
1 _ 1 _

= 'xl'le - |hy(xl)‘hy(xz), = le_le -7 ,xl—XZI -7 lxl le

vale decir

1
|f(x1) - f(xy)| = > lxl-le (3)
y de aqui sigue que f: A —> B es biyectiva.
Escribiendo (3) en la forma
2y vyl > ley ey, | )
resulta ademds que g = £l B —s A es continua. Para completar la demos-

tracién basta ver que g = f_1 es diferenciable en Y, = f(xl) (cf.4.6).
Ahora de
£(x) - £0x)) = DE(x)) (x-x)) + T(x) lin LX) g

x->x1 ]x-xll
se obtiene (aplicando Df(xl)_1 y escribiendo y = f(x), y, = f(xl)):
- - -1 ' -1
£1y) - £y = DEx ) Ty - DEGx )T r(x)

Y entonces es suficiente demostrar que

DE(x) " e (y))
lim =0

vy, y-y,|

Como Df(xl)_1 € L£(E,E), basta probar que
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-1
1im IE-OD) -
y+y1 |Y'y1|

Pero
-1 -1
Leton ). feetont  1ETOE TOT et

ly-y, o ) ly-y, | ERC O A O

por (4), asi que debemos probar que

-1
lim. —tE 0} -0
yry, - ()|

Pero esto es trivial debido a la hipdtesis sobre r y al hecho que f es
un homeomorfismo (esto es, la continuidad de f'l).

COROLARIO 4.8. Sea £ C E un abierto y sea f: @ —> F de clase CX (k > 0).

i) f es un ck-difeomorfismo local si y s6lo si Df(x) es un isomorfismo
para todo x € Q.

ii) £ es un Ck—difeomorfismo de @ sobre el abierto f(Q) si y sélo si f
es inyectiva y Df(x) es isomorfismo para todo x € Q.

EJERCICIOS 4.9. 1) Sean E,F espacios de Banach, sea Iso(E,F) c £(E,F) el
conjunto de isomorfismos u: E — F.

i) Iso(E,F) es abierto en L(E,F) (Sug: si u, € Iso(E,F), via uolu redu-
cirlo al caso E = F, esto es GL(E)).

ii) u — u ! es C™ de Iso(E,F) en Iso(F,E) (cf.3.14b)).

2) Sea X un espacio métrico completo; una aplicacién u: X — X se dice

una contraceidén de razdn o si d(u{x),u(x')) < o.d(x,x') para todo x,x’
en X.

Probar el teorema de punto fijo de Banach: si u es una contraccién de ra
z6n a con 0 < a < 1, existe un Gnico x € X tal que u(x) = x. (Sug: la u-

nicidad es trivial; para existencia témese x, € X y definase x =

0 r+1

r+l(x0). Pruébese que la sucesién (Xj)jz

= u(x,) =u o €S de Cauchy y téme

se x = lim x.).
e
3) Si @ c R es un intervalo y f: @ — R es un ck-difeomorfismo local

(k > 1), £ es inyectiva (y por lo tanto un ck-difeomorfismo entre @ y

£(2)).
4) Sea f: R — R, £(0) = 0y £(t) = & + t? sen 1/t para t#0.
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i) f es diferenciable y £'(0) # 0.
ii) No existe ningln entorno de 0 en el cual f es inyectiva (Sug: tn =

1 ).

2mn

Deducir que la hipétesis de continuidad sobre Df no puede ser eliminada
en 4.7, '

8§ 5 - TEOREMAS DE RANGO CONSTANTE.

. . . .. k . .
Disponiendo de una buena caracterizacién de los C -difeomorfismos, el es-
- tudio de una aplicacién en un entorno de un punto a puede hacerse 'cam-
biando coordenadas".

DEFINICION 5.1. Sean E y F espacios de Banach, sea @ abierto en E y sea
a€Qq. 81 f: @ — F es de clase CK (0 €k € »), una representacidn lo-
cal de f en a es una terna ((u,U0),(v,V),g) donde

a) U es entorno de 0 € E Y u es-un Ck-difeomorfismo de U sobre un entor-
no de a, u(U) C @, u(0)

a.

b) V es un entorno de 0 € F Yy V es un Ck-difeomorfismo de V sobre un en-
torno de b = f(a), v(0) b.

c) g: U —> F es de clase C¥ y vilfy = g.

OBSERVACIONES 5.,2. a) Con las notaciones anteriores, u y v interpretan
como '"cambios de coordenadas", Yy g es la "expresidn" de f en los nuevos
sistemas de coordenadas. Nétese que g(0) = 0.

f

. . .. a,—~ _ ,,f(a)
b) La idea es encontrar bajo que condiciones la :

aplicacién f tiene una representacién local "'sen [ u IV
cilla". EJEMPLO: si Df(x) = 0 para todo x en un 0 ———————0 0
entotorno de a, f tiene una representacién local

de la forma ((u,U),(v,V),0) (consecuencia de 2.4, ejercicio 1). En tal
sentido tenemos:

TEOREMA 5.3, Sean E,F espacios de Banach, £ abierto en E, a€qy sea
f: @ — F de clase CX¥ (1 <k < «). Supongamos que Df(a): E — F es un
epimorfismo directo (cap.I1,1.13b)), y sea b = f(a).

Existe entonces una representacién local de f en a de la forma
((U,u), (F,t,),Df(a))
.0 sea: hay un entorno U de 0 € E y un Ck-difeomorfismo u de U sobre un
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entorno U'c @ de a tal que fu(x) = Df(a)(x) + b para todo x € U.
DEMOSTRACION. Supongamos primero a=0, f(a) = 0; sea h € £L(F,E) tal que
Df(0)h = 15. La aplicacién g(x) = hf(x) + x - hDf(0)(x) estd definida en
@, con g(0) = 0 y Dg(0) = 1g; luego por 4.7 existen entornos U, U' de 0
tales que g|U': U' — U es un ck-difeomorfismo. Claramente Dg(x) =
= hDf(x) + 1; - hDf(0) luego componiendo con Df(0) resulta que para to-
do x € U' es

Df(0) Dg(x) = Df(x)
vale decir

D(Df(0)g) = Df

en U'. Si éste se toma conexo tendremos Df(0) g|U' = f|U' + const , pero
como g(0) = 0, £(0) = 0 se obtiene finalmente Df(0) g|U' = £|U' y la te-
sis es inmediata tomando u = (g|U')'1: Uu— Uu'.

El caso general del enunciado se reduce a éste, considerando la aplica-

cién x — f(x+a)-b = T_bfTa definida en T_a(Q).

Dualmente:

TEOREMA 5.4. Sean E,F espacios de Banach, @ abierto en E, a € @y
f: 9@ —> F de clase Ck (1 < k < =). Supongamos que Df(a): E — F es un
monomorfismo directo (cap.I,1.13b)) y sea b = f(a).

Existe entonces una representacidén local de f en a de 1la forma
((U,ra),(V,v),Df(a))

O sea: existen entornos U de 0 € E conU + a C 2@y V de 0 € F, junto con
un CK-difeomorfismo v de V sobre un entorno de b tales que V'lf(x+a) =
= Df(a)(x) si x € U (o bien vDf(a)(x-a) = f(x) para todo x € U+a).

DEMOSTRACION. Consideramos el caso a=0, f(a) = 0; sea h € £(F,E) tal que
hDf(0) = 15 y sea v(y) = fh(y) + y - Df(0)h(y). Claramente v(0) =0y
Dv(0) = 1y asi que v establece un ck-difeomorfismo de un entorno V de 0
sobre un entorno V' de 0.

8i Uy, f‘l(V') es vDf(0)(x) = f(x) para todo x € U = componente conexa
de 0 en Ug,.

El caso general queda como ejercicio.

OBSERVACIONES. 5.5. a) Cuando F es de dimensién finita, la condicién de
5.3 se lee "Df(a) es suryectiva'; andlogamente si E es de dimensidn fini-

ta, la hipdtesis en 5.4 es "Df(a) es inyectiVa" (ver cap.I, 1.12).

b) En la situacién de 5.3, flu(U) : u(U) — F resulta una aplicacidén a-
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bierta (ya que Df(a) es abierta por ser epimorfismo).

c) Dualmente en 5.4, f es inyectiva en U+a; y mds exactamente f(U+a) =
vDf(a) (U) = v(ImDf(a) n W), donde W es un abierto en F tal que Df(a) (U) =
= Im(Df(a)) n w.

d) Los teoremas 5.3 Yy 5.4 nos dan condiciones suficientes para que una
aplicacidén tenga una representacidn local lineal. Antes de pasar a un ca
so mds general, veamos una consecuencia importante,

TEOREMA 5.6. Sean E,F espacios de Banach, @ abierto en E y £f: @ — F de
clase C* (1< k<), Seaaecnyb - f(a).

i) Supongamos Df(a) epimorfismo directo y sea Ey = niicleo de Df(a). Exis-
ten entonces entornos U, C 2 de a, Up de 0 € Eg y Vi, de b € F y un Ck-di—
feomorfismo ¢: UpxVy —— U, tal que fr(x,y) = y para todo (x,y) € UgxVy,

con z(0,b) = a,

ii) Supongamos Df(a) monomorfismo directo y sea Fy un suplemento de 1a i-
magen de Df(a). Existen entonces entornos U, C @ de a, Vy, de b en F y Vo
de 0 € F, y un Ck—difeomorfismo £: Vg — U xVg tal que zf(x) = (x,0) pa-
ra todo x € U, ¢(b) = (a,0). '

Grdficamente el teorema se resume en los diagramas

i) Ua — Vb ii) Ua g Vb

proy. iny,.

DEMOSTRACION. i) Sea h € £(F,E) con Df(a)h = g,y consideremos el iso-
morfismo ¢: EOxF -— E, o(x,y) = x + h(y) - h(b) con ¢(0,b) = 0, Cierta-
mente Df(a)y(x,y) = y-b = T_b(y).

Consideramos 1la notacién de 5.3, hay entornos Upg CEj de 0y V, c F de b
con \P(onvb) C u.

Poniendo u, = uw(UOxVb), la tesis resulta haciendo = uy.

ii) Es andloga y queda como ejercicio.

En el caso general, no es ficil obtener una representacién local sencilla
para una aplicacién, y nos limitaremos al estudio de un caso particular.
Asi si @ es abierto en E, aeay f: @ — F es de clase ck (1 <k € =

diremos que f es localrente directa en a si existen subespacios E, c E,

1
F2 C F y un entorno U de a tales que:
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i) Para todo x € U, E es suma topolégica de E1 y el nicleo de Df(x).
ii) Para todo x € U, F es suma topoldgica de F, y la imagen de Df(x).

La caracterizacidn de las aplicaciones localmente directas se basa en el
siguiente lema algebraico:

LEMA 5.7. Sean T,,T; en £L(E,F) y supongamos que Ty es un morfismo direc-
to, y sean EI,F2 subespacios respectivos de E y F tales que

E, ® N(Tj) = E Im(T,) ® F, = F

Entonces si

A B] . E, ] Im(TO)]
o D N(Ty) L Fy

es la representacidon de T; en las descomposiciones de E y F (véase cap.I,
luego de 1.12) son equivalentes las afirmaciones:

i) T1 es directo y E1 ® N(Tl) = E, Im(Tl) ® F2 = F

ii) A € Iso(E,,Im(T))) y D = CA™'B.

Si ademds se supone dim(El) < «», las condiciones anteriores son a su vez
equivalentes a

ii1i) A € Iso(El,Im(To)) y dim Im(Tl) = dim Im(TO).

DEMOSTRACION. Supongamos que vale ii); la aplicacién T1 se escribe

(vl,vz) —_— (A(V1+A_1B(V2)),C(V1+A—1B(V2)), como aplicacidn

E=E ®N(T,) — Im(T,) ® F, = F

Luego N(Tl) = {(vl,vz): v1+A—1B(v2) = 0} se identifica con el griafico de
v — -A_lB(v), de N(TO) en E1 y por lo tanto es claro que N(Tl) es su-

plemento topolégico de E, (ver ejercicio 1 en 5.11).

Por otro lado es evidente que Im(Tl) N F2 = 0; ademais Im(Tl) =

= {(A(vl),C(Vl)): v, € El} y el isomorfismo (ul,uz) — (A—l(ul),uz) de
de F = Im(TO) ® F2 sobre Ele2 manda F2 sobre {O}xF2 e Im(Tl) sobre el

griafico de C: E, — FZ’ de donde es claro que Im(Tl) es suplemento topo-
1l6gico de E,.

Ahora si vale i), consideramos el diagrama
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E1 X N(Tl) _—_-—E_—__—+ Im(Tl) x F2
a ~ ~ B
E =E, ©N(T,) — Im(Ty) ® F, = F
1
donde o es el isomorfismo v —s (vl,vz) donde v, (resp: v2) es la proyec-

cién de v sobre E1 de nficleo N(Tl) (resp: proyeccién de v sobre N(Tl) de

nticleo El) y andlogamente para B. Asf a y B se representan con las matri-
ces

(1 u) E, [ E,

: _— ae Iso(N(TO),N(Tl))
QU a| N(TO) N(Tl)
(b 0) Im(T,) (Im(T )

: _— b e Iso(Im(Tl),Im(TO))
W 1 F2 | F2

Por otro lado y es la representacién de T, en la descomposicién indicada,

asi que
A 0 El Im(Tl)
VY corresponde a :
0 0 N(Tl) E,
donde A € Tso(El,Im(Tl)). Por consiguiente
b 0 A 0 1 u ba bau A B
w 1 0 0 0 a WA wiu C D
es exactamente la representacién de la hip6tesis. Sigue que A: E{ —

— Im(Ty) es isomorfismo Yy que D = wiu = wk(x‘lb'l)bxu = CA-1B como que-
riamos.

Finalmente, si suponemos dim(E;) = dim(Im(Ty)) = r digamos, y si vale i)
claramente debe ser dim Im(Tl) = dim Im(TO) (ambos subespacios tienen el
mismo suplemento Fz).

-1

Reciprocamente si dim(El) < « y vale iii), veamos que D = CA™ "B,

El isomorfismo F — F representado por
1 0 Im(TO) Im(To)
: >

-1
-CA 1 F, F,

| ——

compuesto con T1 tiene por matriz
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1 0 A B
-ca”t 1) lc b
La aplicacién E — F representada por esta matriz debeitener una imagen

V de dimensién r. Como A € Iso(E;,Im(Ty)) y ambos E;, Im(Ty) tienen di-
mensién r, forzosamente V C Im(T,). Luego D-CA™1B = 0.

A B
(o D-CA™ 1B

TEOREMA 5.8. Sean E,F espacios de Banach, sea @ abierto en E, a € Q vy
sea f: @ — F de clase C¥ (1 € k € »), localmente directo en a.

Entonces existe una représentacién local de f en a de 1la forma
(w,uw), v,v),T)

donde T € L(E,F) es un morfismo directo (cf. ejercicio 2 de 5.11).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer a=0, f(a) = 0;
por hipbtesis hay un entorno 2y de 0 y subespacios directos tales que

E = E, ® NODf(x)) F

Im(Df(x)) © F,

para todo x € 2,. Pongamos NO = N(Df(O)),-F1
En la descomposicién E = E, ® NO’ F=F ®F,, Df(x) se representa por
la matriz (cf.1.7):

N0

. Por el lema anterior

Im(DE(0)).

lel(x) szl(x)

lez(x) szz(x)

donde x = (xl,xz) € 2,

Jlel(x) : B, — F, es isomorfismo vy
_ -1
D, £,(x) = D £,(x) Dyf,(X)77 D, £, (x)

para todo x € Q-
Sea w(xl,xz) = (fl(xl,xz),xz); ¢ es de clase ck y estd definida en el en

torno a, de (0,0) € E1 @ NO’ vioQ

Claramente Dp(0) es isomorfismo, con

— Fl o NO’ ¢(0,0) = 0.

-1 -1
De(x) = D, f, (x) D,f, (x) el - D, f, (x) -D, £, (x)7 "D, £, (x)
0 1 0 1

Luego ¢v: 2; — Q9 es un Ck-difeomorfismo para convenientes entornos Q;

y 8, de 0 en E = E1 @ NO‘

48



Sea ahora y: 2, N (Elx{O}) X Fz — F = leFZ dada por

1

‘P(XI’Y) = (fl‘p_l(xl,o) ,Y"fz‘P— (XI’O))

bien de clase Ck (nétese que w(xl,y) = fw_l(xl,O) + (0,y)).
Finalmente si T: E — Ele2 es T(xl,xz) = (xl,O), tendremos wTw(xl,x2)=

= fwﬁl(fl(xl,xz),O) y por consiguiente

D, £, (x) szl(x)Hlel(x)—l -lel(x)‘lvzfl(x)][lel(x) D, £, (x)

DyTy (x) es [
lez(x) szz(x) 0 1

0 0

Efectuando el "producto" indicado se obtiene

DyTy (x) = Df(x) X € Q,

Por lo tanto si U es la componente conexa de 0 en 2, resultard yTy = f
sobre U, lo que da enseguida la tesis.

OBSERVACIONES 5.9. a) Sea @ abierto en E, f: @ — F de clase Ck (k> 1)
y definamos Te: & —> N U {«} por rf(x) = rango de Df(x) (= dimensién de
la imagen de Df(x)).

Para cada s < =, definimos R (f) = {x: re(x) = s}; decimos que a es un
punto regular de f si existe un s < « tal que Rs(f) es entorno (no nece-

sariamente abierto) de a. O lo que es igual: r. es constante (y finito)
en un entorno de a.

b) E1 conjunto Reg(f) de los puntos regulares de f es abierto por defini-
cién.
c) Si re(xg) = £ < =, entonces re(x) = £ para todo x en un entorno V de

Xq (o sea: Te: @ —> N U {»} es semicontinua inferiormente).

En efecto si E; @ N(Df(xg)) = E e Im(Df(xO))® F, = F, Df(xy) se repre-
senta mediante

D, £, (x,) 0] . E, J Im(Df(xo))J
0 0 N(Df(xo)) F,

con lel(xo) 1= Iso(El,Im(Df(xO))).Por continuidad de Df, hay un entorno

V de X, tal que lel(x) € Iso(El,Im(Df(xO)))para todo x € V y por 1lo tan -
to dim(Im(Df(x)))=> £ si x € V puesto que Df(x) resulta inyectiva sobre
El'

d) Si r¢: @ — N U {=} es acotada (en particular si E 6 F son de dimen-
sion finita), entonces Reg(f) es denso en Q. PRUEBA: si W # @ es um abier
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toen @y £ = mdx {re(x): x € W} ; sea xg € W con.re(xy) = £. Como nece-
sariamente rf(x) = £ para todo x en un entorno V de X (cf. ¢)) obtene-
mos B #WNnVcvn Rz(f) y por lo tanto W NV C Reg(f) n V.

De estas disquisiciones resulta:

‘ 4
TEOREMA 5.10 (''teorema del rango constante"). Sean E,F espacios de Banach,
sea § C E abierto y f: @ — F de clase ck (1 < k < »). Entonces si a es
punto regular de f, hay una représentacién local de f de la forma
((U,u), (v,v),T) donde T € L(E,F) es de rango rf(a).

DEMOSTRACION. Pues f es localmente directo en a) por 5.7 iii) (comparar
con 5.9 c¢c)).

EJERCICIOS 5.11. 1) Sean E,F espacios normados y sea T € £(E,F); probar
que el griafico Ge = {(x,T(x)):x € E} es un subespacio suplementario de
{0}xF en ExF.

2) Sean E,F espacios de Banach, sea f: @ — F de clase ck (k = 1) don-
de 9 es abierto en E. Sea a € Q; si f tiene una representacidn local en
a del tipo ((U,u),(V,v),T) con T: E — F un morfismo directo, entonces
f es localmente directo en a.

3) Sea © un abierto en K%, f: o — K" de clase ck (k > 1). Si a € 2 es
tal que r¢(x) = r para todo x en un entorno de a, probar que hay una re-
presentacién local de f en a del tipo

((U,u), (V,v),s )
donde sr(tl,...,tn) = (tl,...,tr,O,...,O).

(Sug: Usar 5.10 y un cambio de bases en K" y K™).

4) Sean E,F espacios de Banach, sea 9 abierto en E y f: @ — F de clase
ck (x = 1).

i) Si dim E < » y f es localmente inyectiva, el conjunto de puntos x € Q
en los cuales Df(x) es inyectiva es un abierto denso.

ii) Si dim F < = y f es abierta, el conjunto de los x € @ en los cuales"
Df(x) es suryectiva es un abierto denso.

[

iii) Se supone que f es localmente directo en todo x € Q; mostrar que

si Df(x) no es suryectiva, hay un entorno U de x tal que f(U) es magro
en F,

5) Sean E y F espacios de Banach, sea Q abierto en E y sea f: @ — F de
clase Cck (1 € k € ») tal que Df(x) es un monomorfismo directo para todo
X € 9, y tal que f(Q) es abierto en F.
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Probar: si E es separable, f es un Ck—difeomorfismo local (Sug: utilizar
iii) del ejercicio anterior y el teorema de Baire).

6) Sean E,,E, espacios de Banach, sea o C EjxE, un abierto y sea
(al,az) € @ tal que f(al,az) =0, sz(al,az): E2 — E2 es un isomorfis-
mo para una cierta f: Q@ — EE de clase cK (k = 1).

Demostrar la siguiente versién del "teorema de funciones implicitas':
existen entornos U; C E; de a;, U CE, de a, y una dnica g: u, — E,
de clase CK tal que

i) gU) cU, vy gla)) = a,.

ii) El1 grifico de g es £71(0) n (U, xU,).

(Sug: suponer a; = 0, a, = 0; definir w(xl,xz) = (xl,f(xl,xz)) y verifi-

car que es un CK-difeomorfismo local en 0, de un entorno €, en otro Q,.
Considere U;xU, C QyxQ,5 , probar que ¢ = w_l es de la forma (xl,xz) —
—_ (xl,h(xi,xz)). Explicitando ¢¢ = id , y¢ = id deducir que g debe ser

X, —> h(xl,O)).

1
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CAPITULO III
§ 1 - MAPAS Y ATLAS.
Supongamos que X es un espacio topolégico y E un espacio de Banach.

DEFINICION 1.1, Un mapa de X, de modelo E consiste de una terna (u,U,E)
donde U es un abierto en X y u: U — E es un homeomorfismo entre U y un
conjunto abierto u(U) ¢ E. Si a € X, decimos que (u,U,E) es un mapa en a.
si a € U; si ademds u(a) = 0, diremos que es un mapa centrado en a. En
cualquier caso U es el dominio del mapa y u puede llamarse un '"sistema
de coordenadas'.

Si 0 < k € » , dos mapas (u,U,E),(v,V,F) de X se diridn Ck-compatibles si
UNV =@obiensi UNV #@ y la biyeccién continua vu™l: u(U nVv) —

— v(U N V) es un CK-difeomorfismo ("cambio de coordenadas').

OBSERVACIONES 1.2. a) Si U NV # @, decir que los mapas (u,U,E) y (v,V,F)
son Ck-compatibles significa que vu~l: u(UnNvV) — v(UNV) vy
uv™l: v(U n V) — u(U n V) son ambas de clase Ck,

b) Nétese que dos mapas de X son siempre CO—compatibles.

c) S5i (u,U,E) es un mapa de X y g: u(U) — 9 es un ck-difeomorfismo de
u(U) sobre un abierto & C E, es claro que (gu,U,E) es otro mapa de X,
Ambos mapas son Ck-compatibles,

En particular si (u,U,E) es un mapa en a € X, y ¢ = u(a) el mapa
(r_ru,U,E) es un mapa centrado en a (cf.4.4a) de cap.II).

d) Sik=>1y (u,U,E),(v,V,F) son mapas de X, Ck-compatibles con UNYV =
= @, necesariamente Dvu"l(u(x)): E — F es un isomorfismo para todo
x € Un V. En particular si E es de dimensidén finita n, resulta también

dim(F) = n; y en el caso general, repetimos: necesariamente E y F son i-
somorfos.

e) Si k=0 y (u,U,E),(v,V,F) son mapas de X s6lo puede afirmarse algo cuan
do E (6 F) es de dimensidn finita, apelando a la discusién de 4.5 (cap.
II1}: si dim(E) = n < » resulta dim(F) = n ("invariancia de la dimensién
por homeomorfismos'"). Por el contrario si E es de dimensidn infinita, po-

co puede deducirse de la CO-compatibilidad de ambos mapas (ver [4], [5]).

DEFINICION 1.3, Un atlas de clase Ck (k > 0) en un espacio topoldgico X

es una familia A = {(ui,Ui,Ei)}ieI de mapas de X, Ck—compatibles dos a

dos, y tal que U U, = X.
- 1
iel
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cg €1 X, ambos de

Dados dos atlas A = {(ui’Ui’Ei)}ieI’ B = {(Vj,Vj,Fj)}j
clase Ck, diremos que A Ck-preeede a B (notacién A § B) si para todo par

(i,j) € IxJ se verifica: Ui N Vj'= @ o bien

v.uTl: u, U. NV.) —— v, (U, nV,)
ii ithi Y LI S

es de clase Ck.

Pondremos A % B ("A es Ck-equivalente a B") si A § By B § A ; un atlas
A de clase CX en X se dice saturado si contiene a todos los atlas de cla-

se ck que son Ck~equiva1entes con €1,

OBSERVACIONES 1.4. a) La relacidn f es reflexiva y transitiva, mientras
que ¥ es de equivalencia; evidentemente A ¥ B es lo mismo que afirmar

que A U B es un atlas de clase CK.

b} Si A ¢ B, donde A y B son atlas de clase Ck en X, resulta claro que
A ¥ B para todo r con 0 < r < k. En cambio es falso que A E B implica
A C B (ver ejercicios 1 y 2).

c) Nétese que si k=0, es A & B para cualquier par de atlas de clase (O
en X,

d) Si A es un atlas {(ui,Ui,Ei)}ieI de clase C® en X, saturado, entonces

los conjuntos U; (1 € I) constituyen una base de 1la topologia de X,

PRUEBA: si W C X es abierto Y Xg € W hay un mapa (ui s U ,Ei ) € A tal
0 0

i
0
que x, € Uio. Ponemos U = UiO NW, us= uiOIU; entonces (u,U,EiO) €s un
mapa en X, Xg € U C W y claramente (u,U,Ei ) € A, pues A es saturado.
0

LEMA 1.5, Si A es un atlas de clase Ck en X, existe un dnico atlas satura
do A* de clase C¥ en X tal que A C A= (y por ende A Y A®)

DEMOSTRACION. Témese A* como la unién de todos los atlas B Ck-equivalen-
tes a A,

EJERCICIOS 1.6. 1) Sean A = (1R,R,R) y B = (u,R,R) los atlas de clase C”
en R, donde u(x) = x3, Verificar que A < B, pero B f A es falso,.

2) Sea A (resp: B) el atlas de clase C” en R formado por todos 1los
(u,U,R™) donde U recorre el conjunto de bolas abiertas (resp:cubos abier
tos) y u: U — R® es 1a inclusién. Mostrar que A 3 By que ANB = a.

3) Si A = {(ui,Ui,Ei)}ieI y B = f(vj,Vj,Fj)}jeJ son atlas en X e Y res-

pectivamente, ambos de clase ck (k> 0), verificar que A x B =

= {(uixvj’Uixvj’EiXFj)}i,j es un atlas de clase CX en XxY.
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§ 2 - VARIEDADES DIFERENCIABLES.

Una variedad diferenciable de clase ck (1 €k € «») es un par (X,A), donde
X es un espacio topoldgico separado ("o de Hausdorff") y A es un atlas
saturado en X, de clase ck,

Si A = {(ui,Ui,Ei)}ieT decimos que la variedad es pura, de modelo E si to

dos 1los Ei son isomorfos a E; la variedad se dird de dimensidn finita si
dim(E;) es finita para todo i € I, y de dimensidn n (resp: de dimensidn
< n) si dim(Ei) = n (resp: dim(Ei) < n) para todo i € I,

OBSERVACIONES 2.1. a) La hip6tesis sobre "separacién' de X impuesta en la
definicién de variedad no es esencial para la validez de algunos resulta-

dos, lo que serd aclarado en cada caso.

b) E1 lema 1.5 muestra que la condicién de ''saturacién' del atlas A en

la definicién no es esencial (aunque si conveniente por 1.4d)); asi un
atlas C de clase CK (1 <k € «) en X determina automidticamente una varie-
dad (X,C*). Nétese que (X,A*) puede coincidir con (X,B*) aunque A # B ;
basta para ello que A { B.

¢) Usualmente indicaremos la variedad (X,A) simplemente con X, cuando
resulte claro del contexto cual es el atlas A,

Los teoremas de estructura (ver § prdximo) permiten construir sistemdti-
camente nuevas variedades a partir de otras; veamos por ahora algunos e-
jemplos sencillos.

EJEMPLOS 2.2, a) Si X es una variedad, de atlas A = {(ui’Ui’Ei)}ieI e

Y € X es un abierto, es inmediato que A|Y = {(ui|Ui NY, U, nY, E}},
es un atlas saturado en Y. E1 par (Y,A|Y) se denomina una subvariedad a-
bierta de X. Luego veremos una definicién general de '"subvariedad" que

comprende a ésta como caso particular (2.7).

b) Si Xx (» € L) es una familia de variedades (con atlas AA’ A € L) 1la

suma topolégica } X, es evidentemente una variedad.
A

¢) Si E es un espacio de Banach, el atlas A = (1g,E,E) define una varie-
dad de clase C° (cf.2.1b)); el atlas saturado A* consiste de todos los
mapas (u,U,E) con U C E abierto y u: U — u(U) difeomorfismo. Cualquier
abierto © C E resulta asimismo una subvariedad abierta {(con la restric-
cién U C @ para los mapas (u,U,E)).

Cuando nos referimos a E como variedad diferenciable, se sobreentenderd

que se trata de la estructura indicada; andlogamente para un abierto
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Q C E.

d) Una "variedad topolégica" o variedad de clase CO© e€s un espacio topolé-
gico separado provisto de un atlas de clase c%; 1a mayor parte de las dis
quisiciones topolSgicas siguientes subsisten para tales objetos.

OBSERVACIONES 2.3. Supongamos que X es una variedad diferenciable de cla-
se Ck (1 <k < »), con atlas A, Entonces:

a) X es un espacio localmente conexo por arcos; en efecto esto es claro
si X es un abierto en un espacio de Banach (pues toda bola abierta es co-
nexa, luego conexa por arcos). En el caso general basta observar que to-

do x € X tiene un entorno abierto homeomorfo a un abierto de un espacio
de Banach.

b) Sigue de a) que X es suma de subvariedades abiertas conexas por arcos

(cf£.071, pdg.113), las componentes conexas de X.

€) Sea = la relacién de equivalencia definida asf en X: x = y significa
que existen mapas (u,U,E),(v,V,F) en x e y respectivamente, tales que E
y F son isomorfos. Claramente todo x € X tiene un entorno cuyos puntos
son equivalentes a x (témese un mapa en X), y por consiguiente las cla-
ses de equivalencia XA (» € L) son abiertas.

Como éstas contituyen una particién de X, resultan asimismo cerradas.
Sigue que X es suma de las subvariedades abiertas X,, cada una de las
Cuales es evidentemente pura; combinando &sto con b) deducimos que toda
variedad es suma de subvariedades abiertas conexas puras.

d) Toda variedad es un espacio de Baire (cf.[8],85); pues esto es valido
para cualquier abierto no vacfo en un espacio de Banach, y por consiguien
te todo dominio U de un mapa (u,U,E) resulta ser un espacio de Baire.
Se concluye con prop.4 de [8], §5.

e} Una variedad es metrizable si y sb6lo si es paracompacta. Pues todo es-
pacio metrizable es paracompacto ([8],84, n°S); por otro lado es claro
que X es localmente metrizable, y un espacio paracompacto, localmente
metrizable resulta metrizable ([9}).

f) Toda variedad localmente compacta es de dimensidén finita; pues si
(u,U,E) es un mapa en X3 € X y V C U es un entorno compacto de Xgs u(V)
resulta un entorno compacto de u(xy) y por lo tanto u(V)-u(xg) es un en-
torno compacto de 0 € E. Pero un conocido teorema de Riesz afirma que en
tonces E es de dimensidn finita.

g) Reciprocamente toda variedad separada de dimensidén finita es localmen

te compacta; si (u,U,R™) es un mapa centrado en x se considera un ¢ > 0

0’
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tal que la bola B8 = {v € R®: |v| < e} € u(U). Luego u—l(Bg) es abierto

en U - y por lo tanto en X - asi que u'l(Be) es un entorno compacto de X4 -
h) Si X es de dimensién finita y conexa, X es paracompacta si y sélo si
es unidén de una sucesidn creciente de compactos. Pues por [ 7], pdg.242,
X es paracompacta si y solo si es suma de subvariedades abiertas o-com-

pactas.

PROPOSICION 2.4. Sea X una variedad diferenciable (no necesariamente sepa

rada). Entonces son equivalentes las afirmaciones:

a) Para todo x € X y todo entorno @ de X existe un entorno cerrado V de
X tal que V C Q. '

b) Para todo x € X y todo mapa (u,U,E) centrado en x existe un ry > 0 tal
que: para todo r € (0,ry) el conjunto B (x) = {x' € X: [u(x')] <r} es

un entorno cerrado de x, de interior Br(x)o = {x' € X: |ux")] < r}.

Cualquiera de estas afirmaciones implica que X es separada.

DEMOSTRACION. Como los dominios de los mapas centrados en x forman una
base del conjunto de entornos de x (1.4d)), es claro que b) = a).

Reciprocamente supongamos que vale a) y sea (u,U,E) un mapa centrado en
Xq € X3 hay un abierto V con x € V ¢ V ¢ U. Luego u(V) es abierto en

u(U) (y por ende en E), asi que es un entorno abierto de 0.

Si ry > 0 es tal que V, (0) = {v e E: |v| < ry} C u(V) resulta que si
0

0 <r <r, tendremos B_ = u—l(Vr(O)) cvVvcVcu.

1,

Como u~ u(U) —> U es homeomorfismo, B_. es cerrado en U; pero como

r
Br cV, B, es cerrado en V (que es cerrado en X) luego B, es cerrado.

Con un razonamiento andlogo se ve que BO = u_l(V (0)).
r r

Para la Gltima afirmacién, observamos que de b) se deduce que la intersec
cién de 1los Br (0 < r <1g) se reduce a {x}; con mayor razén la intersec-
cién de todos los entornos cerrados de x se reduce a {x}. Por lo tanto

si vale b), X es un espacio de Hausdorff,

OBSERVACIONES 2.5. a) Si X es separada de dimensidén finita, resulta local

mente compacta por 2.3g), luego regular; y por lo tanto valen a) y b) de
2.4,

b) Por el contrario una variedad de dimensién infinita separada no nece-
sariamente verifica a) 6 b) de 2.4; o sea: para variedades de dimensidn

infinita las propiedades ''separado" y "regular" no son equivalentes.
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(Ver en tal sentido [10], pdgs.202 a 204, donde se muestran algunas situa
ciones notables).

2.6. APLICACIONES ENTRE VARIEDADES.

Supongamos que X e Y son variedades de clase C*' (1 < r < ) y sea
f: X —'Y una aplicacién. Si 0 < k < r, decimos que f es de clase CX si
para cada x € X existen mapas (u,U,E) en x y (v,V,F) en f(x) tales que

i) £(U) cv,
ii) La aplicacién vfufl: u(U) — v(V) C F es de clase Ck.

(Esta aplicacién se denomina la "expresidén de f en términos de las coor-
denadas u y v").

Toda aplicacién de clase ck es también de clase CJ si 0 < j <k; de 1.4

d) se deduce que "f de clase cO" equivale a "f continua".

Si f: X — Y, g: Y — Z son ambas de clase CK¥ (0 <k < r) y las varie-

dades X,Y,Z son de clase CF es inmediato verificar que gf: X — Z es de
k

clase C".

Indicamos con Ck(X,Y) el conjunto de aplicaciones X — Y de clase ck.

Corresponde sefialar que si X,Y son abiertos en sendos espacios de Banach
E,F la nocién de "aplicacién de clase CX" recién definida coincide con
la usual (83, cap.II) (ver ejercicio 1 de 2.10).

Una aplicacién f: X — Y entre variedades de clase CF (1 €r € =) se di-
rd un Ck-difeomorfismo (0 <k <71) si

i) f es de clase Ck,
ii) f es biyectiva
iii) £ Y —5 X es de clase CK.

Si k=r, diremos simplemente que f es un difeomorfismo.

2.7. SUBVARIEDADES.

Sea X una variedad de clase C*¥ (1 < r < w) y sea A C X un subconjunto.
Decimos que A es una subvariedad de X si se verifica la condicién siguien
te:

(S) Para cada a.€ A existe un mapa (u,U,E) centrado en a, y un subespacio
directo E, de E tales que

ul[AnU:ANU — F; nu(W)

57



es un homeomorfismo.

Tomando entonces las tales ternas (u|lA N U,A n U,Fy) es inmediato que se
obtiene un atlas de clase C' para A, lo que permite (cf.2.1b)) definir

una estructura de variedad de clase CY para A.

OBSERVACIONES 2.8. a) Las subvariedades abiertas (2.2a)) son un caso par-

ticular de subvariedades (con Fy = Ey (u,U,E) mapa centrado en a € A y
UcaA).

b) Todo subespacio discreto A C X es una subvariedad (de dimensién 0) ya
que la condicién (S) se verifica con Fy = {0} y (u,U,E) tal que {a} =
= U nA.

c) Si A C X es una subvariedad, la inclusién j: A — X es de clase C".

d) Supongamos dim(X) = n, cada mapa (u,U,R") determina aplicaciones

u;: U —> R de clase C¥ (1 <i<n) ; ahora si A Cc X es subvariedad y

a € A tendremos la condicién (S) de arriba. Si dim(Fy) = h, consideramos
n — . — _ — -

un T € GL(R™) tal que T(FU) = {v € RI: Vpe1= e o=V, = 0} , de modo que si

v = Tu obtenemos un mapa (v,U,R"™) centrado en a tal que v(A nU) =

= n . = = =

= v(U) n {£ e R": Eppy =ro0= & 0}.

En otras palabras
AnNnU-= {x € U: Vh+1(x) = .., = vn(x) = 0}

De &€sto resulta que: A C X es una subvariedad de dimensién h si y sélo
si para cada a € A hay un mapa (u,U,R®) centrado en a tal que

ANU = {x € U: U &x)y=0, ..., un(x) = 0}

2.9. PRODUCTO CARTESIANO.

Supongamos que (X,A) e (Y,B) son variedades de clase CY¥; el atlas AxB
(1.6, ejercicio 3) permite definir una estructura de variedad para XxY

(c£f.2.1b)). Las proyecciones Tyt XxY — X, n,: XxY — Y resultan de

Y
de clase CT; si x € X, los subconjuntos {x}xY resultan ser subvariedades

de XxY y la aplicacién y — (x,y) deviene un difeomorfismo entre Y y di
cha subvariedad.

Claramente dim(XxY) = dim(X) + dim(Y) si X e Y son de dimensién finita.

EJERCICIOS 2.10.1) Sea E un espacio de Banach, 9 C E abierto y f:9 — F
una aplicacidén (donde F es otro espacio de Banach). Mostrar que - cuando
se consideran Q' y F como variedades de clase C”, cf.2.2c) - f es de cla-
se Ck (0 £k <) siy s6lo si f es de clase CK en el sentido de cap.II,
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§3.

2) Sean X,Y variedades de clase C¥Y (IT<sr<=)y f: X — Y una aplica-
cién continua.

Demostrar que son equivalentes:
i) f es de clase C¥ (0 <k <1),

ii) Para todo x € X y todo par de mapas (u,U,E) en x, (v,V,F) en f(x) ta-
les que f(U) € V, la aplicacién vfu~l: u(U) — F es de clase Ck,.

3) Si X es una variedad de clase CF (r > 1), pura de modelo E y F CE es
un subespacio cerrado de codimensién finita h (luego directo, cf. cap.l),
una subvariedad A C X de modelo F se diri de codimensidn h.

Probar: si A ¢ X es una subvariedad de codimensién 1, para cada a € A
existe un abierto conexo U tal que a € Uy U-(U N A) tiene exactamente
dos componentes conexas.

4) Sea X una variedad de dimensién n y A C X una subvariedad.
Demostrar que dim(A) = n si y s6lo si A es abierto en X.

5) El1 cono A = {x € R3: xf+x§ = xg} no es una subvariedad de R3.

6) Sea E un espacio de Hilbert. Mostrar que E es difeomorfo a su bola

unitaria V1(0) = {g: |g] < 1} (Sug: considere g(g) = €. tg "2g ‘€,

€]

o bien g(g) = ?T_T—%E;TTE » ¢f. cap.II, 3.11 y ejercicio 2 de 1.9).
k3

Deducir que si X es una variedad de clase CF de modelo E y atlas A, hay
un sub-atlas B C A (y por ende B 7 A) tal que u(U) = E para todo (u,U,E)
en B,

7) Si (u,U,E) es un mapa del atlas A de una variedad X de clase CF ,
u: U — u(U) es un C¥-difeomorfismo.

§ 3 - ESPACIO TANGENTE.

Si J C R es un intervalo abierto, E un espacio de Banach y ¢ J — E
€s una aplicacién Cl, para cada t € J el vector

De(t) (1) = p'(t) = 1im €L8)-w(¥) <)

s>t s-t

(cf.(7) de &1, cap.II) representa la velocidad de recorrido de ¢; su di-
reccién es la "direccidén instantdnea" de la curva en t (o '"direccion tan
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gencial’),

Si ahora X C E es una subvariedad de clase C¥ (1 <1 < ) y a € X, consi-
deramos el conjunto r(a) de todas las curvas ¢: J — E de clase Cl tales
que ¢(J) € X y ¢(0) = a (donde J es un intervalo abierto - que depende

de v - tal que 0 € J). E1 conjunto T,(X) formado por todos los vectores
¢'(0), v € r(a) forma un subespacio de E (como veremos enseguida), que
1lamamos espacio de los vectores tangentes a X en a. '

Ahora por definicién de "subvariedad de E" hay un abierto U C E con

a €U, un C'-difeomorfismo u: U — 2, donde @ es entorno de 0 y u(a)=0
(ver ejercicio 7 de 2.10)y un subespacio directo F C E tales que
u(UNX) =g9nE.

Entonces si v = ¢'(0) € T,(X), Du(a)(v) = (u®)'(0) € F puesto que

up(J) C F; reciprocamente si £ € F 1la curva ¢(t) = u"l(te) estd definida
en un intervalo J C {t: t. € Q} y claramente ¢ € r{a), con Du(a)(v(0))=
= &. 0 sea: Du(a): Ta(X) — F es biyectiva; en particular (puesto que
Du(a): E — E es isomorfismo), Ta(X) es un subespacio.

S1 vi V — @' es otro C"-difeomorfismo con a € V, v(a) = 0 y v(V n X) =
= Q@' N F' dos elementos £1€ F, £, € F' corresponden al mismo vector tan-
gente ¢'(0) € T_(X) si y s6lo si Du(a)(¢'(0)) = £y » Dv(a)(»'(0}) = ¢, o

lo que es igual
€, = Du(a) Dv(a)'(g,) = Du(a) Dv 1 (0)(g,) = Duv 1(0)(x,)

Esto sugiere un método para definir el espacio tangente a una variedad X,

no necesariamente una subvariedad de E.

A tal efecto sea X una variedad de clase CF (1 <r<=) yseaa€X; con
sideramos el conjunto V(a) = {(m,£): m = (u,U,E) es un mapa en a y

£ € E}, En V(a) se define la relacién de equivalencia (m,g) ~ (m',g') <«
< D(u'u‘l)(u(a))(g) = g' y el conjunto cociente V(a)/~ = Ta(X) serd el
espacio tangente (“abstracto") a X en a.

Sim = (u,U,E) es un mapa en a y consideramos la aplicacién

¢$: E — T, (X), ¢;(g) = clase de equivalencia de (m,£) es inmediato pro
bar que ¢2 es una biyeccién; ello permite definir una estructura de espa
cio vectorial en T,(X) (declarando a ¢$ isomorfismo), estructura que es
independiente del mapa m puesto que ¢2 = ¢3.D(u'u‘1)(u(a)) (y siendo
u'u~! un Cf-difeomorfismo, su diferencial en u(a) es un isomorfismo; in-
cluso siendo esta diferencial un isomorfismo topolégico es posible trans

portar la topologia de E a T_(X), que deviene un espacio vectorial norma
ble).

Si X,Y son variedades de clase CY y £f: X —> Y es de clase ck (1 <k<r),
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sean a € X, b = f(a) € Y. Si consideramos mapas m = (u,U,E) en a y m' =

= (v,V,F) en b tales que f(U) C V (2.6) con g = vfu-l: u(U) — v(V) de
clase C¥, 1a aplicacién ¢2, Dg(u(a)) (+2)"1: T,(X) —> Ty(Y) no depende de
los mapas m , m' y es lineal continua. Se la denomina la aplicacidn
tangente a f en a y seri denotada Ta(f).

Si f: X ~— Y, g: Y — Z son ambas de clase CX y a € X, es facil ver que
entonces’ es

T, (@) = T, (8) T,(£) (2)

Veamos ahora que las definiciones precedentes constituyen efectivamente
una generalizacidén de las ideas indicadas al principio de este §. .

EJEMPLOS 3.1. a) Supongamos que X = Q es un abierto en um espacio de Ba-

nach E y sea a € 0. El mapa "privilegiado" my = (1Q,Q,E) produce una iden
tificacién natural ¢2 = ¢: : E — Ta(n); si se realiza dicha identifica-
0

cidén resulta que si f: @ — F es de clase Ck (k =2 1) entonces T,(£):E =
= Ta(n) — F = Tf(a)(F) coincide exactamente con la diferencial usual

Df (a) (puesto que Ta(f)¢a = ¢f(a) Df(a)).

Hecha esta identificacién es claro que la "aplicacién tangente" es una
1Y
generalizacion de la "diferencial",

b) Sim= (u,U,E) es un mapa en a € X (variedad de clase Cr), la aplica-
cién u: U — @ = u(U) CE es un C'-difeomorfismo luego como consecuencia
de (2) sigue que Ta(u): Ta(U) — Tu(a)(n) = E es un isomorfismo, y es

facil ver que T (u) = (¢g)"1 (ver c)).
c) Si A € X es una subvariedad abierta y a € A, la inclusién j: A — X

da una identificacién

To(3): TL,(A) —= T, (X). T, (X) ENSY E

d) Cuando f: X — Y es de clase T, (£) l 2 ng(p)

ck (1 <k < r) Yy a € X, conside- T (Y) ——— F

rando mapas m = (u,U,E) en a y £(a) T,(v)

m' = (v,V,F) en f(a) con f(U)cyv, (3)

de b) c) se obtiene una reinterpre

tacidén de Ta(fj como

Tt oy 7Y Dglu(a)) T, (w) W) =S T,

(cf. diagrama (3), con p = u(a) y Ta(uIUﬂA) l - - lTa(u)

g = viu-ly, Fy ————— E
inclusidn

e) Cuando A C X es subvariedad, con

la notacién de 2.7 indicamos con 4)
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j: A — X la inclusidén, De d) obtenemos el diagrama conmutativo (4) que
muestra - en particular - que Ta(A) se identifica a un subespacio direc-
to de T_(A).

f) Si J Cc R es un intervalo y ¢: J — X es una aplicacién de clase ck

(1 <k <r), para cada t € J se poge ¢'(t) = Tt(w)(1) € T¢(t)(X) (vector

"velocidad" de ¢ en t); esta defiinicidén generaliza (1).

3.2, SUMERSIONES.

Si X,Y son variedades de clase C' (1 < r < =) y £f: X — Y es de clase ct
decimos que f es una sumersidn si T _(f) es un epimorfismo directo para
todo x € X.

TEOREMA 3.3. Sean X,Y variedades de clase C' y sea f: X —> Y de clase ck

(1 <k <r). Si T, (f) es epimorfismo directo entonces

0
i) Tx(f) es epimorfismo directo para todo x en un entorno de Xx;.
ii) Existe un entorno U de xy tal que f|U: U — Y es abierta.

En particular si T,(f) es un epimorfismo directo para todo x € X, f es
abierta.

DEMOSTRACION. Consideramos mapas centrados (w,W,E) en Xg Y (w',W',F) en
Yo = £(xy) tales que £(W) C W'; si @ = w(W) y @' = w'(W') sea g = vfu~l,
De 3.1d) sigue que Dg(0): E —> F es un epimorfismo directo, con g(0)=0.

El teorema 5.3 del cap.II nos da un Ck—difeomorfismo y: 9 — Q, de en-
tornos de 0 en E, 945 C 2 de tal forma que gy () = Dg(0) (&) para todo
£ € Q.

1

Por consiguiente si U = w—lw(gl), u=y w:U— q; es un Ck—difeomorfig

mo y resulta el diagrama conmutativo

u
(5). Como w'lu, w' son homeomorfismos u w_lw 2y
y como Dg(0) es abierta, sigue que f l j Dg(o)
f|U es abierta. Por otro lado si , .
W ———'—7' 2
x € U es w
(5)

R -1
T (£) = Ty () 7'Dg(0) T, (w)
luego Tx(f) es epimorfismo directo, lo que concluye la prueba.
NOTA. La terna (u,U,E) construida en la demostracidén es un mapa de X si
k=r; en todo caso es un mapa de X considerada como variedad de clase ck.

Obtenemos también otro subproducto importante de lo anterior:
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TEOREMA 3.4, ("Variedades definidas implicitamente"). Sean X,Y variedades
de clase C¥, sea f: X — Y una aplicacién de clase CT y sea A = f‘l(yo).
Se supone que:

1°) A £ 0 y 2°) f es una sumersidn

Entonces A es una subvariedad cerrada de X y para cada x € A, Tx(A) se
identifica al nﬁcleo;N(Tx(f)) (cf.3.1e)).

DEMOSTRACION. De acuerdo con 1la construccién precedente (cf.(5)) si
Xy € A hay mapas centrados (u,U,E) en X9, (v,V,F) en f(xo) = Yo tales que

Vfu_1 = Dg(0): 2, = u(U) — Q, = v(V).

Por consiguiente u(A N U) = u(f_l(yo)) = @) N N(Dg(0)), asi que se veri-
fica la condicién (S) de 2.7 (pues N(Dg (0)) es subespacio directo de E).
En lo que se refiere a Tx(A) notemos que Tx(u)(Tx(A)) = nlcleo de Dg(0),
asf que T, (A) = T, (u) " (Dg(0)™1(0)) = T, (&)~ 1 (T, (v) " (0)) - T, (£)7 1) =
= nlcleo de T,(£) (cf.(4)).

La nocién dual de "sumersién" es 1la de Zmmersién: se denomina .asi a toda
f: X — Y de clase CF¥ entre variedades de clase C' tal que para todo
X € X, Ty(f) es un monomorfismo directo.

TEOREMA 3,5, Sean X,Y variedades de clase CT (1T<r<=)yseaf: X —Y
una inversién. Para cada Xy € X existe entonces un entorno abierto U de
X3 Y un entorno abierto V de f(xy) tales que

1°) £(U) es una subvariedad cerrada de V (y por ende subvariedad de Y).

2°) £|U: U — £(U) es un C*-difeomorfismo.

DEMOSTRACION. Se utiliza un método similar al de 3.3, 3.4 (usando ahora
el teorema 5.4 de cap.II) Y queda como ejercicio.

OBSERVACION 3.6. En la situacidén de 3.5 en general no resulta f(X) una
subvariedad de Y (ver ejercicio 11. de 3.10).

Pero si ademds £f:X — f(X) C Y es un homeomorfismo (en cuyo caso diremos
que f es una inmersidn regular),entonces f(X) resulta una sﬁbvarigdad deY
y f: X — £(X) un CT-difeomorfismo. PRUEBA. Pues para todo abierto

U C X hay un abierto W en Y tal que £(U) = £(X) N W; de &sto y lo proba-
do en 3.5 sigue que: para cada y € f(X) hay un entorno V de y, tal que
.f(xb N V es una subvariedad de Y. De aqui y la definicién de subvariedad
sigue que f(X) es subvariedad de Y. Que f: X —> f(X) es un CT'-difeomor-
fismo es consecuencia de 3.5, 29).
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Si X,Y son variedades de clase Cf 1 <1 <=) y f: X — Y es de clase
ck (1 < k < r) decimos que f es un CK-difeomorfismo local en x € X si hay
entornos abiertos U de x, V de f(x) tales que f|U: U — V es un Ck—difeg

morfismo. También decimos que f es un Ck-difeomorfismo local si lo es en
cada x € X.

TEOREMA 3.6. Sean X,Y variedades de clase C* (1 < r < =), y sea f: X — Y
de clase Ck (1 <k <r). Si xe€X, f es un ck-difeomorfismo local en x si
y s6lo si Tx(f) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Féacil (como 3.4), usando 4.7 de cap.II.

Una Gltima adaptacién de la teoria de §5, cap.II: si X,Y son variedades
de clase C* y f: X — Y es de clase ck (1 <k €£71), decimos que f es una
ck- subinmersidn (o subinmersidn si k=r) en x5 € X si existen mapas
(u,U,E) en x4y (v,V,F) en yo = f£(xy) tales que viu~l: u(U) — F es 1lo-
calmente directo en u(xg) (ver 85 de cap.II). Cuando ello ocurre en todo

Xg € X decimos que f es una Ck-subinmersién (o subinmersidn si k=r).

EJEMPLO 3.7. Si el rango de Tx(f) es constante (y finito) para todo x en
un entorno de xo,f es una CX-subinmersién en xgq (ver cap.II, 5.10).

TEOREMA 3.8. (''Caracterizacidén de las subimnmersiones'). Sean X,Y varie-
dades de clase C¥ (1 <r <= y sea f: X —» Y de clase CFT.,

Si x4 € X, son equivalentes:
i) f es una subinmersidn en Xxg.

ii) Existen mapas (u,U,E) y (v,V,F) centrados en x5y f(xo) = Yo respec-
tivamente tales que vfu~l: u(U) — F es (la restriccién a u(U) de) un
morfismo directo T: E — F.

iii) Existen espacios de Banach E,E,,F, y mapas (uo’U’EIXEz) y
(VO,V,EleZ) centrados en Xy'y f(x,) = Yo respectivamente tales que
vofug'(e1,6,) = (£,,0) para todo (&;,5,) € u (V).

iv) Existen un entorno U, de X, una variedad Z de clase CY, una sumer-
sién p: Uy —> Z y una inmersidén j: Z — Y tales que jp = f|U,.

DEMOSTRACION. Que i) = ii) es fidcil apelando a 5.8 de cap.II (aplicado
a vfu™l en la definicién de subinmersién en Xg). Para ver que iid = iii)
consideramos E] = suplemento de E, en E, donde E, = nficleo de T; ademas
E, = Imagen de T, F, = suplemento de E1 en F. Luego el isomorfismo

t: E — Eisz - EIXEZ con a(vl,vz) = (T(Vl)’vz) y el isomorfismo
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6: F — E1XF2‘

Entonces si (u,U,E) y (v,V,F) son como en ii) se obtienen los mapas bus-

cados tomando Uy = gu, v, = ev.

Suponiendo que vale la afirmacién iii), consideramos sendos entornns de
0, U,y U2 (en E1 y Ez) tales que uO(U) D lesz

Sea U0 = ual(leUz) y sea Z = Ups definimos p como la composicién de
uy: U0 —_ leU2 con la proyeccidn leU2 — U1 que es bien una sumer-
sidén (cf.ejercicio 2 de 3.10) mientras que j: U1 —> Y es la inmersién
j(z) = v7l(z,0).

Finalmente supongamos que vale iv); podemos encontrar mapas centrados
(u,U,E) en Xy (con U c Uy), (v,V,F) en f(xg) = yo vy (w,W,G) de zg = p(xgp)
tales que p(U) C W, j(W) C V de modo tal que wpu~l es 1a restriccién a
u(U) de un epimorfismo directo T: E —» G, y ij'1 es la restriccién a
'w(W) de un monomorfismo directo S: G —s F.

La representacién de f|U en los mapas dados es por consiguiente ST: E —
-+ F (que es (ij'l)(wpu'l))y la tesis resulta del ejercicio 1 de 3.10.

NOTA. De lo precedente resulta que la expresién de una sub-inmersién en
X, en convenientes mapas en Xg € ¥, = f(xo) es del tipo

X8 — —_— Q.xQ!

proy. 1 inyec. 1772

TEOREMA 3.9. Sean X,Y variedades de clase CF (1 <r<w)yseaf: X —Y
de clase CT. Sea Yo €Y, vy A= f'l(yo). Se supone que

1°) A # ¢ 2°) f es una subinmersién en cada x € A.

Entonces A es una subvariedad de X y para cada x € A el espacio tangente
Tx(A) se identifica al subespacio nidcleo de Tx(f).

DEMOSTRACION. Completamente andloga a la de 3.4 (fdcil usando 3.8 iii)).

EJERCICIOS 3.10. 1) Si E,F y G son espacios de Banach, T: E —+ G es un
epimorfismo directo y S: G — F un monomorfismo directo, ST: E — F es
un morfismo directo.

2) Sean X,Y,Z variedades y £f: X — Y, g: Y —» Z sumersiones {(resp: in-
mersiones). Probar que gf: X — Z es sumersién (resp: inmersidn),.

3) Sean X,Y variedades de clase CT, Mostrar que T<x y)(X;xY) se identifi-
. ?

ca a Tx(X) X Ty(Y); las proyecciones XxY — X, XxY —+ Y son sumersio-
nes.

65



4) Sean X,Y variedades de clase C* y sea f: X — Y una funcién, de gri-

fico G = {(x,f(x)): x € X}. Probar que son equivalentes las afirmaciones
i) f es de clase ct.

ii) G es subvariedad de XxY y T )(XxY)

(x,f(x)
= @ :
T(x,f(x))(G) T(x’f(x))({x}xY) para todo x € X (Sug: probar que
nX[G: G —> X es difeomorfismo; considerar luego nY(nXIG)-l).
Probar asimismo que si vale i), T(X f(x))(G) se identifica al gridfico de

T (E): T (0 — T (),

5) Sea X una variedad de clase C* (1 < r < ), sea a € X. Si v € Ta(X),
existe una curva y:(-e,e) —> X de clase CF tal que y(0) = a, y'(0) = v.

6) Usando 3.4, probar que los siguientes conjuntos son subvariedades de
R™; calcular en cada caso el espacio tangente en un punto a de los mis-
mos.

i) 12 = {x e R3: ((xf+x§)1/2-2)2 + xg = 1}

iy o2 L 3, .2..2..2 _

ii) 8§ = {x € R”: X *+X5+X5 = 1}

s = 3, = =
iii) H = {x € R”: cos X3 = X;, sen x, = x2}

7) Si E es un espacio de Hilbert, S(E) {x: |x| = 1} es una subvariedad
de codimensidén 1 de E (cf.ejercicio 3 de 2.10).

8) Sea Q: E —> R un polinomio homogéneo de grado 2, con forma bilineal
asociada ¢: ExE — R no degenerada (cap.I, 2.7). Mostrar que para todo
c#0 la "cuddrica'" de ecuacidn Q(x) = c es una subvariedad de E de codi-
mensidén 1. '

9) Sea f: R2 —> R, f(x,y) = x3+y3+xy+1. Determinar los valores de (a,b)
para que f'lf(a,b) sea una subvariedad de RZ.

. r .
10) Una curva parametriszada de clase C (1 < r < =) en R™ es una inmer-

5i6n ¢: J — R® de clase CY, donde J es un intervalo abierto en R.

i) Si ty € J, la recta ¢(tg) + r.¢'(ty) (A € R) (recta tangente por
w(to)) es paralela al subespacio T
t, (cf.3.5).

w(to)(w(U)) para un entorno U c J de

ii) Si ty € R, la proyeccidn ortogonal sobre esta recta define un cf-di-
feomorfismo de un entorno U C J de ty sobre un entorno de ¢(t0) en dicha
recta,.
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2 .2y
11) Sea ¢: R — R? dada por ¢(t) = (¢. L2ED L)y (fig. (6))

1+t 1+t
i) ¢ es una inmersién. ?
. | x,
ii) ¢(R) no es una subvariedad de R
(Sug: no es una variedad; si (u,U,R)
€s un mapa en 0, U-{0} tiene cuatro -
-1 1 x
componentes conexas).
p ) N 1
2 .2 3 s ’
12) Sea f: R°xR° — R’ definida por (6)
f((Xlaxz),()’l:Yz)) = ()’2(3(1+2) ,}’l(xl+2) ,x2)°.
si sl es 1a circunferencia {x € R?: x| = 1} , probar que flSle1 es un
difeomorfismo de S1xS! sobre el toro T? del ejercicio 6, > -

13) Verificar que hay dos mapas (ui,Ui,Rn-l) (i=1,2) tales que U1 U] U2 =
= 5" - (x e r": x| = 1} , u, (U;) = rR*1 y sn-l . U; consiste de un so

$
lo punto (= (0,...,1) si i=1, (0,...,0,-1) si i=2).

(Sug: considerar la proyeccién estereogrdafica desde los polos: hl(x) es
la intersecci6én de la semirrecta abierta de origen e, = (0,...,1) que
pasa por x, con el hiperplano R®*~1x{0}).

14) Una aplicacién continua f: X — Y entre variedades de clase CFY
(1 € r € =) de dimensién finita se dice propia si para todo compacto
KcyY, el conjunto f'l(K) es compacto en X.

i) Si { es propia, para todo cerrado F C X, f(F) es cerrado en Y.

ii) Si f: X — Y es una inmersién propia, f es una inmersién regular
(cf.3.6).

iii) Dar un ejemplo de inmersién regular no propia (Sug: témese X = Y =
= R, f un difeomorfismo entre R y (-1,1) (ver 2.10, ejercicio 6)). Dar o-
tro ejemplo con X = R, Y = R2 y 1a espiral r = 79,

15) Sean X,Y variedades de dimensidén finita de clase C¥ (1 <r < ) y
sea f: X — Y un Ck—difeomorfismo local propio.

Para todo y € Y se pone c(y) = card f-l(y).

i) c(y) es finito para todo y € Y (Sug: f-l(y) es discreto por 3.4).

ii) ¢: Y — N es semicontinua inferiormente (o sea c(yo) =n=c(y) >n
én un entorno de y,).

iii) Probar que para cada n, {y: ciy) > n} es cerrado en Y.
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iv) Deducir que si Y es conexa, c(y) = n para todo y € Y. Probar asimis-
mo que en tal caso para cada y € Y hay un entorno conexo V de y tal que
f-1(V) tiene n componentes U; (1 < i <n) y que f|Uj: Uj — V es un ck-
-difeomorfismo (o sea: f: X — Y es un revestimiento de n hojas, ver

(3], §5).

16) Si X,Y son variedades de clase C* (1 <1 < w) 'y f: X — Y es de cla-
se C* probar:

i} E1 conjunto de los x € X tales que T,(f) es un epimorfismo- (resp: mo-
nomorfismo) directo es abierto en X.

ii) E1 conjunto de puntos regulares de f, esto es los x € X tales que f
es una subinmersidn en x, es abierto en X. Este conjunto es denso en X
" si el rango de todas 1las T, (f) estd acotado (ver cap.II, 5.9d)).

17) Sean X,Y variedades de clase C¥ (1 < 1 < «) y sea f: X — Y de clase
ck (1 <k <)

i) Si dim(X) es finita y f es localmente inyectiva, el conjunto de los
X € X tales que T _(f) es inyectiva es un abierto denso.

ii) Si dim(Y) es finita y f es abierta, el conjunto de los x € X tales
que T,(f) es suryectiva es un abierto denso. (Ver cap.II, ejercicio 5
de 5.11).

18) Sea f: X — Y una subinmersién; si T_ (f) no es suryectiva hay un

X

entorno U de Xg tal que f(U) es magro en Y.

19) Sea f: X — Y una inmersién suryectiva. Se supone que la topologia
de X tiene una base numerable; probar que f es un difeomorfismo local.
(Sug: cap.II, ejercicio 5 de 5.11).

20) Sea P™ = P"(R ) el conjunto de los subespacios de dimensién 1 de

Rn+1 n+1l

, identificado al tociente de R -{0} por la relacién de equivalen-
cia "X ~y «y = a.x para algln a € R" (espacio proyectivo real de dimen

sién n), sea p: Rn+1

-{0} — P" 1la proyeccién.

i) P® es un espacio compacto (Sug: considerar p|S").

ii) Para cada i (1 € i € n+1) sea 'FE R® — P definida por
Wi(xl,...,xn) = p(xl,...,xi_1,1,xi,...,xn). Probar que p; €s un homeomor

fismo entre R™ y un abierto U, C P".

n+1 n
iii) V. U. =P
i=1 1
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. . S n ' -1 _ -1 . . n
iv) Si u; = ¢, U, — P calcular ujut = ey wj.{x € R :X;#0} — Ry

mostrar que es C .

v) Obtener una estructura de variedad de clase C* para P" con mapas

n+l

(ui,Ui,Rn) (1 <i<n+1). Probar que p: R -{0} — P" es sumersién.

§ 4 - CONSTRUCCIONES.

Veremos aqui como obtener de manera sistemidtica nuevas variedades dife-
renciables a partir de otras. Para simplificar la exposicién, "variedad"
serd sinénimo de '"variedad de clase C*"; sélo trataremos este caso (con

modificaciones obvias se obtienen enunciados mds generales).

Ante todo, un principio general:

PROPOSICION 4.1, Sea X un conjunto, sea (Xi)iEI un cubrimiento de X. Se

supone que cada Xi es una variedad y que cada Xi N Xj es abierto en Xi y
en X..
]

Entonces si en cada Xi ] Xj coinciden las estructuras de variedad induci-
das por Xy y Xj, existe una lnica estructura de variedad para X tal que
cada Xi es una subvariedad abierta de X.

Ademds para toda variedad Y, una aplicacién f: X — Y serd de clase ck

(0 £ k < =) siy sélo si cada f|Xi: X, — Y es de clase ck.

DEMOSTRACION. La hipétesis dice que cada aplicacién identidad

X; DX, NnX, —_—— X. nX. CX. (*)
1 1 J id 1 J J

es un difeomorfismo. En particular homeomorfismo; por lo tanto definien-
do "U C X es abierto « U n X; es abierto en X; para todo i € I" se ve en
seguida que se obtiene una topologia para X en la éual los X; son abier-
tos (y la topologfa inducida por X sobre cada X; coincide con la topolo-
gia original de Xi)‘

Si ahora A; es el atlas de cada X;, A = U A; resulta un atlas para X gra-
f y

cias a (*); el resto es inmediato.

NOTA. Por lo general, la proposicidn anterior se aplica al caso en que
cada X; es difeomorfo (mediante una aplicacidén uj: X;j — E) a un abierto
de un espacio de Banach E; en tal caso los (ui,Xi,E) dan un atlas para X
(ver por ejemplo, ejercicio 20 de 3.10).

69



Es importante sefialar asimismo que aunque cada X; sea separada, no hay
garantia alguna de que X lo sea; en cada caso concreto se debe estudiar
si ello ocurre o né (ver ejercicio 10 de 4.19).

De cualquier manera conviene dar un ejemplo de variedad no separada pro-
ducida por la aplicacién de 4.1:

EJEMPLO 4.2. Sea X C R%, X = X; U X, donde (fig.1)

X, = {(x,,0): x; >0} u {(x;,1): x; <0} a
—
X2 = {(xl,O), X, >0} U {(xl,-T):x1 < 0}} 1
Las biyecciones (xj,t) — x; definen X,
para X; y X, estructuras de variedades __—-—___%
diferenciables (difeomorfas ambas a fig.1

R}, que estidn en las condiciones de 4.1,

Pero es claro que la topologia de X no es separada: todo entorno U de
2 = (0,1) y todo entorno V de b = (0,-1) se cortan necesariamente.

De cualquier manera el resultado 4.1 es de utilidad '"‘general” como vere-

mos ahora en la caracterizacidén de las inmersiones:

LEMA 4.3. Sea f: X — Y una inmersidn, sea Z otra variedad y sea

g: Z - X una aplicacidn; entonces son equivalentes las afirmaciones:
i) g es de clase ck (0 € k <€ =),

ii) g es continua y fg: Z —> Y es de clase Ck.

DEMOSTRACION. Que i) = 11} es trivial; para la reciproca, dado zg € Z es
suficiente mostrar un entorno abierto W de z, tal que g|W es de clase ck,
Por 3.5 hay un abierto U C X tal que xg = g(zg) € Uy f|U: U — f(U) es
un difeomorfismo. Por ser g continua, W = g~1(U) es entorno. de zy Yy como
fg|W: W — £(U) es de clase CK también lo serd g|W = (£|U) " lfg|w

W — U.

COROLARIO 4.4, Si X es un espacio topoldgico, Y una variedad y f: X — Y
es una aplicacidén, existe a lo sumo una estructura de variedad para X pa-
ra la cual f es una inmersién.

DEMOSTRACION. Si hubiera dos, tendriamos dos variedades X;,X, (con el mis
mo espacio topoldgico subyacente X), con f: Xy — Y inmersién (i=1,2).

Como L X; — X, es continua y f1x = f: X, — Y es de clase C*, de 4.3

sigue que 1x: X1 —_ X2 es C”; simétricamente 1x: X2 T X1 es C° luego
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X1 = XZ'

La condicidn "exacta" para la existencia de la estructura en X planteada
en 4.4 se da en la:

PROPOSICION 4.5, Sea X un espacio topolégico, Y una variedad y f: X — Y
una aplicacidén; son equivalentes entonces:

i) Para todo x € X se verifica la condicidén I¢(x): existe un entorno U
de x, un mapa (v,V,F) en f(x) y un subespacio FU directo en F tales que

a) f(U) cVy flU: U — f(U) es homeomorfismo.
b) vf(U) = (FU + vE(x)) n v{V)

ii) Existe una (Gnica) estructura de variedad para X para la cual f es
inmersién (cf.4.4).

DEMOSTRACION. ii) = i) Inmediato por 3.5,

i) = ii) Aplicando la cliusula I¢(x) a cada x € X se obtiene un cubrimien

to abierto U (i € I) de X; cada U1 es provisto de una estructura de.va-

riedad medlante el homeomorfismo u. = v.flu.: U, — (E.+vE(x.))n v, (V.)
1 1 1 1 1 1 1 1

(entonces u;, es un difeomorfismo por definicidn).

Cada f|U;: Ui — Y resulta una inmersién y la tesis resultari de 3.5 si
se prueba que hay una estructura de variedad para X para la cual los U,
son subvariedades abiertas.

Pero esto resulta de 4.1 ya que

Uu. DU0. nU, ——— U. NnNU. cCU. (homeomorfismo)
1 1 J id 1 ] J

es de clase Cm, pues compuesta con f|Uj es C” (cf.4.3).

OBSERVACIONES 4.6. a) En la situacidén de 4.5, la estructura de variedad
definida para X (supuesto vilida i)) se denomina "estructura de variedad

inducida por f'" (o estructura "imagen inversa por f'').
p p

b) La condicién (S) de 2.7 es la condicién I (a) para j: A — X inclu-
sién.

c) Supongamos que Y es una variedad, X un espacio topolégico y f: X — Y
un homeomorfismo local; en tal caso es facil verificar la validez de
I (x) para todo x € X (con F = F).

La estructura de variedad inducida por f sobre X hace que f: X — Y re-
sulte! un difeomorfismo local,

d) Mencionemos como caso particular importante de c) aquél en que
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f: X — Y es un revestimiento ([ 3], §5).

Antes de pasar a tratar los '"duales" de los teoremas anteriores para el
caso de sumersiones, veamos un importante concepto.

4,7. TRANSVERSALIDAD.

Supongamos que X,Y son variedades y que B C Y es una subvariedad; si
f: X — Y es una aplicacidén C” decimos que f es transversal a B en
Xg € X si '
i) f(xo) &€ B, o bien
ii) f(xo) € By la composicién
X) —— —_— .
T, (X) N Texy ) Te(x )(Y)/Tf(xo)(B)
0 Xg 0 0

es un epimorfismo directo.

Diremos que f es transversal a B si lo es en todo x € X (abreviamos este

hecho con la notacién f h B).
OBSERVACIONES 4.8. a) La condicién £ M B significa que para todo
X € f"l(B) valen

° -y -1
1°) T (1)

2°%) Tf(x)(Y) = Tf(x)(B) + Im(Tx(f)).

(Tf(x>(B)) es subespacio directo de TXUX)

Siendo evidente que la primera condicidn es superflua si X es de dimen-
sién finita.

b) Si £ § {y} para todo y € B, y f es suryectiva entonces f es una sumer
$idén; reciprocamente: si f es sumersidén, entonces f f B para toda subva-
riedad B C Y.

Localmente la nocidén de transversalidad se formula.como sigue:

LEMA 4.9. Sean X,Y variedades, sea B C Y una subvariedad y sea f: X — Y
una aplicacidn de clase C” entonces si x; € f'l(B) son equivalentes las
afirmaciones

i) f es transversal a B en Xg -

ii) Existen mapas (u,U,E) y (v,V,F) centrados en xg y f(xqg) respectiva-
mente y subespacios suplementarios Fl,.F2 en F tales que (ver diagrama

(2)):
a) f(U) cV .
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b) v(V). = @ x2, con 2, entorno de 0 en Fi (i=1,2),

1
c) v(VnB) = QIX{O}.
d) pzvfu_lz u(U) — 2, es sumersién.
U —f A% - V N B
u l 1 v I v|vnB
-1
viu
) ———— Qixﬂz —— le{O} (2)
g\\ J’ P2
2 Q
2

DEMUSTRACION, Si vale ii), la composicién

E +——— F xF, ——, F

resulta un epimorfismo directo. Como las flechas verticales de (2) son
difeomorfismos, se obtiene la condicién de transversalidad.

Reciprrcamente, supongamos que vale i); ciertamente hay mapas centrados
en x5 ¥y £(xy) para los cuales valen a) b) y c). Pero vfu~! debe ser en-

torces transversal a ﬂlx{O}‘en 0, asi que la composicién

E ~——e—g—> F —— , F/F

pveut(0) 1

debe ser un epimorfismo directo. Sigue que la diferencial en 0 de
pzvfu“l es epimorfismo directo, Si gy = pzvfu'1 resulta por 3.3 que

8y: & > Q, es una sumersidén en un entorno § C u(U) de 0 € E y la tesis
se obtiene "achicando" U (o sea: reemplazando U por u'l(n)).

PROPOSICION 4.10. Sean X,Y variedades sea f: X —s Y de clase C” y sea
B C Y una subvariedad de Y. Se supone que f f B. Entonces

i) f—l(B) es subvariedad de X.

.. . -1 -1 _ -1

H) Sixg € £10), T (T ®) - T (07 I, ),

iii) Si Xg € f_l(B), Txo(f) induce un isomorfismo TXO(X)/Txo(f_l(B)) ~
~ Tt () D/ Tg () (B

DEMOSTRACION, i) Es trivial si f'l(B) # @; en caso contrario si X, €

€ f'l(B) usando (2) vemos que
' nu=flBAv)nuU - utg;t o)

Como g, es sumersién, gEl(O) es subvariedad de u(U) y por ende f'l(B)rﬁU‘
es subvariedad de U; de aqui la tesis es inmediata.
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ii) De (2) obtenemos

Ty, (W) (Txo(f‘l(B))) = ndcleo de Dg,(0) = Dvfu '(0)71(F))
que nos da inmediatamente lo afirmado.
iii) Evidente por ii).

Vamos ahora a lo que nos interesa:

DEFINICION 4.11. Si Xl,XZ,Y son variedades, dos aplicaciones £y Xy — Y
y fz: X, — Y de clase C” se dicen transversales si la aplicacién

flezz XlxX2 ———r  YxY
es transversal a la subvariedad diagonal AY C YxY.

Indicaremos este hecho con la notacién f1 M fz'

OBSERVACIONES 4.12. a) Supongamos que E,,E,,F son espacios de Banach y
que T; € £(Ei,F) (i=1,2); si o: FxXF — F es o(g,n) = £-n de la sucesién
exacta

0 > AF FxF 5 F > 0

se deduce que son equivalentes las afirmaciones

1°) E.xE, —————s FxF ————+ FExF/A es epimorfismo directo
1772 P
T,xT, F

y
o(Tlez)
2°) E,xE, ——————— F es epimorfismo directo.

b) Aplicando lo afirmado en a) al caso Ei = Tx.(Xi) (i=1,2), F = Ty(Y)
1

vemos que f; A f, significa: para todo X; € X; y para todo x, € X, que
verifiquen f(x;) = f(x,) la aplicacidn

Txl(Xl) X Tx (Xz) —_— Tf(xl)(Y)

2
definida por (vl,vz) —_ Txlgfl)(vl) - sz(fz)(vz), es un epimorfismo di-
recto; ello significa que

1) {(vl,vz): Txl(fl)(vl) = sz(fz)(vz)} es subespacio directo de
Txl(xl)*sz(X2)°

[+] -

2°) Im Txl(fl) + Im sz(fz) = Tf(xl)(Y)
c) Supongamos f1 th f2 para flz X1 —r Yy f2: X2 —+ Y ambas de clase C”;
el producto fibrado X1 % X2 = (flez)'l(AY) es vacio 6 bien una subvarie

dad de X1 X Xz (4.10 i)). (ver (3)).
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Nétese que en este dltimo caso, de 4.10 ii)

X, xX, —22 , x
se deduce que si f(xl) = f(xz) entonces 1542 2
T X, xX =T X x T X = ‘ lf
(xl,xz)( 1y 2) xl( I)Tf(x )(Y) xz( 2) pll 172
= {Kvl,vz): Txl(fl)(vl) = sz(fz)(vzj} 1
(3)

El producto fibrado de variedades (definido por aplicaciones transversa-
ler) tiene las propiedades "funtoriales" usuales (ver ejercicios 6,7,8 de
4.19), y el resultado 4.12 c) constituye una justificacién de la nocién
de transversalidad.

d) Nétese que £ M B equivale a £ M jp donde jg: B — Y es 1la inclusién;
eén este caso es inmediato ver que X — (x,f(x)) define un difeomorfismo
de £~1(B) sobre X 5 B.

Dos subvariedades X;,X, de X se dicen transversales (notacién X; h X,) si
j1 My (o sea ji b X2); en tal caso es ficil ver que X; N X, es una sub-
variedad de X con T,(X; N Xy) = Tx(Xl) N T,(X,) para cada x € X n.X2
(ejercicio 8 de 4.19),

El siguiente resultado seri de utilidad:

LEMA 4.13. Sean f;: X; — vV, f,: X, — Y aplicaciones de clase C°. Ep-

tonces si fl €s una sumersién, es f1 h f2 y en (3) P, €s una sumersidn.

DEMOSTRACION. Lo primero es inmediato por 4.12 b); para lo segundo nétese

primero que (v, ,v,) — v. es suryectivo, de T (X; x X,) sobre
1°V2 2 ,) Ly T2

(xl,x
sz(XZ) puestc que Txl(fl) es epimorfismo.

Por otro lado el nticleo de T (p,) es exactamente
(xl,xz) 2

(T, (X)) % (01 n T gy K1 3 %)

que es un subespacio directo de T

xz)(x1 ? Xz) (ver ejercicio 3 de
4,19).

(xl ’
Veamos ahora que ocurre con los andlogos de 4.4 y 4.5 para sumersiones.

LEMA 4.14.Si f: X —» Y es una sumersién, y Z es otra variedad, suponga-
mos que g: Y — Z es una aplicacién. Entonces son equivalentes:

a) g es de clase c¥ (0 £k < )

b) gf: X — Z es de clase Ck.

DEMOSTRACION. Veamos que b) = a); notemos que como f es abierta, g resul-
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ta continua. Sea entonces Yo € Y, veamos que g|V-es de clase ck para un
entorno V de y,; si f(xq) = yo hay mapas (u,U,E) y (v,V,F) centrados en

Xy € Yo respectivamente con f(U) cV, tales que viu~l es (la restriccién
a u(U) de) un epimorfismo directo T: E — F. Si S: F — E es lineal con

tinuo y TS = 1 obtenemos una aplicacién h: V — U de clase ck tal que
fh = 1y. Por consiguiente g|V = (gf)h es de clase ck.

Utilizando esto se prueba ficilmente (comparar con 4.4):

LEMA 4,15, Si X es una variedad, Y un espacio topolégico y f: X — Y es
continua, hay a lo mds una estructura de variedad para Y para la cual f

es una sumersioén.

Veamos ahora cual es la condicidén exacta para que exista una tal estruc-
tura.

TEOREMA 4.16. (Godement). Sea X una variedad , R una relacidén de equiva-

lencia en X, de griafico G C XxX. Entonces son equivalentes:

i) Existe una (tdnica) estructura de variedad en el espacio cociente X/R

para la cual la proyeccién candnica p: X — X/R es una sumersién..

ii) G es una subvariedad de XxX y p2|G: G — X es una sumersidén (donde
pZ(XI’XZ) = Xz)'

DEMOSTRACION. i) = ii) En efecto G es el producto fibrado X x X (4.12 c))

y se aplica 4,13. X/R

Supongamos ahora que vale ii); supongamos demostrado el siguiente hecho:

1°) Para cada xp € X hay un entorno abierto U de Xy, una subvariedad Sy
de U y una aplicacién ry: U —> S, de clase C” tal que G n (UxiSy) = gra-
fico de ry,

(O sea: para todo y € U, ry(y) es el Gnico elemento de S; equivalente a

y). Como ry(x) = x si x € Sy» vemos que r; es una sumersidn,

Si Ry es la relacidén de equivalencia inducida sobre U (de grdfico Gy =
=6 n (UxU)) y py: U — U/RU es la correspondiente proyeccién, de

"X RU x' = rU(x) = rU(x')” deducimos que ry se factoriza como
ry: U/Ry — S, seguida de py (esto es : ry = ry py). Claramente Ty

es continua y biyectiva, y abierta por serlo rj. Luego iU es un homeomor-

fismo, lo que permife definir una estructura de variedad en U/RU (Ginica

por 4.15) para 1la cual pU’es sumersidon (y ?U

Ahora sea V = p_lp(U);U C VyV es abierto en X ya que R es una relacién

difeomorfismo).
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abierta (PRUEBA: pzlG es abierta y V = p,(G n (UxX))).

La inclusién U — V induce un homeomorfismo k: U/RU — V/Ry, y por con

siguiente hay una estructura de variedad para V/"Rv para la cual k es un
difeomorfismo.

Veamos que py: V — V/RV es sumersidn; para ello bastari ver que a =

= k_lpvz V — U/RU es una sumersién. Pero del diagrama conmutativo (4)
vemos que (UxV) N G es abierto en G,

luego p, es sumersién por la hipdtesis. (Uxv) n G

Como p,|G = p,|G, también lo es p,; y t//;: :;\\
v

vimos antes que Py es sumersidn luego v

ap, = pyP; e€s sumersién (ejercicio 2 \;E\\‘ z///zr
de 3.10) y por lo tanto o es sumersién U/RU

(ver ejercicio 2a) de 4.19). (4)

2°) Hemos probado entonces: para cada xy€ X hay un abierto saturado V
que contiene a X, y una estructura de variedad para V/RV para la cual
py: V —> V/Ry es sumersidn.

Recordando que si V es abierto saturado la biyeccidn V/R; — p(V) C

C X/R es homeomorfismo, y que p(V) es abierto obtenemos: hay un cubri-
miento V; (i € I) de X por abiertos saturados, y estructuras de variedad
para cada p(V;) tales que cada pri: V; — p(V;) es sumersidn.

Aplicando 4.1 resultard enseguida el teorema a condicién de probar que
las estructuras de subvariedad de p(Vi) N p(Vj) inducidas por p(Vi) y
p(Vj) coinciden,

Pero pIVi es sumersién y por lo tanto también lo es (p|Vi)|Vi N Vj
: Vi N Vj —_— p(Vi N le = p(Vi) N p(Vj) C p(Vi); luego hay una dnica
estructura de variedad para p(Vi) N p(Vj) para la cual p|Vi N Vj es su-

mersién. Ella debe coincidir entonces con la estructura de subvariedad
abierta de p(Vi) (resp: p(Vj)); de ahi la tesis.

Para completar la demostracidn, debemos probar la afirmacién 1°); como
el problema es local, consideramos un mapa (u,U,E) centrado en x3 de mo-
do que u((UxU) n G) = (axe) n M, donde u(U) = @ es entorno de 0 e E vy
M C ExE es subespacio directo. '
Notemos que siendo p,|G sumersién, también lo es p,|M: M — E; o sea
p,|M: M —> E es un epimorfismo directo.

Si j: E ~— ExE es j(v) = (v,0), vemos que j'l(M) es un subespacio direc
to de E (y la sucesién 0 — j'l(M) —» E —» ExE/M — 0 es exacta, ver

ejercicio 3. de 4.19); sea E; un suplemento topolégico de j~1(M) en E.
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Definimos N = M n (Ele) Y,pZIN: N — E resulta un isomorfismo; su inver
sa es necesariamente de la forma v — (g(v),v) con g € L(E,E|) (nétese
que g(v) resulta el Gnico elemento y € E, tal que (y,v) € M).

Se define entonces S = u_l(E1 na), ry = u“l(gln)u y la prueba queda com
pleta.

PROPOSICION 4.17. Sea X una variedad, sea Y un espacio topolégico y sea
f: X — Y una aplicacién suryectiva. Las afirmaciones siguientes son en-
tonces equivalentes

a) Existe una (Gnica) estructura de variedad para Y para la cual f es u-
na sumersién,

b) G = {(x,x'): f(x) = £(x')} es una subvariedad de XxX, Py|G: G — X es
una sumersién y f es continua y abierta.

DEMOSTRACION. a) = b) resulta del hecho que G es el producto fibrado

X ¥ X (cf.4.12 c) y 4.13). Reciprocamente si vale b) y R¢ es la relacién
de equivalencia de grafico G, de 4.16 sigue que X/Rf es una variedad y
que p: X — X/R; es una sumersién.

Pero la biyeccién f: X/Rf —> Y es un homeomorfismo, lo que permite defi-
nir para Y una estructura de variedad para la cual T resulta un difeomor-

fismo; como f = fp sigue que f es una sumersidn.

NOTA 4.18. En general no es facil producir variedades diferenciables
"distintas' sobre un mismo espacio topolégico. En tal sentido, suponga-
mos que (X,A) es una variedad y que f: X — Y es un homeomorfismo, don-
de Y es un espacio topoldgico. Usando 4.6 c) o 4.17 es obvio que se pro-
duce una estructura (dnica) de variedad para Y para la cual f deviene
un difeomorfismo (concretamente si (u,U,E) € A se considera
(uf'l,f(U),E) = f4(u,U,E); el conjunto B = {f4(u,U,E): (u,U,E) € A} nos
da un atlas maximal para Y).

En particular, un homeomorfismo f: X — X que no sea un difeomorfismo
permite definir una estructura de variedad para X distinta de la origi-
nal, pero difeomorfa a ella vfia f.

Esto nos lleva a plantear la pregunta: (Si X es una variedad, existiri
sobre X otra estructura de variedad no difeomorfa a la misma? O sea: da-
da una variedad (X,A) se plantea la existencia de otro atlas maximal B
en X tal que (X,A) y (X,B) no resulten difeomorfas.

El primer ejemplo en tal sentido se debe a J. Milnor [11] para X = S7;

ver también Am. J. of Math., 81 (1959), 962-972.
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Otro tipo de problema que se plantea naturalmente es la existencia de ql-
guna estructura diferenciable; o sea: si X es una variedad topoldgica (cf.
2.2 d)) iexiste en X algtn atlas A de clase CY¥, r > 1? Este problema fué
resuelto por vez primera (en forma negativa) por M. Kervaire (ver [12]).

EJERCICIOS 4.19. 1) Sea A el atlas de la variedad R; sea A' el atlas sa-
turadd que contiene a la funcién f, f(t) = t3.
.las variedades Ry (R,A') son difeomorfas.

Probar que A # A', pero

2) Sean X,Y,Z variedades y sean f: X — Y, g: Y —> Z aplicaciones con-
tinuas. Probar:

a) Si f y gf son sumersiones, entonces g es sumersidn
b) Si g y gf son inmersiones, entonces f es inmersidn
3) Sean E,F espacios de Banach y sea M C ExF un subespacio directo tal

que si p,: ExF — F es p,(x,y) = y entonces pZIM: M~ F es epimorfis-
mo directo,

Probar que la aplicacién E 1, ExF — ExF/M, (j(x) = (x,0)) es un epimor
fismo directo de ndcleo j~1(M) = (Ex{0}) n M.

¢

(Sug: ver que Ex{0} + M = ExF).
4) Sean X,Y variedades y sea f: X — Y una aplicacién continua, cuyo
grdfico se indicard con G(f) c XxY.

i) Si pg: XxY — X es la proyeccidn, px|G(f): G(f) — X es un homeomor-
fismo.

ii) Existe una inica estructura de variedad para G(f) para la cual la a-
. plicacién py|G(f) es un difeomorfismo.

iii) Con esta estructura jes G(f) una subvariedad de XxY? ¢Cuidl es la con
dicién necesaria y suficiente para que G(f) sea subvariedad de XxY? (Sug:
considerar py|G).

5) Si X; (1 <1 <r), Y son variedades, una familia fi: Xi —> Y de apli-
caciones de clase C* se dird transversal si la aplicacién flx...xfr

T
: ‘Hl X, — Y® es transversal a la diagonal Ay de YE.
1i=

Mostrar que en tal caso el producto fibrado g X; (definido como el sub-
conjunto de 1los (xl,...,xr) que satisfacen f;(x;) = fi(xj) para todo

r
i,j) es una subvariedad de _l'l1 X;.
1=

6) Sean flz Xl — Y, fZ:_X2 — Y aplicaciones de clase C* entre varie-

79



s dades tales que £, M f,. Mostrar que el producto fibrad'o-.x1 % X, satisfa-

ce la "propiedad universal': para toda variedad Z y para todo par de apli
caciones g;" Z —> Xl’ gy¢ Z —> X2 de clase C” tales que glf1 = ngz,

existe una Gnica g: Z — X1 ? X2 de clase C~ tal que P& = 8, Y P8 = &,-

7) Notaciones como en 4.12 c¢); probar que si fz: X2 —> Y es una inmer-

sifén también lo es P, X X X, — X,.

8) Si X;, X, son subvariedades transversales de una variedad X, mostrar
que X; N X2 es una subvariedad de X1 {(y de X,), naturalmente difeomorfa
a X, E;Xz (Sug: verificar que Pyt X, ? X, — Xj (3=1,2), son inmersio-

nes regulares).

9) Sean f: X —» Y, g: X —> Y aplicaciones de clase C”, cuyos grificos
se indican con G(f) y G(g).

Explicar la relacidn que existe entre los hechos "f f g" y "G(f) h G(g)".
10) Sea E un espacio de Banach, sea E; = E-{0}; se considera la relacién
de equivalencia en E, definida por "x =y significa y = a.Xx para algtin

a € R". El espacio cociente es el espacio proyectivo P(E) asociado a E
(cf. ejercicio 20 de 3.10).

Sea G el grifico de la relacifn de equivalencia =,

i) Probar que G satisface las condiciones de 4.16 ii) (Sug: considerar la
inmersidn RyxEy — E xE, dada por (1,x) — (ax,Xx)).

ii) G es cerrado en E xE,, asf{ que P(E) es separado.

Deducir que existe una Gnica estructura de variedad diferenciable para
P(E) para la cual p: E, — P(E) es sumersién; P(E) es separada, y com-
pacta si y s6lo si dim(E) es finita.

iii) p|S(E): S(E) — P(E) es un difeomorfismo local, revestimiento de
dos hojas (cf. ejercicio 7 de 3.10), cuando E es un espacio de Hilbert.

iv) Si Q: E —» R es una forma cuadrdtica no degenerada, la cuddrica C
proyectiva asociada a Q es p{x € E,: Q(x) = 0} ; mostrar que C es una sub
variedad cerrada de P(E) de codimensién 1.

11) El grupo topoldgico cociente T" = R®/Z™ admite una Gnica estructura
de variedad para la cual la proyeccién p: R® —> T® es una sumersién.

i) T es compacto.

ii) T1 es difeomorfo a S1 (Sug: considerar t —> exp(2nit), identifican-

do s! a1 subconjunto {z: |[z| = 1} de C).
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iii) T2 es difeomorfo al torc del ejercicio 6 i) de 3.10 (cf. ejercicio
12 de 3.10).

iv) T® es difeomorfo a Slx...xsls
v) Sea ¢: R —> T2, ¢(t) = (exp 2wit,exp 2wiat) con a irracional,

Probar que ¢ es una inmersién inyectiva y que ¢ (R) es denso en T2 (no es
una subvariedad).

12) Sea E un espacio de Banach; el-grupo GL(E) es una variedad y las ope

1

. — (=]
raciones {(x,y) — X.y, X —* X son C .

i) Si dim(E) es finita, el subgrupo SL(E) = {{: det(T) = 1} es una subva
riedad cerrada de codimensién 1, ‘

ii) Si E es un espacio de Hilbert, el grupo ortogonal de E, O(E) = {A €
€ GL(E): A%®A = 1E} es una subvariedad cerrada de GL(E).

Si dim(E) = n, O(E) es compacta de dimensién EL%;ll .

iii) La aplicacién A — A(xgy) (con x fijo, |xg|] = 1) es una sumersién
de O(E) sobre S(E); el grupo {A: A(xo) = X5} se identifica a O(H), donde
H es el hiperplano ortogonal a x.

§ 5 - VARIEDADES DE GRUPO (Generalidades).

Un grupo de Lie {0 una variedad de grupo) consiste de una variedad dife-
renciable G munida de una estructura de grupo, de tal forma que la opera
cién (x,y) — x.y (de GxG en G) es de clase C™,

OBSERVACIONES 5.1, a) Si G es un grupo de Lie, las traslaciones .q iz-
quierda (resp: a derecha) £,: G — G definidas por £,(x) = a.x (resp:
r,: G — G, ra(x) = x,a) son difeomorfismos de G sobre G. Consecuencia
inmediata: la variedad G es pura.

b) Como ejemplo inmediato de variedad de grupo mencionamos a: todo espa-

cio de Banach E (con su estructura de grupo aditivo).
¢) El producto G;xG, de grupos de Lie es otro grupo (de Lie.

d) Si G;,G, son grupos de Lie, llamaremos hkomomorfismo £: G; -—»'Gz a to
da aplicacién C” que es un homomorfismo "algebraico'. Nétese que un homo
morfismo algebraico f: G; — G, es C® si (y sélo si) hay un entorno U
del elemento neutro e € G; tal que f|U: U — G, es C”. PRUEBA: si a €

€ Gy, a.U = £_(U) es entorno de a y fla.U coincide con Lf(a)(f|U)£a-1
(cf.a)).
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e) Si x € 4, y € G entonces si llamamos ¢: GxG —> G a w(x,y) = X.y se ve
rifica )
Tix,y) W Vvy) = T () (vy) + T (£)(v,) (M
para (vl,vz) c TX(G)xTy(G) ~ T(x’y)(GxG). PRUEBA. Fijados x,y las aplica-
ciones jy: G —— GxG, hx: G — GxG dadas por jy(x') = (x',y), hx(y'),=
(x,y") verifican p2jy = constante,pljy= identidad y entonces
(V15Vy) = T, (5,) (v) *+ T (hy) (v,)
’y)({GxG).

Como wjy = ry, whx = £x , resulta enseguida (1).

da un isomorfismo de T_(G)XT_(G) sobre T
X y (x

PROPOSICION 5.2. Si G es un grupo de Lié, la aplicacién x —> x"! es un
difeomorfismo de G sobre G.

DEMOSTRACION. Es suficiente ver que X ——r x ! oes C”; pero de (1) se dedu-
ce que ¢ es una sumersién (cf.5.1 a)); por consiguiente w'l(e) = H es una
subvariedad de GxG, con T(x’y)(H) = {(vl,vz): Tx(ry)(vl) + Ty(ﬂx)(v2?=0}
por 3.4,

Como H es el grdfico de x —» x_l, y como es inmediato que T x-l)(GxG)=

(x,

= T(x’x-l)(H)‘e T ’x-1)({x}xG) del ejercicio 4 de 3.10 se deduce que

(x

oo
x — x~1 es C”.

COROLARIO 5.3.Toda variedad de grupo es un grupo topoldgico separado.

(Pues el conjunto {e} formado por el elemento neutro es cerrado). Nétese
que entonces todo grupo de Lie es una variedad regular (todo grupo topo-
l6gico separado es regular) (cf.2.5 b) y 2.4).

Para obtener nuevos grupos de Lie a partir de otros, es Gtil la:

PROPOSICION75.4;Sea G un grupo de Lie, sea H un grupo topolégico y f:

: H — G un homomorfismo que verifica la condicidén siguiente: existe un
entorno U de e € H, un.mapa (v,V,F) centrado en e € G y un subespacio di-
recto E C F tales que ‘

a) f(U) cv y f£f|U: U— £(U) es homeomorfismo
b) vE(U) = E n v(V)

Existe entonces una Unica estructura de grupo de Lie para H para la cual
f es un homomorfismo de grupos de Lie y una inmersién.

DEMOSTRACION. Resulta inmediatamente de 4.5, ya que usando traslaciones

82



en G y H se produce la condicién If(x) para todo x € H.

DEFINICION 5.5.8i G es un grupo de Lie, llamaremos subgrupo de Lie HCG
a todo subgrupo que sea una subvariedad.

(Para algunos ejemplos ver ejercicios 11 y 12 de 4.19).

Todo subgrupo de Lie H C G es necesariamente cerrado (pues toda subvarie-
dad es un conjunto localmente cerrado, y todo subgrupo localmente cerra-
do en un grupo topoldgico G es cerrado).:

Otra forma de producir grupos de Lie es mediante '"cocientes", o sea:

PROPOSICION 5.6. Sea G un grupo de Lie, sea H C G un subgrupo de Lie, Con-
sideramos el cociente G/H formado por las clases a izquierda; entonces:

i) Existe una finica estructura de variedad en G/H para la cual

p: G — G/H es una sumersién,

Si H es invariante, G/H es un grupo de Lie y p: G — G/H es un homomor-
fismo de grupos de Lie.

DEMOSTRACION. Por definicién G/H es el cociente de G por la relacién de
equivalencia R, que identificada a su griafico es {(x,y): x~l.y € H}, de
manera que utilizamos 4.17. Vemos que R = ¢'1(H) donde ¢(x,y) = x‘l.y es
la composicién de

() — &hy) ——— xly (¢: GxG — G)
La primera aplicacidén es un difeomorfismo de GxG sobre GxG (por 5.2); a-
demds sabemos por (1) que y es sumersién. Por consiguiente (4.8 b)) resul
ta v hH asf que R = ¢~1(H) es subvariedad cecrrada de GxG.

Como p;|R = p,|R, veamos que p;|R: R — G es sumersién; para ello note-

mos que si a: GxG — GxG es a(x,y) = (x,x"l.y), entonces o es C* y ay =
= 1GxH donde y: GxH — R e3 y(x,h) = (x,x.h).
Como ademds y(a|R) = 1z resulta que y: GxH —> R es un difeomorfismo;

siendo (p1|R)y(x,h) = x se ve enseguida que p;|R es una sumersidn.

Hay una operacidn natural GxG/H —¥, G/H inducida por la operacidén de G,
de modo que el diagrama (2) es conmutativo.

B 6x6 —2Y o ¢
Como 1,xp es sumersidén resulta claro que y
es de clase C” (4.14); por consiguiente si l Texp l P
H es invariante resulta que el grupo topo- G x G/H ———— G/H
16gico G/H es un grupo de Lie, debido al v
-diagrama .conmutativo (3) (y nuevamente, a (2)
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1.

que p es sumersidén). G x G/H ———— G/H

NOTA. Aunque H no sea invariante, si indi- v
camos con (g,x) — g.x = y(g,Xx) para g € px1G/H
€ G, x € G/H, el hecho que esta aplicacién

es de clase C® nos dice que Xx —> g.X es un G/H x G/H

(3)

Estas consideraciones pueden generalizarse si consideramos 'grupos que o-

difeomorfismo de G/H para cada g € G.

peran sobre variedades'. Seguiremos para ello el siguiente esquema.

DEFINICION 5.7.Si G es un grupo de Lie y X. es una variedad diferenciable
decimos que G opera (a izquierda) sobre X si tenemos una aplicacién (de
clase C®) de GxX en X, indicada (g,x) — g.Xx que satisface

e. X = X gl-(gz'x) = (glgz)'x
para todo x € X, g, y g, en G.
Si para cada g € G se define tg: X — X por tg(x) = g.x, resulta un ho-
momorfismo de grupos t: G — Dif(X) (donde Dif (X) c C*(X,X) es el grupo ~
de los difeomorfismos de X).
Dado x4 € X, indicamos con ¢_ : G — X la aplicacién C” definida por
0
' (g) = g.xy; decimos que X es un espacio homogéneo (para G) si o es
o

0
una aplicacién suryectiva.

De cualquier .forma el subgrupo cerrado G(xo) = w;l(xo) = {g € G: g.Xy =
0

= xo} se denomina el "estabilizador de X, en G",

T (¢ )
e X
OBSERVACIONES 5,8, a) Si g € G, el diagra- Te(G) -0 T (X)
ma conmutativo (4) muestra que el compor- 0
tamiento de todas 1as-Tg(sox ), g €G es el ~ Te(zg) ~ Txo(tg)
0

mismo (ya que es el mismo que el de T (v_ )). T () ——— T X

e XO g Tg(¢x ) g.xo(A)
b) Como consecuencia de a) vemos que 0
i) T (¢4 ) monomorfismo directo = ¢ (4)

e 0 * Xo

inmersién.

ii) T (p_ ) epimorfismo directo = ¢ sumersidn.
e XO Xo
iii) Si G 6 X son de dimensidn finita, ¢x es una subinmersidn.
0

c¢) En cualquiera de los casos considerados en b), el estabilizador G(xq)
resulta un subgrupo de Lie de G; en el caso i), ¥, es localmente inyec-

tiva asi que G(xo) es discreto. En los casos ii) iii) se aplica 3.9 di-
rectamente,
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En cualquiera de estos tres casos la aplicacién inducida

axo : G/G(xo) —_—— X (5)

es C, inmersién inyectiva con imagen la "drbita" G.xgy (lo qué" puede ex-

plotarse convenientemente, ver ejercicios).

Un caso importante de operacién de G sobre X ocurre cuando se verifican
ciertas condiciones (no demasiado restrictivas, ver capitulo IV):

DEFINICION 5.9.S8i G es un grupo de Lie que opera sobre una variedad X, de
cimos que G define un fibrado prineipal si se verifican:

a) G opera sin puntos fijos (o sea G(x) = {e} para todo x € X).
b) La relacién R = {(x,y): existe g € G con y = g.x} es cerrado en XxX.

c) La aplicacién n: R —> G definida por n(x,y) = Gnico g € G tal que
y = g.x, es continua.

d) Si Xg € X, la aplicacién Te(¢x0): To(G) — TXO(X) es un mohomorfismo
directo. ‘

OBSERVACIONES 5.10. a) Si dim(G) es finita, o si dim(X) es finita de 5.8
b) iii) y 5.9 a) se deduce la condicién d) (que es entonces superflua
en estos casos).

b) Si G es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie X, la operacién de G a
izquierda en X define un fibrado principal (evidente); asi podemos gene-
ralizar 5.6 como sigue:

PROPOSICION 5.11. 81 ‘G es un grupo de Lie que opera sobre una variedad X
definiendo un fibrado principal, existe una Gnica estructura de variedad
para el espacio topoldgico cociente %X/R tal que p: X —+ X/R es sumer-
sién.

DEMOSTRACION. ‘Utilizamos 4.17, considerando ¢: GxX — XxX dada por
v(g,x) = (x,g.x); de a) b) c) se deduce enseguida que v es un homeomor-
fismo de GxX sobre R. Por otro lado si g € G, x € X tenemos

Tig,xy @I V,D) = (B,T (2 )(B) + T (¢ ) (V)

si (v,b) € Tg(G)xTx(XD, dg donde vemos que ¢ es upa inmersién.

Por lo tanto ¢ es una inmersién regular, asi que R es una subvariedad
cerrada de XxX y ¢: GxX — R es difeomorfismo (3.6). Siendo p1¢ = Py
PR : R —> X es una sumersién y concluimos.
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OBSERVACION 5.12. En la situacién anterior se indica con X/G al espacio
cociente X/R (espacio de las 6rbitas).

‘EJERCICIOS 5.13. 1) Si G es un grupo de Lie y T es la componente conexa
de e, probar que T es un subgrupo invariante abierto (y por lo -tanto un
subgrupo de Lie); el grupo G/T es discreto.

2) Si f: Gy —> Gy es un homomorfismo de grupos de Lie y T'; es la compo-
nente conexa de e € G;, probar que son equivalentes:

i) f(rl) = {e} (o sea, f es constante sobre rl).
ii) Te(f) = 0 (Sug: razonar como en 5.1 d)).
3) Sea A un 4dlgebra de Banach real y sea A, el grupo de Lie formado por

los elementos inversibles de A; sea exp: A — A, (ver ejercicio 10 de
3,16, cap.II).

i) exp es un difeomorfismo local en 0 (Sug: Dexp(0) = 1A).

ii) Sea H C A4 un subgrupo; supongamos que hay entornos U de e € A, y V
de 0 € A, y un subespacio directo S C A tales que

a) exp: V — U es difeomorfismo

b) HnU = exp(V n S)

Probar que entonces H es subgrupo de Lie de A, y que Te(H) = S

4) Aplicando el ejercitio anterior obtener los grupos de Lie (y sus co-

rrespondientes espacios tangentes en e) correspondientes a los siguien-
tes subgrupos de Ag; siendo A = L(E), (cf.ejercicio 12 de 4.19):

i) dim(E) < » , H = SL(E) (aqui S = (T: tr(T) = 0})
ii) E espacio de Hilbert, H = O(E) (S = {T: T+T* = 0})
iii) E = R® @ R™, H = GL(n,C) = {T € GL(E): TJ = JT} donde J(x,y) =

= (-y,x) (cf.ejercicio 8 de 2.4, cap.II).

S) Sea A el dlgebra de cuaterniones identificada a RY con base eqg = 1,
€;5€,,€, y sea V= {x € A: (x,eo Yy = 0}.

i) Probar que s3 es un subgrupo de R4.

ii) Si a € S3, a.v.a* € V para todo v € V,

iii) Deducir un homomorfismo de grupo de Lie p: s3 —s 0(V), que es un
revestimiento de dos hojas. ‘

iv) Las variedades SO(3) y P3 son difeomorfas (cf.ejercicio 10 iii) de
4.19). '
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6) Si G es un grupo de Lie y G es su revestimiento universal, G es un gru

po de Lie y p: G —> G es un homomorfismo de grupos de Lie, difeomorfismo
local (cf.[3],6.11).

7) Todo grupo de Lie es una variedad metrizable (cf.[8]).

8) Sea G un grupo de Lie que opera sobre una variedad X, sea Xg € X; se
considera la aplicacién $x0: G/G(xo) — X (cf.5.8 ¢)).

a) Si Te(¢xo) es epimorfismo local, la orbita G.x0 es abierta y JXO:
: G/G(xy) — G.x, es un difeomorfismo.
b) En general, Jxo: G/G(xo) — G.x0 es un homeomorfismo si y sélo si-
G.x, es una subvariedad de X y 5%0 es difeomorfismo.

9) Notaciones como en el ejercicio 8, se supone que dim(G) es finita, G es
separable y G.x, es cerrado en X. Probar que Jxo es un homeomorfismo de
G/G(xo) sobre G.xo (cf.ejercicio 8 b)) (Sug: G.x0 es un espacio de Baire,

ey s . 2 n
escribir G como unién 81 V", con V entorno compacto de e).
n2

10) Sea E un espacio de Hilbert, H C E un hiperplano y [x45] = 1 con

Xg € Hl; O(E) opera sobre S(E).

i) E1 grupo ortogonal O(H) se identifica con el subgrupo estabilizador de
xq en O(E).

ii) O(E)/O(H) es difeomorfo con S(E) (cf.ejercicio 12 de 4.19).

11) Sea E un espacio de Hilbert, sea Gr(E) el conjunto de todos los sub-
espacios de E de dimensidén r.

i) E1 conjunto Mono(R*,E) de los monomorfismos T: RY —> E es un abierto
en L(RY,E); la aplicacién T —> (T(ey),...,T(e)) es un difeomorfismo

de Mono (R*,E) sobre el subconjunto abierto St . (E) cC E' formado por los
(vl,...,vr) independientes.

ii) E1 grupo GL(RT) opera (a derecha) sobre Mono(R¥,E) mediante (T,q) —
—+ To, y define un fibrado principal.

jii) La aplicacién T — T(R®) induce una biyeccién entre la variedad
Mono (R¥,E)} /GL(RY) y G_(E); G,.(E) resulta asi una variedad diferenciable
("variedad Grassmanianna, o variedad de Grassmann de los r-planos en E").
Si dim(E) = n, dim G.(E) = r(n-r). Caso r=1,

iv) Si Sim(r) es el subespacio de R*™F formado por las matrices simétri-
cas, la aplicacién (xl,...,xr) —_— ((xi,xj ») es una sumersidn de Str(E)

sobre Sim(r). Deducir que el conjunto Stg(E) formado por las r-uplas or-
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togonales es una subvariedad de Str(E).

v) El1 conjunto de isometrias O(R*,E) de R' en E es una variedad difeomor-

fa a Stg (E) .

vi) O(RY,E)/O(RT) es difeomorfa a Gr(E).
vii) G,.(E) es compacto si dim(E) es finita (Sug: O(RT,E) 1o es).
12) Sea E un espacio de Hilbert de dimensidén finita; se considera la apli
cacién de clase C* hy: Stg(E) — AT(E).
i) Mostrar que por pasaje a los cocientes h, induce una inmersidén regular
h: G _(E) — P(AT(E))

ii) Si E = Ra, r=2 mostrar que h(Gz(R4)) es la cuddrica proyectiva K de
ecuacidn

Yi2:Y34 " Y13 Y24 ¥ Y14Y23 T

(cf.ejercicio 10 iv) de 4.19), donde yij (1 < j) son las coordenadas en
A2(R4) (""cuddrica de Klein').

§ 6 - PARTICIONES DE LA UNIDAD.

Es bastante claro (al menos si n=1) que en R" hay suficientes funciones
C” como para '"distinguir'" puntos y cerrados (ver abajo); veremos ahora
que se puede afirmar en el caso general de variedades, para lo cual pre-

cisamos unas construcciones especiales.

NOTA 6.1. a) Si w: R —> R es w(t) = 0 si t <0, w(t) = e—l/t si t>0,

entonces w es C_ (evidente pues el Gnico punto dudoso es t=0, que se tra-

ta recordando que lim t"e™® = 0 para todo n > 0).
t>e
b) Si »: R —> R es definida por A(t) = w(t) » A es creciente,

w(t) + w(l-t)
C” con A(t) = 0 si t<0, a(t) = 1sit>=1,

c) Si A gt R —> R es A (t) = r(t/e), entonces Ao es C” creciente y A (B)=
=0sit<g?o, Ae(t) = 1sit>e (eg>0).

d) Pongamos o (t) = A(t+2).Aa(-t*2); p: R — R es de clase c” y p(t) =2
> 0 para todo t, p(t) = 1 si |t] <1, p(t) = 0 si |t| > 2.

f) Dado a € R® y ¢ > 0 la aplicacién ¢: R — [0,1] definida por

¢(x) = p(liéél) es de clase Cw, ¢ (%)

0 si |x-a] >2ey ¢(x) =1si

|x-a| < e.

Sigue de lo precedente que en R"™ hay aplicaciones de clase C® de soporte
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arbitrariamente pequefio (y > 0); mds precisamente si @ C R® es abierto y
a €, hay una ¢y: R — [0,1] de clase Cm, soporte compacto contenido
en @ y tal que ¢(x) = 1 para todo x en un entorno de a. De esto sigue in-
mediatamente el:

LEMA 6.2.Si K c R™ es compacto y U es un entorno abierto de K, existe u-
na aplicacign y: R™ — [0,1] de clase C*® tal que

1°) $(x) =1 si xe K.

2°) sop(y) es compacto, contenido en U.

DEMOSTRACION. De lo que precede sigue que hay un cubrimiento finito de K

por abiertos V;,...,V,. y aplicaciones Pt R® — [0,1] de clase C® con
soportes compactos contenidos en U y tales que ¢;(V;) = 1 para
i=1,...,r.
T o«
Si ¢: R® — R es ¢ = ) ¢, , claramente ¢ es C y sop(y) es compacto
i=1

contenido en U, con ¢(x) > 0 para todo x € R® y ¢(X) >0 si x € K. Enton-
ces si ¢ = min{yp(x): x € K} basta tomar y = AE¢ , donde Ae es como en
6.1 c).

Las siguientes definiciones nos introducen en el tema:

DEFINICION 6.3.Una variedad (separada) X se dice C -normal (0 €1 € =) si1
para cada par de cerrados disjuntos A,B en X existe una aplicacién
¢: X —> [0,1] de clase C* tal que ¢(A) = 1, ¢(B) = 0.

DEFINICION 6.4,Si X es una variedad (separada), decimos que X admite par
ticiones C' de la unidad si para todo cubrimiento abierto localmente fi-
nito U, (i € I) de X existe una familia de aplicaciones ;0 X —> R de
C*¥ (i € I) tal que
a) ¢i(x) > 0 para todo i € I
b) sop(wi) C Ui para todo i € I
c) J ¢.(x) = 1 para todo x € X.

ier *
OBSERVACIONES 6.5.a) Conviene observar que la condicién 6.4 c) tiene sen
tido; de manera completamente general si ¢;* X = R (i € I) es una fami
lia de aplicaciones de clase CF cuyos soportes forman una familia local-
mente finita la suma ¢, estd bien definida y es una aplicacién de

iel

clase CT,

'En efecto, para cada x5 € X hay un entorno 2 de Xo ¥ un subconjunto finj
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to J € I tal que sop(v;) N @ =@ si i ¢ J; por consiguiente wiln =0 si
i ¢ J, de manera que - por definicién - tendremos

e = |2
(iél #5)] i:}-::J il

~Claramente esto define sin ambiguedad |} ¢ al mismo tiempo que muestra
iel :
que es una aplicacidén de clase crt.
b) En la situacién de 6.4, decimos que la familia ¢; (i € I) es una par-
ticidn de la unidad de clase C* subordinada al cubrimiento dado Uy
(i el.

c) La nocidn de C¥-normalidad es una generalizacién de la caracteriza-
cién (via el teorema de Urysohn) de la correspondiente nocidn de "espacio
normal" (cf.l71,[8]).

PROPOSICION 6.6.Una variedad es C'-normal si y s6lo si ‘admite particio-
nes C* de 1a unidad.

DEMOSTRACION. Si A,B son cerrados disjuntos en X y {¢;,p2} es una parti-
cién de la unidad de clase CT' subordinada al cubrimiento U; = X - A,

U, = X - B, es evidente que ¢ = ¢,: X —> R es de clase CF y verifica
e(B) = 0, ¢(A) =1 - ¢;(A) = 1 (y siendo v; *+ vy = 1, es 0 < ¢(x) <1 pa-
ra todo x € X).

Reciprocamente supongamos X C'-normal y sea Uj (i € I) un cubrimiento a-
bierto localmente finito de X; es posible obtener otro cubrimiento abier-
to V; (i € I) de X tal que Vi C Uj para cada i € I (ver [8], 84, n°3).

Por la misma razén hay otro cubrimiento abierto Wj (i el) conW; cVy

para cada i € I, ahora si para cada i € I consideramos una aplicacién

$i: X — [0,1] de clase C*¥ tal que y;(W;) = 1, y;(X - V;) = 0, la fun-

cién ¢ = ) y; esta bien definida (6.5 a)), es de clase C¥ y y(x) > 0
iel

para todo x € X.

Entonces ¢; = ¢i|¢.(i € I) es una particién de la unidad de clase ct su-

bordinada al cubrimiento U; (i € I).

La nocién de "particién de la unidad'" puede generalizarse como sigue:

PROPOSICION 6.7. Sea X una variedad C'-normal y paracompacta. Entonces pa-
ra todo cubrimiento abierto Uj (i €1I) de X existe una familia Pyt X -
— [0,1] de aplicaciones de clase CF¥ (i € I) tales que

i) sop(v;) C U; para todo i € I,

ii) La familia sop(wi) (1 € I) es localmente finita.
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iii) § ¢.(x) = 1 para todo x € X (cf.6.5 a)).
iel

DEMOSTRACION. Hay un cubrimiento abierto £, (» € L) localmente finito,

A
que refina al cubrimiento dado; consideramos entonces una aplicacién

1: L —> I tal que @, C UT(A) para todo » € L.

A
Si gy (A € L) es una particién de la unidad de clase C’ subordinada al
cubrimiento @, (A € L), definimos ¢; = (;) g (bien de clase C%y > 0)
T =1

y la demostracién se concluye como en [ 8], corollaire de prop.4, §4,n°4).

PROPOSICION 6.8. Sea X una variedad paracompacta. Entonces son equivalen-
tes:

i) X es C'-normal .

ii) Para todo abierto U C X existe una aplicacién ¢: X —> [0,1] de clase
CY tal que U = {x € X: ¢(x) > 01}.

DEMOSTRACION., i) = ii) Para cada x € U hay un entorno 2 tal que x € Q c
CcQ cU; como U es paracompacto (por ser X metrizable, cf.2.3 e)), hay
un refinamiento localmente finito del cubrimiento de U por tales f; ello
produce entonces un cubrimiento abierto V; (i € I) de U, localmente fini-
to y tal que V; C U para todo i € I.

Si W; (i € I) es otro cubrimiento abierto de U tal que Wi C V,; para cada
i €I, consideramos para cada i € I una aplicacién ¢;: X — [0,1] de cla
se C¥ tal que y;(W;) = 1y y;(X - V;) = 0. Como sop(v;) c V;, sigue que
v o= ) vy estd bien definida y es de clase CF, ¢ > 0.

iel
Ahora si x € U es y(x) > 0 (pues x estard en algln W;); por otro lado si

¥(x) > 0, necesariamente deberd ser y; (x) > 0 para algin i, € I y por
0
ende x € Vi C U, Finalmente basta poner ¢(x) = a(y(x)), donde A es como
0

en 6.1 b).

ii) = i) Sean A,B cerrados disjuntos en X y sean ¢: X —> [0,1] ¥y

p:. X —> [0,1] de clase C* con ¢(x) = 0 si (y s6lo si) x € A, y con

v(x) = 0 si (y sélo si) x € B.

La aplicacién f:. X —> [0,1] definida por f = y/¢+y es de clase C* (néte-
se que es imposible que ¢(x) = 0, y(x) = 0 para un mismo x), y f(B) = 0,
f(A) = 1.

Veamos ahora una caracterizacién de la C¥-normalidad.

PROPOSICION 6.9. Sea E un espacio de Banach C'-normal. Entonces toda va-
riedad paracompacta X de modelo E es C'-normal.
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DEMOSTRACION. Sea @ C X un abierto; hay una familia de mapas (u;,U;,E) ta
les que la familia U; (i € I) es un cubrimiento localmente finito de u.
Sea V; (i € I) otro cubrimiento abierto de o tal que Vi C U; para todo
iel,

Como uy (U;) es C'-normal (por 6.8) y como u; (V;) es abierto en E, sigue
que hay una aplicacidn y;: u; (U;) — [0,1] de clase CY para cada i € I,
tal que y;(g) > 0 equivale a ¢ € ui (Vi).

Ahora si g;: X —> [0,1] se define por

{O x & U,

1

g, (x) =

wiui(x) X € Ui

es inmediato que g; es Cc* y que sop(g;) C Vi C U;; luego g = ) g; es de
i

clase CT y g > 0, Claramente g(x) > 0 equivale a x € ¢, asi que ¢ = Ag
(cf. 6.1 b)) es de clase C¥, v(X) c [0,1] y ¢(Xx) > 0 equivale a x € ; la
tesis resulta asi de 6.8.

El resultado anterior reduce el problema de caracterizar las variedades
Cf-normales al problema anilogo para los espacios de Banach. Esto es fi-
cil en el caso de dimensidén finita, gracias a la compacidad local:

PROPOSICION 6.10. R™ es C'-normal para todor (0 < T < =).

DEMOSTRACION., Basta considerar el caso r=«, y usaremos 6.8. Si U C R" es

abierto hay un cubrimiento abierto V; (i € I) de U, que es localmente fi-

nito y con cada Vi compacto (NOTA. I puede suponerse numerable, pero es-

to no es imprescindible. Aplicando 6.2 obtenemos aplicaciones ¥;: R? —

— [0,1] de clase C” tales que sop(v;)CV; y wi(Wg) = 1 donde Wi (1 e1)

es otro cubrimiento de U que satisface W; c V; para todo i € I,

Ahora ¢ = ] b, es C®, v >0y y(x) >0 equivale a x € U, y de aqui 1la
iel

tesis es inmediata,

Mids generalmente (pero mis complicado):

PROPOSICION 6.11. Sea E un espacio de Banach separable; entonces son e-
quivalentes: .

i) E es C¥-normal.

ii) Existe una aplicacién y: E — [0,1] de clase C* y soporte acotado,
v(0) = 1.

iii) Existe una aplicacién ¢: E —» [0,1] de clase C¥ y sop(y) C Bl(O)
(aqui B (0) = {x: [x]| < 1}), »(0) = 1).
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DEMOSTRACION, ii) e iii) es trivial: si sop(y) C Br(O) = {x: |x| <r} en-
tonces ¢(x) = y(rx) verifica sop(y) C B,(0).

Claramente i) = iii) (t6mese A = {0}, B = E - V1(0) = {x: |x|] > 1} en la
definicidn 6.3); veamos que iii) = i). Por de pronto es claro - por compo
sicién con traslaciones y homotecias, que para cada a € E y cada r >0
hay una ¢:-E — [0,1] de clase C' con ¢(a) = 1, sop(¢) C Br(a). »

Ahora sean A,B cerrados disjuntos en E; hay una g: E — [0,1] continua
tal que g(A) = 1, g(B) = 0 ("lema de Urysohn'"), asi que consideraremos el
caso r > 0.

Para cada x € E hay una bola abierta Vs(x)(x), §(x) > 0 tal que

lgly) - g(x)| <1/4 si yev (o sea si |y-x| < §(x))

5 (x) (X
Sea entonces ¢ : E —» [0,1] de clase C* tal que 0, (X) = 1y soplv) c
= . -1
CBo(a) () = Vo () 5 sea Wy = 9 7(0,1] Vg o (x).
Como E es separable, hay una sucesidn W, (i = 1) que cubre E, y defini-

1
mos inductivamente P = Px k=1 y:
k

=W n e Yo L o=
¥o+1 k=1 "k 7P P =

Vp+1
Para cada x € E hay ademis un N(x) tal que
{ $,(x) =0 5 1<j <N

wN(x)(X) >0

(luego x € VN(X)). Ciertamente los Vp (p = 1) son abiertos y cubren E;

pero ademds este cubrimiento es localmente finito ya que dado a € E el
abierto

Q@ = {x€E : ¢N(a)(x) >

es entorno de a disjunto de Vp para p suficientemente grande.

Ahora para cada n > 1 consideramos una aplicacidn b i R®™ —+ R de clase:
C” como sigue:

a) Si n=1, wl(t) =0sit<0, ¢l(t) >0 si t>0

b) wn(tl,...,tn) =0 vy wn(tl,...,tn) >0 si y s6lo si

1 1
ty <=, ..., t <szg . t >0

(cf.6.8 y 6.10), para cada n > 1,
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Pongamos fn: E —> R de clase CT por
£(x) = v (0, (X),.00,0 (X))

asi que fn =0y Vp = {x € E: fp(x) > 0} para todo p > 1.

Sigue que f = ) f_ estd bien definida y es C¥, luego
pz1l -
= f /f =1
up p/ p=1)

es CT y uy E — [0,1] (nétese que f(x) > 0 para todo x € E); ademis

.{x € E: up(x) >0} C Vp C WXp - V5(Xp)(xp) para todo p = 1.

Finalmente h: E —> R definida por

h(x) = 7} g(xp)-up(X)

p21
es de clase C* (pues sop(up) = sop(fp) C Vp, y (Vp)p21 es localmente fi-
nita) y se tiene para todo x € E:
u_(x)
th(x) - g(x)| = | ] (g(x,)-g(x)).u, ()] < ] L = 1/4

p21 pz1

Por lo tanto si 6: R —> [0,1] es de clase C~ con 6(t) = 0 (t < 1/3) y
8(t)
¢ (A)

1 (2/3 < t) la aplicacibén ¢ = ¢h ¢+ E — [0,1] es de clase CY con
1y e(B) =0

COROLARIO 6.12. Si E es un espacio de Banach separable cuya norma
| |:E —> R es de clase C' en E-{0}. Entonces E (y por lo tanto toda va-
riedad paracompacta de modelo E (cf.6.9) es C¥-normal.

DEMOSTRACION. Pues si p es como en 6.1 d) , ¢(x) = p(|x|) es de cla-
se C¥, ¢(0) = 1y sop(¢) C B,(0), que es 6.11 ii).

OBSERVACIONES 6.13. a) En particular el corolario 6,12 es aplicablé al
caso de E = espacio de Hilbert separable, r=~ (pues x —» |x|2 es un po-
linomio, luego de clase C* asi que | | es de clase C* en E-{0}).

b) Puede probarse que todo espacio de Hilbert (separable o né) es C"-nor-
mal (ver H. Torunczyk, Studia Mathematica XLVI (1973), pdg.43-51, donde
se caracterizan completamente los espacios de Bénach‘Cr-normales).

EJERCICIOS 6.14. 1) Sea X una variedad paracompacta y C'-normal (r > 1);
si F es un espacio de Banach y g: X — F es continua, entonces para to-
do e > 0 existe una h: X — F de clase C" tal que |g(x)-h(x)| < e para

todo x € X. (Sug: h(x) = 7} g(xi) wi(x), para una particidén de la unidad
iel
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de clase CT (¢ subordinada a un conveniente cubrimiento abierto de

i)
X, cf. demostracién de 6.11).

iel

2) Sea ¢y C L% el subespacio cerrado formado por las sucesiones (E;k)k>1

tales que lim g, = 0; sea pi ¢y — R la norma de Co*
ko>

i) p es diferenciable en a si y s6lo si existe un ny con a,;, > a_ para
. 0
todo n # njy; en tal caso Dp(a)(v) = sg(ano).vno.
ii) Mostrar que cy verifica la condicidén 6.11 iii) (y por ende es C”-nor-
mal) (Sug: si y: R —> [0,1] verifica ¢(t) = 1 si |t|] <1/2y p(t) =0
para |t]| >1, ¢(t) >0 si |t] < 1, poner v ((g)sq) = nl v(g)).
= kz

3) Sea X una variedad y sea A un subconjunto cualquiera, sea F un espacio
de Banach. Una aplicacién f: A — F se dice de clase C¥ (0 < r <€ ») si
para cada a € A existe un entorno U de a (en X) y una aplicacién

g: U — F de clase C' tal que g|U n A = f£|U n A.

i) Si A es subvariedad de X, esta definicién coincide con la usual.

ii) Si X es paracompacta y C'-normal, una aplicacién f: A — F es de
clase C* si y s6lo si existe un abierto @ que contiene a A y una h: U —
— F de clase C¥ tal que h|A = f,
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CAPITULO 1V
§ 1 - FIBRACIONES.

Sean E, X espacios topolégicos y sea p: E — X una aplicacién continua;
si U C X es un subespacio, una trivializacidn de p sobre U es una terna
{U,Fy, ¥y} donde Fy es un espacio topo-

(U) ————————» UxF

16gico y vy p'l(U)‘——+ UxFy es un ho-
meomorfismo tal que my y,; = p|U (vale
decir es conmutativo el diagrama (1)).

Si V C U es inmediato entonces que la

(M

terna {V,FU,wulp_l(V)} es una triviali-
zacién de p sobre V. Ademds es claro que si para cada x € U se pone

- -1 RIS .
wU,x = wU]p (x), cada wu,x' p (X)) — FU resulta ser un homeomorfismo.

Una aplicaci6n continua p: E — X se dice un fibrado localmente trivial
(o una fibracidén) si hay un cubrimiento abierto U de X y trivializaciones
{U,Fy,¥y} para cada U € U; se dird asimismo que X es la base, E es el es-

pacio y p es la proyeccién del fibrado, situacién que abreviaremos con la
notaciéh ¢ (X,E,p).

Los abiertos U € U se denominan abiertos trivializadores del fibrado £;

es claro que hay una base de la topologia de X formada por abiertos tri-
vializadores.

Los conjuntos E, = p'l(x) (x € X) se denominan las fibras del fibrado ¢.

Ahora nos ubicaremos-en el contexto de variedades diferenciables, aunque
los resultados generales son vdlidos en la categoria de espacios topolé-
gicos y aplicaciones continuas.

Asi un fibrado diferenciable serd un fibrado ¢ = (X,E,p) donde ademids X
y E son variedades, p es C* y los homeomorfismos by de (1) son difeomor-
fismos (cada Fy una variedad).

OBSERVACIONES 1.1, a) Si ¢ = (X,E,p) es un fibrado diferenciable, p re-
sulta una sumersidn - ya que salvo un difeomorfismo, p es localmente una

proyeccién w; - y por ende cada fibra E_ es una subvariedad cerrada de E
(cap.III, 3.4)

b) Si ademis A C X es una subvariedad, p-l(A) es subvariedad de E (cap.

III, 4.10) y es facil ver que (A,p-L(A),p|p_1(A)) es un fibrado localmen-
trivial, indicado g|A ("restriceidn de £ a A").
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c) Diremos que g tiene fibra tipo F cuando todas las variedades Fy de (1)
son iguales a F. De cualquier manera la relacién "x ~ x' significa que
las fibras E;, y E;, son difeomorfas'" es una relacién de equivalencia con
clases abiertas, lo que implica que X se expresa como unidén disjunta de
subvariedades abiertas X;, y cada &;lXi es un fibrado localmente trivial
con fibra tipo.

Si g = (X,E,p) y n = (X',E',p') son fibrados localmente triviales, una

aplicaeién (f,g): &€ — n es un par de aplicaciones de clase C",

f: E— E' y g: X — X' tales que p'f = gp. En tal caso cada f, = f[EX:
E, — Eé(x) es de clase C%.

Si (fl’gl) y (fz’gz) son aplicaciones y tiene sentido componer fr.f; vy
g,8;, la composicién (f,f;,g,g;) es una aplicacidén de fibrados.

Un morfismo es un caso particular de aplicacién, y ocurre cuando X = X'

Yy & = 1x; o sea: un morfismo de fibrados localmente triviales f:£ — n
(ambos de base X) es una aplicacién f: E — E' de clase C® tal que p'f =
= p.

La composicién de morfismos es evidentemente otro morfismo; ademis hay

un morfismo Zdéntico 15 (determinado por la aplicacién idéntica 18).

Un morfismo f: (X,E,p) — (X,E',p') es un <somorfismo si f: E — E' es
un difeomorfismo; en tal caso es claro que £l E' —» E define el mor-
fismo "inverso".

Finalmente una seccidn s de un fibrado ¢ = (X,E,p) es una aplicacién de
clase C* s: X — E tal que ps = Tx; a veces s6lo interesa hablar de sec
ciones continuas, & C* (r > 1) lo que se aclarard en cada caso.

Indicamos con I'F(g) (0 < r < =) el conjunto de secciones de clase CY del
fibrado ¢.

EJEMPLOS 1.2. a) El fibrado producto (de base X y fibra F) es er =

= (X,XxF,nx). Aqui la correspondencia s — TES da una biyeccidén entre

Fr(si) y CY(X,F). Un morfismo f: s§ —_— Ei es una aplicacién de clase ¢~

de la forma f(x,v) = (x,g(x,v)) donde g: XxF — F es de clase C~ (que»
puede interpretarse como una familia gy (x € X) de aplicaciones F —s F).

b) Todo fibrado & isomorfo a un fibrado producto se denomina un fibrado
trivial. Notese que de (1) y la definicién resulta que para todo fibrado
localmente trivial ¢ = (X,E,p) hay un cubrimiento abierto U de X tal que
cada g|U es trivial, U € U.

c) Un revestimiento f: X — Y es un fibrado localmente trivial (Y,X,f)
con fibra discreta ([3]); aqui f es un difeomorfismo local.
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d) Si ¢ = (X,E,p) y n = (X'",E',p') son fibrados localmente triviales tam-
bién lo es &£xn = (XxX',ExE',pxp') ('"fibrado producto cartesiano'").

Veamos un ejemplo importante (en el que usaremos libremente la notacién
de 5.9 y 5.11 de cap.III).

PROPOSICION 1.3. Sea G un grupo de Lie que opera sobre una variedad X, de
finiendo un fibrado principal. Entonces & = (X/G,X,p) es un fibrado local
mente trivial de fibra G.

DEMOSTRACION. Sea x5 € X, yg = p(Xxg); hay mapas centrados en y, y X, res-

pectivamente, (u,U,E) y (v,V,F) tales que upv—lz v(V) — u(U) es la res-
triccién a v(V) de un epimorfismo directo T: F — E. Si j € L(E,F) veri-

fica Tj = 1y definimos s: U — X por s = V'lju.

Claramente s € T (V); por otro lado sabemos que GxX — R C XxX definida

por ¢(g,x) = (x,g.x) asi que la aplicacién n: R — G de 5.9 c) es C”.
Definimos y: p'l(V) — VxG de clase C” mediante y(x) = (p(x),n(sp(x),x));
obviamente y es biyectiva con inversa k(y,g) = g.s(y) asi que ¢ es un di-

feomorfismo que verifica el requerimiento de '"trivialidad local”:{V,G,y¢}
es una trivializacidn de p sobre V.

COROLARIO 1.4. Sea G un grupo de Lie, H C G un subgrupo de Lie. Entonces
(G/H,G,p) es un fibrado localmente trivial de fibra H.

DEMOSTRACION. En efecto la operacidén a izquierda de H sobre G define un
fibrado principal (5.10 b) de cap.III).

1.5. IMAGEN RECIPROCA.

Supongamos que £ = (Y,M,n) es un fibrado localmente trivial y que
f: X —> Y es una aplicacién C”.

El producto fibrado E = X x M define entonces un fibrado localmente tri-
Y

vial (X,E,p) y una aplicacidén (f,g). (ver
4.12 ¢) de cap.III). En efecto s6lo es ne-
cesario demostrar que para cada Xy € X hay P
un entorno U de Xy ¥y una trivializacidn

b4 ———

—_—_—
g
—_—
f

-~ —=
A3

{U,FU,wU} de p sobre U. Ahora, hay una tri
vializacidn {V,F,wv} de 7 sobre un abierto

V entorno de y, = f(x,); tomando U = f'l(V) vemos que p’l(U) = U x n“l(V)
A

y basta definir wU(x,v)=(x,¢V2(V)) (con inversa (x,a) — (x,¢;1(f(x),a)))
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para obtener lo pedido.
N6tese que EX = {x} x Mf(x)’ de modo que las "fibras de E son las de M'".

Indicaremos con f*(g) al fibrado localmente trivial de base X recién defi

nido ("<magen recfproca de & por f").

De la definicidn sigue inmediatamente que si X C Y es una subvariedad y
j: X — Y es la inclusién entonces j*(g) = £|X (1.1 b)).

Asimismo si (f,gl): (X,E',p'") — (Y,M,n) es cualquier aplicacién de fi-
brados, existe un Gnico morfismo h: (X,E',p') — (X,E,p), dado por h(z)=
= (p(z),gl(z)); se verifica gh = g1+

Dejamos cdmo ejercicio verificar que si f: X — Y, g: Y — Z son apli-
caciones C” entonces (gf)*(g) = f%(g*(£)) para todo fibrado de base Z.

~EJERCICIOS 1.6. 1) Demostrar directamente que la aplicacién T — T(xo)
define un fibrado principal localmente trivial (S(E),0(E),p) de fibra
O(H) (ver cap.IlI, ejercicio 10 de 5.13).

2) Sea (X,E,p) = ¢ un revestimiento (1.2 c)).
i) Toda seccién continua de ¢ es C°
ii) Si E es conexo y s: X — E es una seccidn, & es trivial (Sug: probar

que sp = 1E calculando la aplicacién tangente).

3) Si ¢ = (X,E,p) es un fibrado principal de grupo G. Probar que g es tri
vial si y s6lo si existe una seccién de ¢ (Sug: (x,g) — g.s(x)).

4) Si £ y n son fibrados localmente triviales de base Y, isomorfos y
f: X — Y es C%, mostrar que f*(g) y f*(n) son isomorfos.

§ 2 - FIBRADOS VECTORIALES.

Sean E,X variedades diferenciables; una aplicacidn C® p: E — X se diri
un "campo de espacios de Banach" si para cada x € X cada E_= p~1(x) ad-
mite estructura de espacio de Banach (para la topologia inducida).

Si U C X, una ¢rivializacidn lineal de p sobre U es una trivializacién
{U,Fy,9y} de p sobre U (81) tal que:

1°) F, es un espacio de Banach (sobre R & C)
2°) Cada wU,x = wUIEx: Ex — FU es un isomorfismo (x € U).

Un casi - fibrado vectorial € = (X,E,p) es un campo de espacios de Banach
para el cual hay un cubrimiento abierto U de X y trivializaciones linea-
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les {U,Fy,yy} de p sobre cada U € U.

OBSERVACIONES 2.1. a) Un casi - fibrado vectorial es evidentemente un fi-
brado localmente trivial (§1) de base X.

b) Disquisiciones andlogas a las de 1.1 c¢) muestran que si & = (X,E,p) es
un casi - fibrado vectorial entonces X es suma de subvariedades abiertas

Xi de tal manera que cada £|Xi tiene fibra tipo F; (espacio de Baﬁach).

Si sup dim(F;) < « decimos que ¢ es de dimensidn finita; si £ tiene fibra
tipo F de dimensién n, decimos que & tiene dimensidn n.

AAnélogamente si £ tiene fibra tipo un espacio de Hilbert F se dird que ¢

es un casi - fibrado vectorial hilbertiano.

c) Supongamos que {U;,F,¢;} y {Uj,F,wj} son trivializaciones lineales de
un casi - fibrado vectorial &, con U; n Uj # @. La funcidn de transieidn

1

h,.: U, n Uj x F— U, n Uj x F es el difeomorfismo v, ¢5 (ver diagra-

1]
ma (1)) y claramente la condicidn 2°)

p—l(UirNU.) vy
de la definicién obliga a que J \\\\\\\‘

hy (GV) = (%05, v3,(V) = 2

= (x,gij(x)(v)) para cada x € Ui N Uj, U AU, x F hij
i k|

U.NnU, xF
i3

donde g;5° Uy U, — GL(F) (2)

es dada por gij(x) = ¥y w;i. ()
Diremos que dos trivializaciones lineales {U;,F,v;} , {Uj,F,wj} de un ca-
si - fibrado vectorial sgn compatibles si U; N Uj = @ o bien Ui a Uj o
y la aplicacién (2) es C .

Un casi - fibrado vectorial se llamarid un fibrado vectorial si hay un cu-

brimiento abierto U de X y trivializaciones lineales de p sobre cada
U € U, dos a dos compatihles.

OBSERVACIONES 2.2. a) Se habla de fibrados vectoriales reales 0 complegjos
segln que los espacios de Banach involucrados en la definicidén sean rea-
les o complejos.

b) Las definiciones precedentes ocurren en el contexto de variedades di-
ferenciables; en el caso de fibrados vectoriales '"topoldgicos" sélo se
requiere que X sea un espacio topoldgico. En cada caso hay que reempla-
zar "C™" por "aplicacidén continua", "difeomorfismo' por "homeomorfismo",
etc para obtener la correspondiente teoria.

c) Es importante sefialar que si & = (X,E,p) es un casi - fibrado vecto-
rial con dim(Ey) < « para todo x € X, el requerimiento de compatibilidad
para las trivializaciones es innecesario. En otras palabras: todo casi -
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fibrado vectorial de dimensién finita es un fibrado vectorial. En efecto,
con la notacidn de 2.1 c) siendo hij de clase C* resulta que la aplica-

cién (x,v) — gij(x)(v) (de Ui n Uj x F en F) es C* y se aplica el

LEMA 2.3. Sea 9 una variedad y sean F;, F, espacios de Banach con
dim(Fl) < o,

Sig: @— £(F1,F2) es tal que la aplicacidén ¢: axF; —> F, dada por
v(x,v) = g(x)(v) es de clase ck (0 < k € »), entonces g es de clase ck.

DEMOSTRACION. Si v Vv €s una base de Fl hay un isomorfismo (en par-

TREE
ticular difeomorfismo) B8: £(F1,F2) — Fg dado por 8(T) = (T(Vi))lsisn‘

Por consiguiente es suficiente demostrar que Bg: & —* F; es de clase Ck;

pero Bg(x) = (xp(x,vj))l<j<n (y ¢ - por hip6tesis - es de clase Ck).
Si £ = (X,E,p) y €' = (X',E',p') son fibrados vectoriales, una aplicacidn
de fibrados vectoriales (f,g): & — &' serd una aplicacidn de fibrados

localmente triviales (§1) que ademds verifica las condiciones siguientes:

. ] 3 3
Al) Cada fx. Ex — Ef(x) es lineal (continuo por serlo f)

Az) Para cada trivializacién {V,F',¢b} de £' hay una trivializacidn
{U,F,y,} de ¢ tal que g(U) c V y la aplicacidn

fU: u —— L(F,F")
. -1 w
= ! f .

definida por fU(x) wv’g(x) x wU’x(x € U) es de clase C
OBSERVACIONES 2.4. a) Si dim(g) < « la condicién AZ) es innecesaria; en
efecto siendo g de clase C” y siendo la familia {U: U es abierto en X y
hay una trivializacién lineal {U,F,y;} de p sobre U} una base de la to-
pologia de X resulta claro que dada una trivializacidn {V,F',yy} (lineal)
de ¢' hay una trivializacién lineal {U,F,yy} de ¢ con g(U) c V. Se obtie-

ne. asi i i
si el diagrama conmutativo (3),con U x F . V x F

h o=y £yt =,
vy Yy o de clase C qu va

P = f i- - -

ero h{x,v) (g(x), U(x)(v)) y se apli o I(U) _ o' I(V)
ca entonces el lema 2.3. l J
b) Cuando X = X"y g = 1, obtenemos como p P
en §1 la nocién de morfismo de fibrados u v
vectoriales.

(3)

Anilogamente la nocién de <somorfismo (para fibrados vectoriales con la
misma base X); indicaremos con la notacidén Homyg(g,n) el conjunto de mor-
fismos de fibrados vectoriales de base X (ver ejercicio 5 de 2.7).
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PROPOSICION 2.5. Si g,n son fibrados vectoriales de base Xy f:g — n es
un morfismo, son equivalentes:

a) £ es un isomorfismo

b) Cada f, es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Que a) = b) es evidente; reciprocamente sea x, € X. Hay tri
vializaciones lineales {U,F,wU} y {U,F',¢ﬁ} de £ y n respectivamente, con
Xg € U. De 1la definicién de "aplicacién"
. . UxF ——aaeu U x F'
sigue que en el diagrama (4) es h(x,v)

= (x,f,(x)(v)) con £;: U — L(F,F') de ¢UI I vy

clase c” -1 (U)

Por hipStesis fy(x) € Iso(F,F') para ca- \\\\\\\\l K//////
da x € U, asi que x — fU(x)"1 es C%

(de U en Iso(F',F) c £L(F',F)) (ver ejer-

cicio 1 de 4.9 de cap.IlI).Por lo tanto h (4)

es un difeomorfismo con inversa (x,u) —

— (x,f,(x)"1(u)); de (4) se deduce entonces que flp—l(U): p—l(U)'——+
— p'~1(U) es un difeomorfismo, y como los p-l(U) cubren E, f: E — E'
es un difeomorfismo local. Pero es claro por otro lado que f es biyecti-
va, luego f es un difeomorfismo y entonces es evidente que £~ .. gt — E

define el morfismo inverso.

OBSERVACIONES Y EJEMPLOS 2.6. a) Las condiciones a) b) de 2.5 son eviden-
temente equivalentes a: c) Cada f, es biyectiva.

b) Un fibrado vectorial se dice trivial si es isomorfo (como fibrado vec-
torial) a un fibrado producto e§ = (X,XxF,ng), donde F es un espacio de
Banach. Es inmediato entonces que si £ es cualquier fibrado vectorial de
base X, hay un cubrimiento abierto U; (i € I) de X tal que ~ada fibrado

vectorial £|Ui es trivial. Escribimos €x =,e§.paraHF = RT,

c) Si £ = (Y,E',p') es un fibrado vectorial y f: X —— Y es una aplica-
cién C”, hemos visto en §1 que el objeto f*(£) es un fibrado localmente
trivial. Dejamos como tarea para el lector diligente el verificar que
f%#(£) es un fibrado vectorial.

d) Si ¢ es un fibrado vectorial de base X, el conjunto de secciones TIF(g)
de clase cK {0 < k € ») es un espacio vectorial (sobre R 6 C) en forma
evidente: en efecto la "suma" s; + s, es definida ?or la regla obvia

-(51 + sz)(x) = sl(x) + s (x) para cada x € X. Anilogamente para el 'pro-
ducto por escalares'. Por supuesto debe verificarse - por eJemplo - que

'sl + s, es de clase CX cuando S, ¥ s, lo son, pero esto no ofrece difi-
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cultad ya que se reduce a probar que S *+ so|U es ck para cada abierto
U € X con una trivializacidn {U,F,wu}, lo que es inmediato.

Mds generalmente si s € rk(a) y ¥ X — R (6 C segln corresponda) es de
clase Ck estd definida ¢.s € Pk(g) (via ¢.s(x) = ¢(x).s(x)) y es ficil
ver entonces que rk(g) es un Ck(X,R)-médulo (6 un Ck(X,C)-médulo segiin
corresponda).

e) FIBRADO TANGENTE A UNA SUBVARIEDAD DE R". Supongamos que X es una sub-
variedad de dimensién r de R™ y consideremos el conjunto

T(X) = {(x,v) : veT (X)}CX xR"
Sea p: T(X) — X, p(x,v) = x.
Veamos que (X,T(X),p) es un fibrado vectorial de dimensidn r.

Dado xg € X, de 2.8 d) (cap.III) resulta que hay entornos U de Xgs V de
0 € R® y un difeomorfismo u: U — V, u(xo) = 0 tales que u(U n X) =
=V n (R™x{0}).

Entonces siendo p_l(U NX)=1{(x,v): xeUNX, ve T,(X)} cUnNnX x R",
se obtiene una trivializacidén lineal de p sobre U n X por y(x,v)
(x,Du(x)(v)) con y: p'l(U NX) — UnNnX x (R'x{0}). Nétese de paso
que la aplicacién h: UxR"™ — VxR™ dada por h(x,v) = (u(x),Du(x)(v)) es
un difeomorfismo tal que h(p~l(U n X)) =V n (RTx{0}) x (R¥x{0}),lo que

muestra que T(X) es una subvariedad de XxR".

El fibrado vectorial asi definido se indica t(X) = (X,T(X),p) y se deno-
mina el fibrado tangente a la subvariedad X c R"; evidentemente p-l(x) =
= Tx(X) para cada x € X.

Una seccién s € rk(r(x)) (0 < k € ») se denomina un campo de vectores tan
gentes (de clase Ck) y evidentemente es s(x) = (x,a(x)) donde a: X — R
es una aplicacidén de clase ck ta1 que a(x) € Tx(X) para todo x € X.

Cuando X = Q@ es un abierto en R®, T(X) = T(g) = axR® asi que - en este
caso - t(Q) es el fibrado producto. ’

Dejamos como ejercicio para el lector el generalizar este ejemplo al ca-
so de una subvariedad X ¢ E, donde E es un espacio de Banach (con cambios
obvios, reemplazando RTx{0} por un subespacio directo F).

Esta construccién serd generalizada luego (ver §5).

f) SUMA DE WHITNEY. Supongamos que E x B'" —& — E!

g€ = (X,E,p) vy n = (X,E',p') son dos fibra X ,

dos vectoriales de base X, y consideremos l“ P

la variedad E x E' (diagrama (5)) con la E - X
(5)
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aplicacién obvia q = p'w' = pn. Claramente para cada x € X es q—l(x) =
= E_xE} (~ E 6 @ E;); veamos que (X,E § E',q) es un fibrado vectorial.

Consideramos un abierto U C X con £|U y n|U triviales (2.6 b)), y sean
'Y p'l(U) — UxF,, w:p"l(U) — UxF, las trivializaciones. Debe ser -
p(g) = (P(&),¥ (E)), w(&') = (P'(£"),p,(£")) vy definimos

Yy q_l(U) — U x (FIXFZ)

y(g,8') = (p(g),(vy(E),¥py(€'))). Queda como ejercicio el verificar que
{U,F xF,,v} es una trivializacidén lineal de q sobre U, asi como la compa-
tibilidad de dos tales trivializaciones (utilicese la compatibilidad de
las trivializaciones de £ y n). E1l fibrado vectorial asi definido se in-
dica con la notacién £ © n ("suma de Whitney de g y n").

Dejamos asimismo a cargo del lector el probar que ¢ ® n tiene la propie-

dad formal de la suma directa, o sea: si €15 €9, n son fibrados vectoria
les de base Xy f;: £; — n (i=1,2) son morfismos,entonces hay un dnico

morfismo f: g,8f£, —> n tal que fjk= fi, (k=1,2) donde los jk son los mor-
fismos '"candnicos" g; — £19g, , £, — £,;9¢, definidos por v — (v,0),
u — (0,u).

En tal sentido corresponde sefialar que el conjunto de fibrados vectoria-

les de base X constituye una categoria aditiva, con morfismos justamente

los conjuntos Homx(g,n)(ver ejercicio 5 de 2.7),que son a su vez espacios
vectoriales. El "objeto nulo" es el fibrado trivial 0 = eg.
Ahora la suma de Whitney es exactamente la suma directa en la categoria
indicada.

Denotaremos con Vect(X) la categoria de fibrados vectoriales de base X
(se entiende: fibrados reales 6 fibrados complejos; si es necesario acla-
rar se usard la notacién VectR(X) 6 VectC(X)).

EJERCICIOS 2.7. 1) Si ¢ = (X,E,p) y n = (X',E',p') son fibrados vectoria-
les, mostrar que el producto cartesiano gxn (1.2 d)) es un fibrado vecto-
rial de base XxX'.

2) Si g,n son fibrados vectoriales de base X y A: X — XxX es la aplica
cién\diagonal A(x) = (x,x) mostrar que A*{(fxn) = Een.

3) Sea & un fibrado vectorial de base Y y sea f: X — Y de clase C”; si
(f,gllz n —> ¢ es una aplicacidén de fibrados vectoriales, mostrar que
existe un Gnico morfismo h: n —~— f*(g) tal que gh = g; (cf.1.5).

4) Si E1» &,5 &4 son fibrados vectoriales de base X, mostrar que

£, &, &, 0 & £, 20~ £,
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gy @ (£, @ £5) =~ (g) @ £,) @ £,

5) Demostrar en detalle que Homy (£,n) es un espacio Vector1a1 (sobre R &
C segln corresponda). Si f: ¢ — n es un morfismo y ¢: X — R es c”, de
finir el morfismo ¢v.f: ¢ — 1.

Deducir que Homy(g,n) es un C*(X)-médulo.

6) Si ¢ = (X,E,p) es un fibrado vectorial, probar que la funcién o:
: E § E — E definida por ¢(a,b) = a+b es C” y define un morfismo (indi-

cado +) de tef en .
7) Si E es un espacio de Hilbert y S(E) = {x € E: |x| = 1} , probar que
T(S(E)) = {(x,v):i(x,v) = 0} c S(E)xE (ver ejercicio 7 de 3.10, cap.III).

8) Una subvariedad X de R® de dimensién r se dice paralelizable si su fi-
brado tangente t(X) es trivial. Probar que son equivalentes las afirmacio
nes:

i) X es paralelizable

ii) Existen r campos vectoriales tangentes Syse+e5S,. en X, de clase C”
tales que para cada x € X, {s1(x),...,5,.(x)} es linealmente independiente.

r
(Sug: considerar (x,(A;,...,2)) — ) Ajes (x), de XxR® en T(X)).

9) Probar que sl c R? es paralelizable (cf.ejercicio anterior) (Sug: con-
siderar s(x) = (-xz,xl)).

10) Se supone que en R® hay una aplicacién bilineal R®»xR®™ — R® (indica-
da (x,y) — x.y) para la cual vale |x.y|

, ¥ que ademids hay un

vector e € R® con e.x = x para todo x € R",

i) Si H = {x € R™: (e,x ) = 0} probar que (X.y,y y = 0 para todo x € H,
y € R,

ii) Si (a,b ) = 0 entonces (a.y,b.y ) = 0 para todo y e R".

iii) Tomando una base ortonormal €] = €,€5,...,€, de R®, construir n-1
campos de vectores tangentes s,,...,s  a so-1 tales que {s (x),...,sn(x)}
es linealmente independiente para cada x € S%~ 1 (Sug: sj(x) j x).

Deducir que S™~! es paralelizable.

iv) Existe un producto como el indicado para R"™ si n=2,4 6 8 (Sug: com-
plejos, cuaterniones y octavas de Cayley). Deducir que S!, s3 y $7 son

paralelizables. Comparar el caso n=2 con el ejercicio 9, e, = 1 = (0,1).

2

NOTA. Puede probarse, pero no es elemental, que €stas son las Gnicas es-
feras paralelizables.
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11) Se admitird que si n es impar, las aplicaciones x — X y X —* -X
(de st-1 en sm-1) no son homotdpicas (ver [3], 16.4).

Probar que si s es un campo continuo de vectores tangentes a S“'1 n im-
q ’

par, entonces es s(x,) = 0 para alglin x5 € s® ! (131, 16.5).

Deducir que Sn-1 no puede ser paralelizable si n es impar.

§ 3 - SUBFIBRADOS, SECCIONES.

Supongamos que £ = (X,E,p) es un fibrado vectorial y que para cada x € X

se tiene un subespacio directo E; C Ex; si E' = xgx Ey , decimos que g' =
= (X,E';plE') es un subfibrado vectorial de § si hay un cubrimiento abier
to U de X y para cada U € U una trivializacién lineal {U,F,y,} de £ y un

subespacio directo F' C F tales que cada byt p_l(U) — UxF induce (por

restriccién) un difeomorfismo entre p'l(U) N E' y UxF',

Si ello ocurre cada {U,F',yj} resulta una trivializacién lineal de plE'
sobre U (donde yj = wU|p'1(U)'n E'), £' resulta un fibrado vectorial y la
inclusidén ' — & es un morfismo.

Si &' C £ es un subfibrado vectorial podemos definir un fibrado vectorial
cociente como sigue. Consideramos E" = E/~ , donde ~ es la relacidn de

equivalencia definida por "a ~ b significa p(a) = p(b) = x, y a-b € E}"

Es fdcil ver que esta relacién de equivalencia estd en las condiciones
de 4.16 ii) (cap.III) (ver ejercicio 9 de 3.15) y que p: E —> X induce
p': E" — X.

Veamos que &' = (X,E",p") es realmente un fibrado ve;torial; tomemos para
ello un cubrimiento abierto Uj (i € I) de X con trivializaciones lineales
{U;,F,v;} de ¢ tales que para cada una de ellas hay un subespacio direc-
to Fi c F de modo que wilp‘l(Ui) NnE": p'l(Ui) NnE' — UiXFi es difeo-
morfismo.

Sea Fg'c F de modo que F} sea un suplemento topoldgico de Fi; de las defi
niciones precedentes sigue que es posi- ' -

. ? -1 gue 4 P U, x F < — P I(Ui)
ble definir yY: p" " (U;) — UjxF{ de v

manera de hacer conmutativo (1), y sien

i

lxproy.
do y; un difeomorfismo también lo es Y
. . . U, x FY" «——— p""Y(u,)
(que es biyectiva y sumersidn). i i e P i
1
La compatibilidad de las trivializacio-
nes no es del todo obvia y se prueba asi: (1)

"la representacién F = Fi ® Fg, F3 ® Fg, nos da la funcién de transicién
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g:.: Ui n Uj — GL(F) en la forma

a{x) 8(x)
g ; (x) =
v (x) 8§ (x)

donde para cada x € Uy N Uj es a(x) € £(F' F'), g(x) € £(F" F'), y(x) (S
e £(F F") y 8(x) € £(F" F")

' = v -1 t = v s
Pero wi(p (Ui) n E‘) Uix Fi y ¢j(P (Uj) N E") ijFj obliga a
. U =
glj(x)(F;) C Fj, o sea y(x) 0 para todo x € Ui al qj'

Por consiguiente a(x) € Iso(Fi,Fj); §(x) € Iso(Fg,Fg) si xeU;n Uj,to—
mando F" =~ Fg, F'" ~ F" (via isomorfismos fijos A y B) sigue enseguida que

w”w"‘l(x v) = (x, B'ls(x)A(v)) es la funcién de transicién con
8" U N U, — GL(F") de clase C”. Hecho todo esto el fibrado vectorial
g" = (X E" P'") se indica £/¢'; n6tese que E;=EX/E; para todo x € X.

EJEMPLO 3.1. Supongamos que X C R® es una subvariedad; entonces t(X) es
un subfibrado vectorial de t(R®) X = e; , segln se deduce de las defini-
ciones dadas en 2.6 e). El fibrado cociente CE/T(X) se denomina el fibra-
do transversal a X.

3.2. MORFISMOS LOCALMENTE DIRECTOS.

Supongamos que g,n son fibrados vectoriales de base X y que f: ¢ —+ q
es un morfismo. Befinimos: f es localmente directo si

Ker(f) = U N(f) Im(f) = U Im(f ) (2)
X X X b4
definen sub-fibrados vectoriales (de £ y n respectivamente). En tal. caso

es inmediato (usando 2.5) que f induce un isomorfismo t/Ker(f) =~ Im(f)
de fibrados vectoriales.

Si f es localmente directo, los subfibrados (2) se denominan (como es 16
gico) "micleo" e "imagen" de f.

No todo morfismo es localmente directo (ver ejercicio 6 de 3.15); la con
dicién precisa general para que un morfismo sea localmente directo es en
gorrosa, aunque veremos enseguida un criterio sencillo vdlido en casos
particulares.

De cualquier manera una sucesién

,52 e 7 ngn (3)

v
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de fibrados vectoriales y morfismos se dice exacta si cada £, es localmen
te directo y Ker(fi+1) = Im(fi) para todo i (0 < i <€ n-2).

Por ejemplo si £' C¢ £ es un subfibrado vectorial, la sucesién

0 —— ¢ 3 > £/ —— 0

es exacta.

LEMA 3.3. Sean ¢ = (X,E,p) y &' = (X,E',p') dos fibrados 'vectoriales y
sea £f: ¢ — £' un morfismo. Entonces son equivalentes:

i) £ es localmente directo.

ii) Para cada Xg € X existe un entorno U de xg y trivializaciones {U,F,¢},
{U,F',y'} de £ y &' respectivamente tales que (cf.2.5) si (x,v) € UxF es:
-1
vy T (x,v) = (x,T(V))

UXxF ——— U x F!
donde T € £(F,E') es un morfismo directo

(cf.cap.I, 1.13). I v I¢'
-1 -1
p (U) ———p' (U)
DEMOSTRACION. ii) = i) es fdcil; en efecto f
si E; = Y N(f,) es inmediato que (4)
X

v(p~lU) n E;) = UxN(T) y andlogamente para las imdgenes.

i) = ii) Sea Xy € X, y sean {U,F,y} y {U,F',y'} trivializaciones de € y
¢' (con x5 € U) de tal manera que si (X,E;,p|E;) = Ker(£f), (X,E,,p'|E,) =
= Im(f) entonces y(p~1(U) N E;) = UxN , u'(p'"1(U) n E,) = UxI , donde
NCF eI CF' son sendos subespacios directos.

Si h: UxF — UxF' se define por (4) ciertamente serd

h(x,v) = (x,x(x) (V))
con A: U — L(F,F') de clase C".

Tomando suplementos topolSgicos V C F, S c F' de N e I respectivamente,
podemos escribir

A(x) B(x)
A(x) =
C(x) D(x)

con A: U — £L(V,I), B: U — L(N,I), C: U — £(V,S), D: U — £(N,S)
de clase C”. A

Pero si x € U forzosamente h,: F — F' tiene ndcleo N e imagen I, luego
B=20,0D

0, C=0y A(x): V— 1 es isomorfismo para cada x € U.

La tesis resulta tomando .como nueva trivializacién de £ a la terna
{U,IxN,¢} (manteniendo {U,F',y'} como trivializaci6n de &¢'), donde ¢ es
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la composicién p-l(U) 7 UxF Y » Ux(IxN) donde y(x v n) = (x A(x) (V) ,n).
En efecto en tal caso si (x,v,n) € Ux(IxN) se tendrﬁ v'fe” (x v,n) =
(x,v ,0) ¥y aqui es T(v,n) = (v,0).

DEFINICION 3.4. Si £ = (X,E,p) y €' = (X,E',p) son fibrados vectoriales,
un morfismo f: £ — &' se dird un epimorfismo (resp: un monomorfismo) si
- cada f : E; — E! es un epimorfismo directo (resp: un monomorfismo direc
to). ’

PROPOSICION 3.5. Todo epimorfismd (resp: monomorfismo) de fibrados vecto-
riales es localmente directo.

DEMOSTRACION. Con las notaciones de 3.4, sea Xg € X asi que hay triviali-
zaciones {U,F,y} y {U,F',y'} de £ y £' respectivamente con Xg €U. 8i h =
= w'fw'l entonces h(x,v) = (x,A(x)(v)) con »: U — L(F,F') de clase C”
(cf.(8)).

Supongamos f epimorfismo, sea Ny el ndcleo de A(xg) y sea V C F un suple-
mento topoldgico de Nj; asf que siendo F = V e Ny serad
A(x)(v,n) = a(x)(v) + b(x)(n)

donde a: U — L(V,F') y b: U — L(N,F') son C*. Ciertamente a(xg) es un
isomorfismo y b(xg) = 0. Sea Uy = {x € U: a(x) € Iso(V,F')} entorno abier
to de Xg-

Consideramos trivializaciones {U,,V e Ng,v} vy {Uy,V,p'} de € y €' respec-
tivamente, definidas asf: ¢ es la composicién de ¢ con

{x,v,n) — (x,v+a(x)‘1b(x)(n),n) de UxF sobre Ux(V o Ng) .

Ademds ¢' es la composicién de y' con (x,w) — (x,a(x)-l(w)). Entonces

w'fw_l(x,v,n) = (x,v) estd en las condiciones de 3.3 ii).

El caso en que f es monomorfismo se trata andlogamente y queda como ejer
cicio.

OBSERVACION 3.6. Hay otro caso particular importante de morfismos local-
mente directos, que pasamos a describir. Un morfismo f: £ — £' se dird
de rango finito si ran(f,) < « para todo x € X; tal es el caso si £ (6
bien £') es un fibrado de dimensién finita. Entonces: si f: E —+ E' es
un morfismo de rango finito son equivalentes

i) £ es localmente directo.

ii) La funcifén x — ran(fx) es localmente constante.

PRUEBA. Que i) = ji) es inmediato a partir de 3.3;fpues con las notacio-
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nes allfi utilizadas serd ran(fy) = ran(T) para todo x € U. Veamos la’re-
ciproca; dado xy € X consideramos un abierto U C X, entorno de Xg y tri-
vializaciones {U,F,y} y {U,F',y'} de £ y &' respectivamente, asi que

w'fw‘l(x,v) = (x,h(x)(v)) con h: U — L(F,F') de clase C”. Podemos supb-
ner ran(f,) = r para todo x € U, asi que ran(h(x)) = r si x € U.
Si Ve Ng = F con Ny = nicleo de h(xg) y F' = I e Sp con Iy = imdgen de
h(xp), podemos representar h en la forma
A(x) B(x)
h(x) =
C(x) D(x)

con A: U — £(V,Iy), B: U — L(Ng,Ig), C: U — £(V.Sg) ¥y D: U —

—+ £(Ng,Sg) de clase C®. Claramente Alxg): V — I, es isomorfismo asi
que si Uy = {x: A(x) es isomorfismo} del lema 5.7 iii) del capitulo II se
deduce que D(x) = C(x)A(x)'lB(x) para todo x € Ug-

Entonces el diagrama conmutativo

U, x (Ve NO) U0 x (I0 ® SO)

0 ¢'f¢_l .
o B
U0 x (Ve No) > U0 x (Vs SO)
(x,v,n) (x,v,0)

donde a(x,v,n) = (x,v+A(x) 'B(x)(n),n) y B(x,v,s) = (x,A(x)(v),s+C(x)(V))
son isomorfismos de fibrados triviales permite ver que {Uy,V e SO,B'lw'}

y {Ug,V @ No,a'1¢} estin en las condiciones de 3.3 ii), con T(v,n) =
= (v,0).

3.7. SUPLEMENTOS.

Si £ es un fibrado vectorial y £' ¢ £ es un subfibrado vectorial, dire-
mos que £' admite un suplemento en £ si existe un subfibrado vectorial
E" C ¢ tal que el'morfismo +: ¢ @ g" — £ (cf.ejercicio 6 de 2.7) es
un-isomorfismo. 'En tal caso se dird que &£" es un suplemento de £'. Como
en dlgebra lineal se ve que son equivalentes las afirmaciones

a) ¢' admite un suplemento en ¢ .

b) Existe un morfismo f: § —s ¢ tal que fxlE; = identidad de E} para to-
do x € X.

(Considérese ¢ — €' @ £/¢' dada por v —» (f(v),s(v)), donde
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n: £ —> E/E').

Evidentemente si ¢' C ¢ es un subfibrado vectorial que admite un suplemen
to (digamos £" C ¢) se obtiene un '"proyector", esto es un morfismo

£f: £ — £ tal que £2 = £ con f4(Ex) = E; para todo x € X (y entonces
1E'f es el proyector asociado a £"). Este proyector es légicamente local-
mente directo, con Ker(f) = ¢" e Im(f); pero este hecho es general, como

. Se ve en:

PROPOSICION 3.8. Sea ¢ = (X,E,p) un fibrado vectorial y sea f: g — ¢
un proyector, esto es un morfismo que verifica £2 = f, Entonces f es lo-
calmente directo; para cada x € X la fibra en x de Im(f) (resp: Ker(f))
es Im(£f,) (resp:N(£f,)) vy &€ ~ Im(f) o Ker(f).

DEMOSTRACION. Utilizaremos 3.3; dado Xg € X consideramos una trivializa-
"cién {U,F,y} de £ con Xg € U, de modo que h = yfy~!: UxF —> UxF es de la
forma h(x,v) = (x,A(x)(v)) con r: U —s L(F) de clase C".

1]

Claramente A(x)2 A(x) para cada x € U.

Si Ng = N(A(xq)) e Iy = Im(x(xg)), Ng e I, son suplementarios topolégicos,
F =13 e Ng y A se representa como

A(x) B(x) I I

A(x) = : —_—

C(x) D(x) N0 N0

Como A(xg) = 1I0 y B(xb) = 0, C(xo) = 0, D(xo) = 0, hay un entorno Uy, c U
de'x0 tal que
A(x) B(x)

y(x) =
C(x) 1y -D(x)
0

es isomorfismo F — F para todo x € Uy- Explicitando A(x)2 = A(x) se ve
que para todo x € U, vale

1; 0
0
y(x) . = A(x).vy(x)
0 0
Por consiguiente definiendo B8: UgxF — UgpxF por B(x,v) = (x,y(x)(Vv)),

B es un isomorfismo del fibrado trivial y {UO,F,B"lw} es una trivializa-
cidén lineal de & (con Xg € Ug) para la cual se verifica 3.3 ii) con T(v)=
= Ax(xg) (v) (= proyeccién de v sobre I,).

De esta manera la correspondencia (usual en 4lgebra lineal) entre subfi-
brados que admiten suplementos y proyectores se mantiene; el problema que
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trataremos ahora es el de establecer condiciones suficientemente genera-
les como para que todo subfibrado vectorial admita un suplemento.

PROPOSICION 3.9. Sea £ = (X,E,p) un fibrado vectorial y £' C £ un subfibra
do vectorial. S¢ supone que la variedad X es paracompacta y C”-normal
(cf.cap.IlI, 6.7).

Entonces £' admite un suplemento.

DEMOSTRACION. Por 3.8 es suficiente construir un morfismo f: £ — £ tal
que £2 = f y tal que Im(f)

i) € = (X,XxF,ny) fibrado producto, &' = (X,XxF',n4) con F' C F subespa-
cio directo. Inmediato tomando f(x,v) = (x,v') con v' = proyeccidén de v
sobre v' (recordar que F' C F es directo).

ii) Caso general; por i) para cada trivializacién {Uj,Fi,¥;} de ¢ hay un
proyector fj: £|U; — £|Uj tal que Im(f;) = £'|U;.

Consideremos una particidén C” de la unidad subordinada al cubrimiento U;
(i € 1) de X, digamos ¢;0 X — [0,1] (i € I); con ella podemos definir
morfismos fi: ¢ — ¢ via f} = ¢,.f; ; mds precisamente ponemos f}, = 0

six U, fle ™ ¢.(x).fix si x € U;.

Entonces f = ) fi: & — £ es un morfismo bien definido y claramente
iel

fx(v) = v siveE para cada x € X.

En general "el" suplemento asi construido de £' no es candnico; pero hay
una situacidén particular en la cual es posible definir un suplemento in-
trinseco, que desarrollaremos en el § préximo (ver §4, luego.de 4.9).

Veamos ahora que - bajo convenientes condiciones - dado un fibrado vecto-
rial € = (X,E,p) y un xg € X siempre hay secciones s € rk(e) (0 £k € =)
que toman valores prefijados en Xg; vale decir,estudiaremos la aplicacién
lineal

. pk =
Ty r(g) — Exo (r,o(SJ s(x4)) (5)

%0

LEMA 3.10. En las condiciones anteriores supongamos que X es una variedad
c*-normal. Entonces para todo x; € X la aplicacién (5) es suryectiva.

DEMOSTRACION. La tesis es evidente (sin hip6tesis sobre X) si £ es un fi-
brado trivial. En el caso general hay un ablerto U CX tal que x, €U y
E|U es trivial; dado v € Ex hay una ' s; €T (EIU) tal que s (xo)

Ahora si ¢: X — [0,1] es de clase C¥ con w(xo).= 1y sop(y¢) C U, 1la
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seccién ¢.s; sobre U se extiende trivialmente a una s € rk(g), para la
‘"cual es claro que s(xg) = v.

PROPOSICION 3.11. Sea £ = (X,E,p) un fibrado vectorial de dimensién n;
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) & es trivial,

ii) Existen n secciones s; € r”(g) (1 < i <n) tales que.{sl(x),,..,Sﬂ(x)}
es base de E, para todo x € X.

Ademids si valen i) 6 ii) se verifica:
iii) r*(g) es un C”(X)-m6dulo libre de rango n.

Si X es C®-normal, iii) = ii) (y entonces i) ii) y iii) son equivalentes).

DEMOSTRACION. i) = ii) es evidente: si f: eg — £ es un isomorfismo bas-
ta tomar s, (x) = f(x,e;) (1 <i <n).

ii) = i) Se define f: e — ¢ por £(x,(ty,...,t )) =

X t; s;(x) y esto

o~
—

i=
da un isomorfismo (cf.2.5).
Que i) = iii) es inmediato pues I'"(ey) ~ C"(X)™ ya que cada seccidn de
'e; es una aplicacién x — (x,a(x)) con a(x) = (al(x),...,an(x)) € R™.

Veamos que iii) = ii) (bajo la hip6tesis suplementaria sobre X).

La caracterizaci6n "algebraica'" 3.11 iii) de los fibrados vectoriales de
dimensién finita triviales se extiende al caso general; para ello intro-
ducimos la siguiente:

DEFINICION 3.12. Un fibrado vectorial ¢ = (X,E,p) se dice de tipo finito
si existe un cubrimiento abierto finito U; (1 <i<r)deX tal que ¢|U;
es trivial para cada i.

OBSERVACIONES 3.13. a) 8i X es una variedad compacta, todo fibrado vecto-
"rial ¢ de base X es de tipo finito.

b) Mids generalmente (aunque menos evidente) si X es una variedad de di- -
mensi6én finita, todo fibrado vectorial de base X es de tipo finito.

Nos limitaremos a indicar los elementos necesarios para probar este he-
cho; utilizando '"teoria de la dimensién topolSgica" (en particular IV.2,
II.1 y II.7 de [13]) se ve enseguida que una variedad diferenciable X de
dimensién n tiene dimensién ‘topoldgica n. Luego se aplica el ejercicio
12 de 3.15, 1o que da la tesis.

c) Si £f: X — Y es C” y £ es un fibrado vectorial de tipo finito de ba-
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se Y, f*(g) es de tipo finito; inmediato pues f*(g)|f'1(U) es trivial si
£|U es trivial.

PROPOSICION 3.14. Sea ¢ = (X,E,p) un fibrado vectorial de dimensién fini-
ta, cuya base X es una variedad C”-normal. Entonces son equivalentes las
afirmaciones

i) £ es de tipo finito,

ii) E1 C*(X)-médulo r”(g) es finitamente generado.

iii) E1 C”(X)-mddulo r*(g) es proyectivo y finitamente generado.
iv) Existe un epimorfismo f: e§ — ¢ (para un n conveniente).
v) Existe un monomorfismo g: & — eg (para un n conveniente).

vi) Existe un fibrado vectorial n de base X tal que £ & n ~ e}.
DEMOSTRACION. iv) y v) son equivalentes gracias a 3.9 (que expresa que
toda "'sucesidn exacta se escinde'"); claramente v) = vi), tomando un su-
plemento n de Im(g).

Como Ir'”(g @ n) = (&) @ r”(n) y como r“(eg) = C”(X)™, es inmediato que
vi) = iii); por supuesto iii) = ii). Veamos que ii) = i).

Supongamos dim(g) = m y sea {s;,...,5,.} un conjunto finito de secciones
que engendran I“(g); de 3.10 resulta que para cada x € X el conjunto

{s;(x),...,s.(x)} genera E,.

Por consiguiente si pata cada subconjunto no vacio J C {1,...,r} defini-
mos

UJ = {x : (si(x))ieJ es base de Ex}

resulta que los U; son abiertos (cf.ejercicio 1 de 3.15),cubren X por lo

precedente y g|Uj es trivial (por 3.11) para cada J. Asi ¢ es de tipo fi-
nito.

Veamos finalmente que i) = v); con la notacién de 3.12 sea para cada

i < r un isomorfismo f;: g|U; — &l

g, Si ¢, (1 <i <7r) es una particién
i

C® de 1la unidad subordinada a éste cubrimiento se obtiene un morfismo
hy: ¢ — eg via h, = ¢;.f; (1 <i <1). Luego se define

f: § — i; ® o0 @ eglcon los hi (vale decir f(v) = (hl(v),...,hr(v)))

—

r
y £ resulta un monomorfismo.

EJERCICIOS 3.15. 1) Sea ¢ un fibrado vectorial y sean S)s-++sS, seccio-
nes de &, de clase ck (0 < k < »). Probar: el conjunto Y C X formado por
los x € X para los-cuales-{sl(x),...,sr(x)} es linéalmente independiente
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(resp: generé Ey) es abierto (Sug: reducirlo al caso § trivial).

2) Sea ¢ = (X,E,p) un-fibrado vectorial, sea E; C E_ un subespacio de di
mensién r (para cada x € X) y sea &' = (X,E',p|E'). Probar que son equiva
lentes las afirmaciones:

i) &' es un subfibrado vectorial de .

ii) Existen secciones Sys...sS, de clase C®” de £ en un entorno U de cada
Xo € X .tales que'{sl(x),;..,sr(x)} es base de E; para todo x € U. (Sug:

reducirlo al caso ¢ =-e§).

3) Sea X C R™ una subvariedad; para cada x € X se define el'e§pa;io de
los vectores normales N, (X) = Tx(X)l y N(X) = {(x,v): v € N, (X)} C XxR™,

i) v(X) = (X,N(X),m,) es un subfibrado vectorial de e§ ("fibrado normal')
(Sug: usar el ejercicio anterior; con la notacidn de 2.6 e) considerar
los gradientes Vu,(x) para r < i < n).

ii) v(X) es un suplémento de t(X).

n—l) sn-l

iii) Probar directamente que v (S
vial (Sug: 3.11).

= {(x,t.x): X € », t € R} es tri-

“100)

para f: R® — R™® (con Df(x) epimorfismo en cada x € X, cf. 3.4 de cap.

iv) S8i X es una subvariedad de R" definida implicitamente como X = f

II1), entonces v(X) es trivial (Sug: considerar Vfi para 1 € i <m).

v) Probar que en el caso general es t(X) ¢ v(X) =~ e; = a:nlx.

4) De 3.14 y v) del ejercicio anterior deducir ejemplos de médulos proyec
tivos M sobre un anillo A tales que M e A ~ A® y M no es libre,.

(Sug: A = C°(5®!) con n impar, M = r®(z(S*"1)); ver ejercicio 11 de 2.7).
Ver ejercicio 7.

5) Verificar que el morfismo (x,t) — (x,x.t) de s; no es localmente di-

recto.

6) Sean &£,n dos fibrados vectoriales de base X y sea £: ¢ — n un mor-
fismo de rango finito. Mostrar que x — ran(f,;) es semicontinua inferior
mente (comparar con 5.9 c) de cap.II).

Deducir que si £2 = f entonces f es localmente directo (Sug: considerar
1-£f), y obtener una nueva demostracién de 3.8 en este caso.

7) Sea X una variedad y Vect(X) 1la categorfa aditiva de los fibrados vec
toriales de tipo finito de base X, de dimensién finita. Si A = C®(X), in.
dicamos con P(A) la categoria de A-m6dulos proyectivos finitamente gene-
rados.

i) Si M es un objeto de P(A), existe un fibrado vectorial ¥ tal que
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r"(g) ~M (Sug: si T: A® — A™ es A-lineal, T2 = T e Im(T) = M, consideé-

n n
rar el morfismo £f: e} — ¢2 dado por f(x,v) = (x, ) (Y T..(x)v.))e.) vy
X X j=1 i=1 1j 17 7]
tomar Im(f)). '
ii) Deducir que r*: Vect(X) — P(A) es una equivalencia de categorias si
X es C”-normal. (ver también [14]).

8) Sea ¢ un fibrado vectorial de base X, sea A C X una subvariedad cerra-
da. Probar que si X es C®-normal, s — s|A es suryectiva de r”(g) sobre

r*(g}A). (Sug: considerar primero el caso ¢ trivial, y luego un cubrimien
to de X formado por X-A y abiertos U, que cubren A).

9) Demostrar en detalle que si &' C £ es un subfibrado vectorial, la re-
lacidn de equivalencia ~ que define £/&' estd en las condiciones de 4.16
ii) de cap.III.

10) Sea E un espacio de Hilbert, sea G,.(E) la variedad de Grassmann de
los r-planos en E (ver ejercicio 11 de 5.13, cap.IlI).

Se define F,. = {(x,v): x € G.(E) y vex}c Gr(E)xE; probar que YE =

= (G.(E),F,,7) es un fibrado vectorial de dimensidén r (denominado el "fi-
brado candénico sobre G.(E)") (Sug: usar el ejercicio 2 y el fibrado prin-
cipal Mono (RT,E) — G, (E)).

i) y; es de tipo finito si dim(E) < =.

ii) Si r=1, probar que C”(P(E)) se identifica al subanillo de C”(S(E)) de
las funciones pares (esto es, ¢(x) = ¢(-x) si [x| = 1). Probar asimismo
que'r"(yé) se identifica al Cm(P(E))-médulo de los elementos impares

(v (x) = -¢(-x)) de C7(S(E)).

iii) Deducir que si E = 22, yé no es de tipo finito.

11) 8i £ = (X,E,p) es un fibrado vectorial de dimensidn r de tipo fini-
to, existe una aplicacién f: X — Gr(lz) de clase C” tal que ¢ = f*(YZZJ

n

(Sug: suponer ¢ C €% con 3.14 v) y tomar f(x) = E_, con R" considerado

>

como subespacio de 22; usar el ejercicio 2 y el fibrado principal
Mono (RY,£2) para ver que f es C").
Deducir que f ——— f*(yzz) es suryectiva, de C“(X,Gr(zz)) en el conjun-

to de fibrados vectoriales de dimensién r de tipo finito de. base X,

12) Sea X un espacio topolégico normal, sea (U un cubrimiento abier-

A)AeL
to localmente finito de X. Probar que existe un cubrimiento abierto nume
r'able'Vj (j > 1) de X tal que

1°) (V)
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2°) Cada V, es unién disjunta de abiertos W? con W? incluido en algin UX.

'3°) Si UAO N ... NUy 1 @ para toda sucesién (Agseeesn } de indices
. m

) m+1
distintos, entonces V, = @ si k > m+1.

(Sug: sea ¢, (A € L) una particién c® de 1a unidad subordinada al cubri-
miento original; para cada J Cc L finito sea

W. = {x: min ¢, (x) > max ¢, (x)}
J Aed A (%) AET A ()

Tomar Vk = U wk con'wk = {W. : J tiene k elementosl}).

J
Deducir que si £ es un fibrado vectorial de base X con cada g[UA,trivial,
entonces £|Vy (k > 1) es trivial,

§ 4 - CONSTRUCCIONES.

Hemos visto en 2.1 ¢) que la definicién de fibrado vectorial involucra
unas aplicaciones g3 asociadas a un cubrimiento por abiertos trivializa-
dores; veamos como con este dato es posible reconstruir el fibrado vecto-
rial en cuestidn.

PROPOSICION 4.1. Sea X una variedad, F.un espacio de Banach y sea U =
= (U;) ;.1 un cubrimiento abierto de X; se supone que para cada (i,j) €

€ IxI con U; N U; # @ hay una aplicacién

gij : Ui N Uj ——— GL (F) (1)

de clase C®, de modo que se verifica la condicién
CZ) gij(X) = gik(X)-gkj (x) si xelU,.n Uj nu,
para todo (i,j,k) € IxIxI con U, n Uj nu, £ d.

Existe entonces un fibrado vectorial ¢ = (X,E,p) con fibra tipo F.y tri-
vializaciones {U;,F,y;} tales que

b 930D = (xugg (0 (V) (2)

para todo (x,v) € U; n Uj x F. (si u; n Uj £ @).

Todo otro fibrado vectorial de base X con estas propiedades es isomorfo
a g,

DEMOSTRACION. Para probar la unicidad, supongamos que &' = (X,E',p') eon
trivializaciones {Ui,F,vi} también verifica las condiciones enunciadas.

Definimos fi: £'|Ui‘——+ g|U; por £5 = yy ¢El

i » 1o que da un isomorfismo
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de fibrados vectoriales para cada i € I. Es inmediato verificar que
=1 - =1
filp (U; n Uj) fj |p (u; n UJ.)
lo que evidentemente produce un isomorfismo f: g' — &,

Para la construccifén tomamos la variedad suma S

} (U;xF) y definimos una
i

relacién de equivalencia ~ en S poniendo "(x,v) ~ (x',v')" significa que
existen i,j con U; N U #0 vy

(x,v) e U, x F , ((x',v') €U, xF
1 |

x=x'"€eU;nl; , V' =g (X))

. -1 .
Como de la condicidn Yse deduce gji(x) = 1,y gji(x) = gij(x) si
x € Ui nUj, efectivamente ~ es una relacidn de equivalencia en S.

Si E=8/~y n: S — E es la proyeccibén canénica, es claro que se puede
definir univocamente p: E — X de modo que pn(x,v) = xsi (x,v) € S.

La relacién ~ estd en las condiciones de 4.16 (cap.III), ya que si R es
su grifico, se tiene R N [(UixF)x(ijF)] =@ siU;n Uj =@, y si
U; NU; # @ esta interseccidn es

{(x,x,v,g;;(x)(v)) : xeU; nUy , vEF}

que es el°grafico de (x,v) —> (x,gij(x)(v)).

Sigue que p: E —> X es C” y como n; = w|U;xF: U ;xF —> p'l(Ui) es un di-

feomorfismo se obtiene la tesis poniendo by = “;1_
OBSERVACIONES 4.2. a) El resultado anterior puede generalizarse bastante,
incluso al caso de fibrados no vectoriales (ver [18]).

b) Puede ocurrir que las aplicaciones gijvde (1) verifiquen

gij(ui N Uj) Cc G, donde G es un subgrupo de Lie de GL(F)j se diri enton-
ces que el grupo estructural de £ es G. Cuanto mids '"pequefio" sea G, mis
sencillo es el estudio de ¢ (por ejemplo si G se reduce al elemento neu-
“tro es inmediato que g es trivial, por 1a unicidad afirmada en 4.1 y (2)).

c) A titulo de ejemplo veamos como se obtiene la suma de Whitney £ e n
de dos fibrados vectoriales g,n de base X (y fibra tipo F, vy F,, respec-
tivamente). Considervamos un cubrimiento abierto U; (1 € I) de Xy trivia-
lizaciones U;,Fy,95 v (U;,F,y,0;) de £ y n respectivamente; ello produ-
ce gi3° U; n Uj — GL(F;), g{j 1 U n Uj — GL(F,) para cada (i,j) con
Ui nU; # 0, ?

Entonces

1 .
gij ® gij : Ui N Uj —_— GL(F1 x F2)
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(g:,_J ® giJ(x)(vl,vz) = (glJ(x)(vl),glJ(x)(vz))) estin en las cond1c1ones
de 4.1 y definen un fibrado vectorial de base X que se reconoce facilmen-
‘te como £ @ n por la unicidad alli afirmada.

Veamos dos ejemplos de aplicacién de 4.1 que permiten obtener nuevos fi-
brados vectoriales a partir de otros dados.

EJEMPLOS 4.3. a) FIBRADO DUAL. Dado un fibrado vectorial ¢ = (X,E,p) con
" trivializaciones {U{,F,v5} v gij: U; n Uj — GL(F), consideramos el ho-

momorfismo T — (Tfl)t de grupos de Lie, GL(F) — GL(F#*) (donde "t" in-
dica traspuesto).

Ello produce
E] . *
gij : Ui N Uj —— GL(F*)
via ggj(x) = (gij(x)"l)t, que estdn en las condiciones de 4.1 y por lo
tanto queda definido un nuevo fibrado vectorial ¢* de fibra tipo F*, de-
nominado el duaql de .

Este fibrado puede ser definido directamente por el siguiente procedimien

to: se toma E¥ = Y E* (como conJunto) con p: E*¥ — X evidente y luego se

con51deran las blyeCLluues w* : (U ;) — U;ixF mediante la regla pE. =
(wlx)t, para cada x € U

"De aqui resulta enseguida que si u; n Uj £ 0,
vyl L UL AU, x F* —— U, N U, x F*
R | 1 3 1 J
es (x,p) — (x,gij(x)*(w)) (difeomorfismo). Usando entonces las biyeccio
nes wi se obtienen estructuras de variedad para cada E'I(Ui) y aplicando

4.1 de cap.III se define finalmente la variedad E* y el fibrado vectorial

(X,E*,p). Por la unicidad asegurada en 4.1 este fibrado vectorial coinci-
de con £*.

b) APLICACIONES LINEALES. Dados fibrados vectoriales ¢ = (X,E,p) y n =
(X,E',p') con trivializaciones {U;,F,v;} , {Uj,F',v!} respectivamente
Y 845 ° U; n Uj — GL(F) y g}{5 : Uy nU; — GL(F') consideramos la a-

plicacidn C” dada por
8 : GL(F) x GL(F') —— GL(£L(F,F"))

con 6(A,B)(T) = ATB™}, Definiendo Eij(x) = e(gij(x),gij(x)) estamos en
la situacién de 4.1, con lo que queda definido un fibrado vectorial indi-
. cado £(g,n). ("fibrado de aplicaciones lineales").

Dejamos a cargo del lector el verificar que <£(£,n) puede ser también de
finido a partir de U L(E4,E}), como se indic6 para el fibrado dual.
X
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De manera general cada operacifén que se realiza sobre espacios vectoria-
les "induce" una operacidn andloga en fibrados vectoriales; formalizare-
mos este principio general como sigue.

Indiquemos con Ban la categoria de espacios de Banach sobre R 6 C (con
"morfismos' las aplicaciones lineales continuas) y sea L = {1,...,r}.un
conjunto finito de iIndices; la categoria producto EQQF tiene como ob-
jetos las familias ordenadas (Fl""’Fr) de objetos de Ban y como '"morfis
mos" se define

Hom((Fl,...,Fr),(Gl,...,Gr)) =

[F=T

i=1

con composicién evidente.

Si Vect(X) indica la categoria de fibrados vectoriales de base X (reales
o complejos, seglin corresponda), cuyos "morfismos'" son los morfismos de
fibrados vectoriales, se define de manera andloga la categoria producto
Vect(X)L. N6tese que hay una "inclusidn'" definida por un funtor covarian-
te ey EEEP — Vect(X) dado por

Fl Fr
eX(Fl,..,,Fr) = (ex seees€y )

_ _ (3)
SO IS CR-

donde a(x,v) = (x,a(v)).

Para cada subvariedad A c X hay un funtor "restriccidén" Vect(X) —-
—» Vect(A) dado por ¢ — g£|A; claramente sX(Fl,...,Fr)lA =
= EA(Fl,...,Fr).

Supongamos dado un funtor covariante T: Ban” —> Ban ; como T opera so-
bre los morfismos, resulta que si Fy,...,F ¥y Gys...,G,. son espacios de
Banach hay una funcién

TRy B )5 (65 esGy)) LR ,6,) = S(T(F e BTG 06,))

Decimos que T es un funtor diferenciable si esta funcidn es C” para todo
par de objetos (Fy,...,F ) vy (Gys...5G,) en QQEL. (definiciéh aplicable
incluso a funtores contravariantes, con modificacién obvia). Como T trang
forma isomorfismos en isomorfismos y composicién en composicidén en parti
cular para cada FiooobFy hay un homomorfismo de grupos de Lie

T(F5...,F ) 11.31 GL(F,) — GL(T(F ,...,F)) (4)

{supuesto T diferenciable).
Por el momento s6lo consideraremos funtores covariantes.

. L s . - . .
Si T: Ban~  — Ban es un funtor diferenciable, definiremos una "extensién"

120



Ty Vect(x)L — Vect(X) de T como sigue.

Supongamos que £; = (X,Ei,pi) son fibrados vectoriales de base X
(1 < i <r) y pongamos

_ 1 r
E = xgx T(Ex,...,Ex)

con p: E — X evidente. Supongamos que U C X es abierto y que hay trivia
lizaciones lineales wi: p;l(U) -— UxFi (1 <i<r); si x € U hay un iso-
morfismo

b tPTI) — T(E,...,F) (5)

dado por wx(v) = T(wi,...,w;)(v) y por ende una biyeccién
by PTHWU) —— UXT(F |, ..., F ) 6)

via y (V) = (DY), ¥,y (V).

p(v)

Entonces declarando a ¢y un difeomorfismo se obtiene una estructura de

variedad para p“l(U); mas atn (U,p~1(U),p) resulta un fibrado vectorial
T(Fys0..,F )
1° > r

trivial isomorfo por $y con el fibrado producto €y

Si V es otro abierto en X y hay trivializaciones lineales {V,F;,¢;}
(1<i<r)yUnV # @, tendremos las funciones de transicién

wtoi-l s unvx F, — UNVxF,

dadas por (x,v) —> (x,gi(x)(v)) con gi: UNnv — GL(Fi) de clase C” pa-
rai=1,...,r. Por lo tanto

by e 0OGY) = e lh ) = (g (0 (7)) (7

donde g: UNV — GL(T(FI,...,Fr)) es

glx) = T(Fl,...,Fr)(gl(X),---,gr(X))

Por ser T un funtor diferenciable, g: U NV — GL(T(F;,...,F.)) es c” y
por consiguiente (7) es un difeomorfismo. De é€sto y la definicién resulta
que en p~Y(U) n p~1(V) coinciden las estructuras de variedad diferencia-
ble inducidas por p‘l(U) y p'l(V), de modo que de 4.1 (cap.III) se obtie-
ne una estructura de variedad para E. Y ahora es inmediato que & = (X,E,p)
es un fibrado vectorial, que denotamos Tyx(E;,...,&.).

Si fi:vgi — ny (1 <i<r) son morfismos, es fidcil definir un morfismo

£ T (Ep,eeauf ) 0 Te(y,eens8 ) — Telny,ev,n)

r
por medio de fx = T(flx,...,frx); apelando a (6) se ve enseguida que esto

define efectivamente un morfismo de fibrados vectoriales.
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OBSERVACIONES 4.4. a) De la definicién sigue inmediatamente que

eFl F _ T(Fl""’Fr)

ry =
TX( X i€y ) €x

b) Si A C X es una subvariedad entonces
Tx(gli""gr)lA = TA(gllA""’ErlA)
para toda r-upla de fibrados vectoriales ¢,...,t, de base X.

Mis generalmente si f: X — Y es C” y Eys++.,E,. son fibrados vectoriales
de base Y se tiene

(T (Eysenvse)) = TL(E* (8 )50 £%(E)))
¢) Supongamos que ¢: T — T' es una transformacidén natural de funtores
diferenciables en gggL; es posible "extender" ¢ a una transformacién natu
ral ¢y4: Ty —>Ty de tal modo que ox(eil,...,ezr) coincida con
ex(¢(F1,...,Pr)). Dejando a cargo del lector los detalles, digamos que

basta definir oyt p'l(U) — p"l(U) de modo que resulte conmutativo (8),

p~lU)  mmmmmmmmcomemo » pla

Yy Yy (8)
.,F¥)

verificando luego que ¢y y ¢y coinciden sobre p'l(U nv).

d) Todas las consideraciones anteriores se aplican igualmente

al caso de un funtor contravariante T: §32L — Ban; la Gnica modifica-
cién que debe efectuarse para que la construccidén hecha siga siendo vali-
da es la definicidén (5) de byt p'l(x) — T(Fl,...,Fr) que se rehace por

- - -1 . .
by = T(¢;,...,w;) 1. T((wi) 1,...,(¢;) ).El resto sigue igual.

Incluso es posible considerar el caso de un funtor diferenciable covarian
te en ciertas variables y contravariante en otras, que dejamos como ejer-
cicio.

Veamos algunos ejemplos importantes:

EJEMPLOS 4.5, a) SUMA DE WHITNEY. Se reobtiene la definicién de £, 9 &,
considerando el funtor '"'suma directa'" o : Ban2 — Ban dado en formg evi-

dente por (Fl’PZ) — F1 sz.

b) DUAL. Se origina a partir del funtor contravariante T(F) = F*, T(a) =

= at (cf.4.3 a)). Mencionemos (cf.4.4 c)) que la transformacidn natural
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Jp: F —> F** induce un morfismo J: § — g** para'cada fibrado vectorial

‘g de base X, siendo evidente que cada Iy (x € X) es inyectivo.

En particular J es un isomorfismo si & es de dimensién finita.

c) APLICACIONES LINEALES. El fibrado £(&,n) (4.3 b)) se obtiene partiendo
del funtor £: Ban? —» Ban ; £(F1,F2) es covariante en F,, contravarian-
te-en F; (lo que explica el porqué de la aplicacién & de 4.3 b)).

Nétese que L(E,ex) = E* , £(€§,E) = £,

Como detalle interesante sobre este fibrado, mencionemos que la aplica-
cién
v Homx(g,n) — T (L(E,n)) (9)

dada por y(£f)(x) = £, (x € X), es un isomorfismo de C”(X)-médulos. (cf.
2.6 4)). : .

d) APLICACIONES BILINEALES. Trataremos s8lo el caso derivado del funtor
contravariante S,: Ban' — Ban , donde SZ(F) = formas bilineales simétri-
cas sobre F (cf. §2 de cap.I). Esto produce el fibrado S,(g) de las for-
mas bilineales simétricas de .

La inclusién S,(E) — L(E,E*) (cf.(7) de §2, cap.I) induce - para cada
fibrado vectorial g de base X - un morfismo S,(g) — L(&,&5%).

4.6. METRICAS.

Supongamos que F es un espacio de Hilbert real con producto escalar indi-
cado (a,b ); se sabe que entonces hay un isomorfismo isométrico ‘
A: F — F* dado por A(a)(b) = (a,b ), lo que permite identificar el tras
puesto de una T € £L(F,F) con una aplicacién T* € £(F,F) via (T*(a),b ) =

= (a,T(b) >.

Por consjguiente se tiene el subespacio
H(F) c £(F,F)

formado por las aplicaciones autoadjuntas, esto es, verificando T = T¥%;
es conocido que H(F) puede identificarse con S,(F) mediante T — ¢ don-
de ¢(a,b) = (T(a),b ).

Distinguimos asimismo el subconjunto abierto Pos(F) c H(F) formado por
las aplicaciones autoadjuntas T para las cuales es (v,T(v) ) > 0 para to-
do v#0., La identificacidén precedente induce una identificacién.entre .
Pos(F) y el conjunto E(F) de los productos escalares en F equivalentes a
( 5 ) (ver ejercicio 5 de 4.11).
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Estas consideraciones pueden extenderse al caso de fibrados vectoriales,
lo que requiere ciertas definiciones: si & = (X,E,p) es un fibrado vecto-
rial, llamaremos métrica en §{ a una seccidén ¢ € rw(Sz(E)) (cf.4.5 d)) tal
que

Ml) Para cada x € X y para cada v € Eg es ¢,(v,v) >0 si v # 0.(Por consi-
guiente cada ¢4 €S un producto escalar en E,).

M2) La topologia de Ey es la inducida por la norma asociada al producto
escalar ¢, para cada x € X.

(Este requerimiento M,) es innecesario si dim g < =),

OBSERVACIONES 4.7. a) Si ¢ es una métrica en £, necesariamente cada Ex
resulta un espacio de Hilbert.

b) Cuando ¢ = ei , una métrica en g resulta ser una aplicacién

x £ S,(F) de clase c” tal que cada f£(x) es un producto escalar en F que
define la topologia de F; la '"métrica" es x —» ¢ = (x,f(x)) con
0x(Vi,vy) = £(x)(vy,vy).

Si dim(F) = n, S,(F) puede identificarse con el conjunto de matrices si-
métricas nxn, de modo que la métrica puede ser dada directamente por una

nxn

aplicacién f: X — R de clase C° (con fij(x) = fji(x) para cada x € X

y de tal modo que los autovalores de f(x) sean > 0 para cada x).

c) Si ¢ es una métrica, el morfismo A: S,(8) — £(&,t*) produce una sec-
cibén A(¢) € r (L(g,t%)) z:Homx(g,g*) (cf.(9)) y por lo tanto un morfismo
hg: &€ —> ¢*, y es inmediato verificar que - para cada x € X - la aplica-
cién lineal (h¢)x: E, —> E% es la isometria correspondiente al producto

escalar ¢, en E;. Luego hQ: g€ —> &* es un isomorfismo de fibrados vecto-
riales (2.5).

A partir de ahora, para simplificar la escritura supondremos que ¢ =
(X,E,p) es un fibrado con métrica que escribiremos x — ( » )y, > con
esta notacidén el isomorfismo h¢ de arriba se escribird h: ¢ — &%, sien-

do h,(a)(b) = (a,b ) x para cada (a,b) € E.xE, (y cada x € X).

Podemos considerar el subfibrado vectorial H(g) C £(g,t£) cuya fibra en ca

da x € X es H(Ex); cada seccién de H(g) define un morfismo f: ¢ — £ tal
que f = f%.

El interé&s por los fibrados con métrica reside en la siguiente simplifi-
cacién de la estructura:
PROPOSICION 4.8. Si ¢ = (X,E,p) es un fibrado vectorial con métrica, para
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cada x; € X existe un entorno U de Xp, un espacio de Hilbert F y una tri-

vializacién lineal {U,F,o0} tal que cada ¢ Ey —> F es una isometria,

%*
DEMOSTRACION. Sea {U,F,y} una trivializacién lineal de £ con Xy € U;- defi
niendo una aplicacién g: U — S, (F) de clase C” que corresponda por el
isomorfismo Sz(eg) = Sz(E]U) con la métrica (, ) |U de £ tendremos
g(x)(vl,vz) = uw;l(vl),w;l(vz) ) x para cada (x,v,,v,) € UxFxF.

Definimos una estructura de espacio de Hilbert para F introduciendo el
producto escalar (Vy,Vvy ) = g(xo)(vl,vz); por consiguiente se tiene una
aplicacién A: U — Pos(F) de clase C® tal que g(x)(vl,vz) =

= (A(x)(vl),v2 Yy para todo (x,vl,vz) € UxFxF y claramente A(xg) = 1j.
Del ejercicio 5 iv) de 4.11 resulta que A(x) = B(x)2 donde

B: U — Pos(F) es de clase C”; si definimos el isomorfismo B8: eg — eg
como B(x,v) = (x,B(x)(v)) se obtiene una trivializacién o: £|U — eg por
"6 = By que satisface lo enunciado en la tesis.

OBSERVACION 4.9. Si se considera un cubrimiento abierto U; (1 eI)deX
y trivializaciones {U;,F,0;} en las condiciones de 4.8, las funciones de
transicidn oiogl(x,v) = (x,gij(x)(v)) verifican "gij(x) es ortogonal para
cada x € Ui N Uj”, o sea

gij : Ui N Uj — 0(F)

expresan que el grupo estructural de & es el grupo ortogonal O0(F).

Otra cuestién interesante es la existencia de "complemento ortogonal';
mis precisamente si ¢ = (X,E,p) es un fibrado vectorial con métrica y

n = (X,El,plEl) es un subfibrado vectorial podemos considerar 14 inclu-
sién j: n — £ y enseguida el morfismo autoadjunto f = jj*: £ — £.
Evidentemente f2 = f, de modo que 3.8 nos da una descomposicién

£ ~ Ker(f) o Im(f).

Pero es inmediato que Im(f) = n mientras que Ker(f) = (X,Ez,p|E2) donde

1
EZ B xlé}x Elx

de manera que f es el proyector ortogonal de £ sobre n, con nficleo el fi-
brado nl.

Finalmente veamos un criterio de existencia de "métricas':

PROPOSICION 4.10. Sea & = (X,E,p) un fibrado vectorial cuya fibra tipo
es un espacio de Hilbert F y tal que X es C”-normal y paracompacta.

Existe entonces al menos una métrica en ¢,
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DEMOSTRACION. La afirmacidén es evidente si ¢ es trivial; por consiguiente
podemos conseguir un cubrimiento abierto U; (i € I) de X y para cada

i € I una métrica ¢; en £[U;. Sea f; (i € I) una particién de la unidad
subordinada al cubrimiento en cuestién; ciertamente f;.¢; estid definida
en todo X y es una seccidén C* del fibrado Sz(g) de formas bilineales si-
métricas,

Si ¢ =) fi.¢i, % es una seccién de clase C~ de Sz(g); veamos que es una
i
métrica: si x € X y v#0.en E_ serd

o (v,v) = Z £.(x).9, (v,v) >0

puesto que @ix(v,v) > 0 (y para algln iO €1 es fio(x) > 0 y por consi-
guiente ¢; x(V,V) > 0).
0

En cuanto a la condicién M,) es consecuencia del hecho que para cada
Xg € X hay un entorno V tal que sop(f;) NV # @ sélo para finitos
i;,...,i_ en I.

1 ’"n

Con mayor razdn hay un conjunto finito J ¢ I para el cual es filxg) =0
sii¢J or ende = f.(x).0. es un producto escalar que de-
y P bx, in SRR P q

fine la topologia de Exo {ya que ello es vidlido para los ¢ix0)’

EJERCICIOS 4.11. 1) Dados dos fibrados vectoriales £,7n de dimensiones
finitas, de base X, definir gen 7y probar que hay isomorfismos canénicos

A~ 1 I~
E®n =ngé £ ®eg = ¢

L(g,8)

4

tye(6ye8,) =(£,08,)e ¢, g oct
2) Demostrar en detalle el isomorfismo (9).

3) Si T: Ban" —, Ban es un funtor diferenciable y Ty es su extensién a
Vect(X), probar que Tx(gl,...,gr) es de tipo finito si Eys-++sE  SON fi-
brados vectoriales de tipo finito (c¢f.3.12).

4) Sea T: Ban" —— Ban un funtor diferenciable y sea M la categoria de

C®(X)-médulos, X variedad diferenciable. Se supone que T: ML —s M es un
funtor tal que

c”(x,T(Fl,...,Fr)) = T(Cw(X,Fl),...,Cw(X,Fr))

es un isomorfismo en M para toda r-upla (F,,...,F.) de espacios de Banach.

Probar que si E1s..-5&, son fibrados vectoriales de base X es

PO (T8 h8)) =TT (D, vy T™(E))
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-5) Sea F un espacio de Hilbert real o complejo, sea H(F) el conjunto de
€lementos autoadjuntos de L(F,F) y sea Pos(F) C H(F) el conjunto de ele-
mentos positivos de H(F) (o sea T € Pos(F) # (T(v),v ) > 0 para todo v#0).

i) H(F) es un subespacio real de L£(F,F),

ii) Pos(F) es un cono convexo abierto en H(F) (Sug: utilizar 26 G de [1];
observar que por ser Sp(T) compacto es inf{(T(v),v ): (vl = 1} = m > 0.
Probar luego que si IS-Tl <m/2 y S € H(F), entonces S € Pos(F)).

iii) Mostrar que si A € H(F) entonces son equivalentes

a) A € Pos(F).

b) Existe un Gnico B € Pos(F) tal que BZ = A,

Deducir que ¢: Pos(F) — Pos(F), ¢(B) = B2 es un homeomorfismo.

Su inversa se denota con v : Pos(F) — Pos(F). (ver 26 O de [1],asi como
26 J).

iv) Sea Vi+x = 1 + L i JLrE B cee = ) . t3 el desarrollo
2 2.4 2.4.6 js0 3
¢e Y1+1 (A € R) convergente para |A| < 1. Probar que /eI, + C =
= J/t . ) cj.(%)j es convergente si Sp(t.1y + C) C [0,2t]. Deducir de
j20

ello que v : Pos(F) — Pos(F) es C~ (y por ende un difeomorfismo).

v) Probar que 0(F) x Pos(F) — GL(F), (U,A) — U.A es un difeomorfismo
{ver [ 1], 26 Q).

6) Sea £ = (X,E,p) un fibrado vectorial con métrica (, )

i) Sea S(g) = xg S(E;) con S{Ey) = {v € Eg: (v,v ), = 1} . Probar que

X
p: S(g) ~ X es un fibrado localmente trivial (Sug: 4.8).

ii) p: S(g) — X es un revestimiento de dos hojas si dim(g) = 1.
7) Sea X C R"™ una subvariedad, sea e; = e;n X el fibrado producto con mé-

trica "trivial" ¢ (a,b) = (a,b ) para todo x € X.

Mostrar que r(X)l = v(X) (cf.3.15, ejercicio 3).

8) Sea ¢ = (X,E,p) un fibrado vectorial con métrica (, ) y sean Sjy,...,S,
secciones C” de ¢ tales que {sl(x),...,sr(x)} es linealmente independien-
te para todo x e X.

Probar: existen secciones 0y5...,0,. de clase C” de ¢ tales que

r
1) (oi(x),05(x) y 4 = 855 (1 <1i,j < 1) para todo x € X
ii) Para todo x € X, {s;(X),...,5,.(x)} ¥y {cl(x),...,or(x)} generan el

mismo subespacio de E,.
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(Sug: utilizar el método de ortonormalizacién).

9) Sea & = (X,E,p) un fibrado vectorial de dimensién finita n.

i) Definir los fibrados vectoriales A®(g), r > 0.

ii) Si {Ui,Rn,wi} y {Uj,R“,wj}~son trivializaciones de £ con Ui N Uj # @
Y ¥y w;l(x,v) = (x,gij(x)(v)) mostrar que la correspondiente funcién de
transicién para A"(g) es (x,t) —— (x,det(gij(x)).t).

iii) Si £ tiene una métrica, AT(E) ~ AT (e%) ~ AT (g)* para todo r > 0.

9) Sea ¢ un fibrado vectorial de dimensién 1, trivial; si S; Y s, son dos
secciones de clase CK (0 < k < =) tales que s (x) # 0 # s,(x) para todo
X € X, entonces es Sy = ¥.s; para una ¢: X — R - {0} de clase ck.

10) Un fibrado vectorial ¢ = (X,E,p) de dimensién n se dice orientable si
A"(g) es un fibrado trivial.

Si £ es orientable y Ty es el conjunto de secciones s e rw(An(g)) tales
que s(x) # 0 para todo x € X, la relacién "s; ~ s, siy solo si s, = v.s;
para una ¢: X -—> R - {0} de clase C*" es de equivalencia en I'y+-ELl conjun
to r0/~ se denomina el conjunto de orientaciones de £; indicamos con o(s)
la clase de equivalencia de s.

i) Si X es conexo, todo fibrado £ de base X, orientable, tiene exactamen-
te dos corientaciones.

ii) Si & es orientable, £|A es orientable para toda subvariedad A C X.
iii) Se supone que & tiene una métrica (, ) . Probar que son equivalentes
a) £ es orientable.
b) Existe un cubrimiento abierto U, (i € I) de X y trivializaciones
{Ui,Rn,wi} tales que y, w;l(x,v) = (x,gij(x)(v)) con g;;(x) € SO(R™),.

c) El grupo estructural de £ es SO(R™).

d) Cada E, estd orientado, y para cada Xy € X existe un entorno U de xg
y secciones S; € r®(g|U) (1 < i < n) tales que, para todo x € U el conjug

to {sl(x),...,sn(x)} es una base ortonormal de E, que define su orienta-
cién. |

11) Si g,n son fibrados vectoriales de dimensidén finita de base X, pro-
bar

e A1(E) 8 AI(n) ~ AT(E @ ) (r > 0)

i+j r

128



12) Sean g,n fibrados vectoriales de dimensiones r y n-r, respectivamen-
te, de base X. Se supone que £ o n es orientable.

Probar: g es orientable « n es orientable. (Sug: ejercicio 11).

13) Sea X ¢ R™ una subvariedad de dimensidn r; usando el ejercicio ante-
rior y el ejercicio 7, probar: 1(X) es orientable si y solo si y(X) es
trivial. -

Deducir: si r = n-1, ¢(X) es orientable y solo sf existe un "campo C” de
vectores normales en X" (o sea: una s € r*(v(X)) con |s(x)| = 1 para todo
x € X).

14) Si ¢ es un fibrado vectorial de dimensién 1, ¢ e £* es orientable (v
por lo tanto trivial). Deducir que si n es un fibrado vectorial de dimen-
sién n de base una variedad paracompacta y C®-normal, entonces n ® n es
orientable (Sug: ejercicio 11).

§ 5 - FIBRADO TANGENTE.

Sea X una variedad diferenciable; vamos a definir un fibrado vectorial

de base X cuyas fibras sean los diversos espacios tangentes TX(X), x € X.
Para ello tomamos T(X) = UX T, (X), con p: T(X) — X obvia; para cada
Xe

mapa {u,U,E} de X podemos definir una biyeccidn

by P PTT(U) — U x E (1)

poniernio wU(a) w (p(a),Tp(a
obtiene una estructura de variedad para p-1(U) = T(U) de tal forma que

)(u)(a)); declarando a Yy un difeomorfismo se

(U,p~t(U),p|p~1(U)) es un fibrado vectorial trivial, isomorfo mediante
vy al fibrado producto eg.

Para obtener la estructura deseada debemos verificar que estamos en las
condiciones de 4.1 de cap.III; para ello consideramos otro mapa {V,v,E}
y la correspondiente "trivializacién" {V,E,wv}, suponiendo U n V # 4@.
Entonces Yy ¢;1(x,b) = (x,Duv_l(v(x))(b), asi que

Yy ¢;1 :UNVXxE —sUAQV xE

es un difeomorfismo con la estructura de fibrados vectoriales triviales.

Por consiguiente «(X) = (X,T(X),p) resulta un fibrado vectorial, que se
denomina fibrado tangente a la variedad X; sus trivializaciones vienen
dadas por (1) a través de los mapas {u,U,E} de X.

(Este fibrado puede definirse también usando 4.1, con gij' U; n Uj —
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—+ GL(E) dadas por g;.(x) = Duiugl(uj (x))).

El fibrado tangente es un funtor covariante; mids precisamente si

f: X — Y es una aplicacion de clase C”, se obtiene una aplicacidén
(T(£),£): t(X) — (Y) de fibrados vectoriales (cf. §2) poniendo T(f), =
= T, (£): To(X) -—a~Tf(X)(Y). Para verificar que esto da realmente una
"aplicacidén" se consideran mapas (u,U,E) de X, (v,V,F) de Y tales que
f(U) c V; luego el diagrama conmutativo '

-1 -1
(2), donde h(x,a) = (£(x),Dg(u(x))(a)) Py (U o P W
siendo g = vfu~l: u(U) —» v(V) la ex-
presién de f en coordenadas. Yy Yy
Como x ——+ Dg(u(x)) es c” (de U en U x E — V x F
L(E,F)) lo afirmado es entonces inmediato.
(2)

EJEMPLOS 5.1. a) Si @ € X es una subvariedad abierta, es claro de la de-
finicién que (@) = (X)|a.

b) Si A C X es una subvariedad, 1(A) deviene un subfibrado vectorial de
1(X) |A via las inclusiones T,(A) — T_(X), a € A.

c) De la definicién resulta que si (u,U,E) es un mapa de X entonces (U)

es trivial. En particular si @ es un abierto en E, 1(g) es trivial.

d) De las consideraciones precedentes sigue sin dificultad la identidad
del "fibrado tangente" (tal como fue definido recién) con el objeto defi-

nido en 2.6 e) en el caso de una subvariedad X c RT".

e) Las secciones de 1(X) se denominan "ecampos de vectores tangentes'" (de

clase Ck, 0 £k <« , seglin corresponda).

Llamaremos variedad de Riemann a toda variedad X para la cual se ha fi-
jado una métrica ¢, ) en t(X); mds precisamente se trata de un par

(X,{, »), donde (, ) es una métrica en t(X).

Si X es una subvariedad de R" (o de un espacio de Hilbert E), salvo adver
tencia, se considerarid a X como variedad de Riemann con la métrica usual
(inducida por 1la métrica de eg).

5.2. CAMPOS DE VECTORES Y DERIVACIONES.

Sea X una variedad; la letra A denotard al dlgebra de funciones C®(X).

Para todo A-médulo M indicamos con Der{(A,M) el A-médulo de las derivacio
nes D: A — M (ver ejercicio 5 de 5.10); abreviaremos Der(A) por
Der(A,A),

Hay una aplicacién A-lineal candnica
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8, : I"(1(X)) —— Der(A) (3)

definida por-(e(s) (f))(x) = Tx(f)(s(x)) para todo x € X.

LEMA 5.3. a) Si X es un abierto en un espacio de Banach E, 6 es inyectiva.

b) Si ademds X es convexo y dim(E) < =, 8 es isomorfismo.

DEMOSTRACION. a) En este caso 6, deviene en o: CW(X,E) — Der(Cw(X)) con
(6(s)(£))(x) = DE(x)(s(x)); asi si 6(s) = 0 tomando f € E* resultara
f(s(x)) = 0 para toda f & E* y todo x € X, luego s=0.

b) Sin pérdida de generalidad podemos suponer E = R", en cuyo caso la a-
plicacién resulta ser 6: C”(X,R)? — Der (C¥ (X)) dada por

n
(e(sl,...,sn)(f))(x) = '21 %%T (x).sj(x); basta entonces probar que en
j=

J
este caso Der(C”(X)) es un C”(X)-médulo libre de base Dj = 3%7
J
(1 <j <n), para lo cual apelamos al ejercicio 6 de 5.10.

LEMA 5.4, Sea X una variedad C”-normal (ver cap.III, 6.3). Entonces toda
derivacién L € Der(A) es un operador local, esto es: para todo abierto
UCXy para toda f € C*(X), f|U = 0 = L(£f)|U = 0. En particular seri
sop(L(f)) c sop(f) para toda f € A.

DEMOSTRACION. Sea U abierto y sea f € A con f|U = 0. Veamos que si Xg €U
entonces L(f)(xo) = 0; ahora existe ¢ € A con v(xq) = 1 y sop(v) C U. Por
lo tanto v.f = 0, asi que L(¢f) = v.L(f) + L(¢).f = 0. En consecuencia

0 = T.L(£) (x4) + L(¢)(x0).f(x0) = L(f) (xy) y concluimos.

Para aclarar finalmente la situacién tenemos el:

LEMA 5.5. Sea X una variedad C”-normal; entonces para cada abierto U c X
existe una Gnica aplicacién R-1lineal r%: Der (C*(X)) — Der(C™(U)) que
hace conmutativo el diagrama (4).

Ademds si V Cc U es otro abierto, vale r§ = rg r%.

DEMOSTRACION. Sea L € Der(C”(X)), definiremos rg(L)(f) para cada
fecC’U)); sixeu hay una ¢ € C®(X) tal que ¢(X) c [0,1], sop(p) Cc U y
¢(x') = 1 para todo x' en un entorno UO c U de x.

Claramente hay una T € C”(X) tal que flU = ¢.f y definimos rﬁ(L)(f)(x)
= L(T) (x).

El lema anterior muestra que esto no depende de la ¢ particular, y queda
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como ejercicio el verificar que esta operacién rX

U tiene las propiedades

enunciadas

(1 (X)) ————> Der c”(X)
X
restr. rg 4)

r(t(u)) 5 Der C”(U)

PROPOSICION 5.6. Si X es una variedad paracompacta de dimensién finita,
la aplicacidn (3) es un isomorfismo de C”(X)-médulos.

DEMOSTRACION. Supongamos que ex(s) = 0 y sea (u,U,R") un mapa de X; por
(4) seri eU(s|U) = 0 y entonces 5.3 a) nos da s|U = 0. Como X es cubierta
por tales dominios de mapas U sigue que s=0.

Sea ahora L € Der C" (X) y sea (ui,Ui,Rn ) una familia de mapas de X

(i € I) tales que U Ui = X y cada ui(Ui) C R™ es abierto convexo. Por
iel

5.3 b) para cada i € I hay un campo vectorial s; € r*(«(U;)) tal que

GUi(si) = rgi(s); por la dltima parte de 5.5 resulta que siIUi N Uj =

= slei N Uj para todo i,j de modo que obtenemos una s € T° (t(X)) tal que
s|U; = s; para cada i € I.

Claramente Sx(s) = L ya que cada 8 es un isomorfismo.

Uy

COROLARIO 5.7. Si X es una variedad paracompacta de dimensién finita, el
C”(X)-médulo Der(C™(X)) es proyectivo finitamente generado.

DEMOSTRACION. Por 3.13 b) y 3.14.

5.8. NOTACION CLASICA.

El resultado 5.6 constituye el nexo entre la presentacidn actual y la
cldsica, que pasamos a explicar.

Si (u,U,R™) es un mapa de una variedad, cada una de las aplicaciones
u;, = pju: U — R (Pi(tla""tn) = t;) da lugar a un campo vectorial
s; € I"(t(U)) y a una derivacién D; € Der C”(U) vinculadas por el isomor

fismo 8y por la regla 6y(s;) = D; (1 <1i<n).

0 sea Tx(u)(si(x)) = e; (1 €1 <n) define los campos vectoriales S;
(1 <i < n), mientras que D;(f) = 6,(s;)(f) para toda f € C™(U).

Cldsicamente la notacidén de las D; es
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s ()

(como "operador" sobre C7(U)), y se tiene

f 3 -
) = 5 BuTH ) \ (5)
1 1
para cada x € U, f € c”(U) (1 < i< n). Légicamente si se identifica
TX(X) con el espacio vectorial de base 33. (x) (1 €1 <n), todo vector
1

tangente a € T_(X) se escribe de manera Gnica

llaui

a= ] al 2 (x) (6)

con (aq,...,ag) e R".

Si se utiliza otro mapa (v,V,R") con x € V, tendremos

n

vV o
L2y 5y (0
=1 i

con los (aV,...,av) . R", relacionados con los anteriores por la regla
1 n

au.

v ] .
a, 7, (x) (1 <j<n)

[+4)

1
Il >~
-

(Para encontrar esto hay que retroceder a la descripcién de los

SyseresSy definidos por Tx(u)(si(x)) = e;y ala de 1os g;,..+50y defini-
U s

dos por Tx(v)(oi(x)) = ey, nétese que de acuerdo con (5) los —371 (x) no

son otra cosa que los elementos de la matriz de D(uv'l)(v(x)).

Para concluir mencionaremos que si f: X — Y es una aplicacidn C® entre

variedades y A € I”(1(X)), en general no es posible definir un campo vec

torial B € r”(t(X)) tal que T_(£)(A(x)) = BE(x); cuando un tal campo exis
te decimos que A y B estdn "f-relacionados'" y ponemos A r B, o también

B = f,(A).

El criterio mids prdctico en tal sentido estd dado por la

PROPOSICION 5.9. Sean X,Y variedades y sea f: X — Y una inmersidén in-
yectiva.

Si B € I®(r(Y)) es tal que Bf(x) € Im T_(f) para todo x € X, entonces
existe un Gnico A € T7(t(X)) tal que £ (A} = B.

DEMOSTRACION. Dado x € X, existe un Gnico a e TX(X) tal que Tx(f)(a) =
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= Bf(x) (puesto que T, (£): T,(X) — Tf(x)(Y) es en particular inyectiva);
definimos a = A(x) y s6lo es necesario demostrar que la seccién x — A(x)
de t(X) es C”. Para ello apelamos a 3.5, cap.III; con ello reducimos (Zlo
calmente) el problema al caso en que X C Y es subvariedad de Y y f es la
inclusién; y todavia usando un mapa centrado en un Xg € X (digamos
(u,U,E)) para el cual u(U nX) = u(U) n F (con F subespacio directo de E)
se reduce el problema al caso en que Y es un abierto en Ey X =Y N F, F
sﬁbespacio directo de E. Y en este caso la tesis es trivial.

Este tipo de inconvenientes sobre los campos vectoriales (comportamiento
"no funtorial' respecto de las aplicaciones entre variedades) motiva que
en ciertos contextos sea preferible manipular con formas diferenciales,
segln se explica en V, 3 de [15] (6 [171).

EJERCICIOS 5.10. 1) Una variedad X de dimensidén n se dice orientable si
t(X) es un fibrado orientable (ver ejercicios 10, 12, 13, 14, de 4.11).

i) Probar que son equivalentes:
a) X es orientable.

b) Existe un cubrimiento abierto Ui (i € I) de X y mapas (ui,Ui,Rn) de X
tales que det Duiugl(uj(x)) > 0 para todo x € Ui N Uj'

ii) Se supone X paracompacta y simplemente conexa; probar que X es orien-
table (cf. ejercicio 6 ii) de 4.11; mds generalmente todo fibrado vecto-
rial de dimensién finita de base X es orientable).

2} Sea X ¢ R" una subvariedad definida implicitamente por una ecuacién
X = £71(0), donde f: R® — R® es una sumersidén en cada x € X (3.4, cap.
III). Si A € r”(ey), entonces A € " (¢(X)) si y s6lo si 8(A)(f;) = 0 pa-
ra todo i = 1,...,m,

3) Sea A el dlgebra Cm(Sn'l); probar que el nlcleo del epimorfismo A-1li-

. n
neal ¢: A" — A dado por w(al,...,an) = ) a;-Xx; se identifica con el
i=1
A-médulo Der(A).
4) Sean Xl,X2 subvariedades transversales de una variedad X (ver cap.III,
4.12 d)); probar que es exacta la sucesién de fibrados vectoriales
0 — (X, N X)) = «(X)DIX; nX, 8 1(X)[X; N X, = (X)X, nX, — 0 .
5) Sea A una R-4lgebra conmutativa, M un A-médulo; una derivacidn
D: A— M es una aplicacién R-lineal que verifica D(a,b) = é.D(b) +
+ b.D(a).

i) Las derivaciones D: A — M forman un A-médulo, indicado Der(A,M).
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ii) 8i- A tiene unidad 1, D(1) = 0 para toda D € Der(A,M).-

1ii) Si Dl; D, éon derivaciones de A en A, también lo es [D;,D,] = D;D, -

- DyD;; verificar que con esta operacién [, ], Der(A) resulta un dlgebra

‘de Lie.

6) Sea 2 c R™ un abierto convexo, y sea a € 2. Probar que toda f € Cw(n)
n

se escribe f = f(a) + izl gi.(pi-ai), donde pi(xl,...,xn) = x; para i =

= 1,...,n (Sug: utilizar 2.2 de cap.IlI).

Verificar que gi(a) = %éf (a) (1 <i <n).
1

Deducir que si L € Der(C”(Q)) entonces para toda f e C”(Q) es

Le) = ] L) 2L

de modo que 53— yae s 2 es una base de Der(C™(R)).

xl an
7) Sea X una variedad de Riemann, J C R un intervalo y y: J — X una
aplicacién C”. Se define |y'(t)| = ((v'(t),y'(t) >Y(t))1/2

. § oo . . . . - - .
i) t —|y'(t)| es C” si y es inmersidén; en general es sdlo una funcién
continua,

ii) La longitud del arco y(tl), y(tz) se define por

‘2

tepty) = [ 2 v ae
t
1

Probar: si y es inmersién, la funcién t — K(tl,t) es C° creciente.

iii) Si J = (a,b) y y es inmersién, t — £(a,t) = £(t) es un difeomor-
fismo de'J sobre un intervalo J'C R.

iv) Si y es inmersién y o = yt_l:

lo'(t)| = 1 para todo t € J' ("parametrizacién mediante la longitud de
arco").

J' — X, o es una inmersidén con
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CAPITULO V
§ 1 - CURVAS INTEGRALES.

Supongamos que & es un abierta en un espacio de Banach E, y supongamos
que f: 2 —> E es una aplicacién de clase ck (k > 1); podemos interpretar
f como un campo vectorial en la variedad 2, que asigna a cada x € & un
vector tangente f(x) € Tx(Q) = E,

Nos interesan las "curvas integrales" de este campo, esto es las aplica-
ciones ¢: J — @ diferenciables, donde J C R es un intervalo abierto, que
tienen 1la propiedad que en cada t € J la tangente ¢'(t) coincide con el
valor del campo f(v(t)). Asfi si f se interpreta como un campo de '"veloci-
dades", cada curva integral representa la trayectoria de una particula.

Evidentemente las curvas integrales del campo f son las soluciones de la
ecuacién diferencial

v'(t) = £ (1) m

y la teoria general nos provee el siguiente resultado:

TEOREMA 1.1. En la situacién anterior se tiene:

a) “EXISTENCIA LOCAL DE SOLUCIONES". Para cada Xg € @ y cada ty € R exis-
te un intervalo abierto J C R con ty € J y una (nica ¢: J — a para la
cual valen

o(ty) = x4 e'(t) = £ ¢(t) (t € J)

Esta aplicacidn ¢ es de clase ck+l,

b) "DEPENDENCIA DE LOS VALORES INICIALES". Para cada Xg € @ y cada tj € R

hay un entorno Uy € @ de xg, un intervalo abierto Jy C R con tg € Jo vy
una aplicacidn a: JyxUy — 2 de clase ck tal que

a(to,x) = X a'(t,x) = f a(t,x)

para todo t € J; y todo x € Ug.
(Se utiliza la notacién a'(t,x) para designar al vector Dya(t,x)(1)).
Para la demostraci6én ver por ejemplo cap.IV. de [15], o bien [16].

Nétese que por la condicién de unicidad asegurada en a), dado x € @ hay
un intervalo J!'CJy que contiene a ty tal que t — a(t,x) es la finica
solucién de (1) definida en J' que en t=ty vale xg .

Ahera supongamos que A es un campo vectorial de clase ck (k 2 1) en una
variedad X; generalizando las definiciones precedentes diremos que una
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aplicacién ¢: J — X es una curva integral de A si vale ¢'(t) = A(e (1))
para todo t € J.

OBSERVACIONES 1.2. a) Si ¢: J — X es una curva integral del campo A y
to € R entonces es evidente que ¢: J+ty, —> X definida por w(t) = p(t-ty)
también es una curva integral de A.

b) Si A es un campo vectorial de clase ck (k 2 1) en X, dados Xg €X vy
tg € R, existe un intervalo J en R con tp € J y una f(inica curva integral
¢: J — X de A que verifica ¢(tg) = Xg, de clase ck+l,

PRUEBA. Consideramos un mapa (u,U,E) en Xg con lo cual resulta una ecua-
cién diferencial en 2 = u(U),(ver diagra-

ma (1)) con su(x) = T(u)(A(x)) = Wy, —rw U NE
= (u(x),Ty(u) (A(x))),asf que s(y) = p} A ES
= {y,f(y)) para y € 2 con £f: @ — E ! !
-de clase CK, Entonces hay un intervalo J k,/ Q’
~con ty € J y una Gnica 8: J — 2 tal que u

B(ty) = u(xy) y 8'(t) = £f8(t) (teorema 1) (1)

y la tesis resulta haciendo ¢= u~lg.

c) 8i ¢ J;y — X y vy: J, — X son dos curvas integrales de un mismo
campo vectorial Ay wl(to) = ¢2(t0) para un cierto tg € J; N Jy, entonces
¢1|J1 N JZ = ‘P2!J1 N JZ'

PRUEBA. Sea P = {t € JynJy (L) = po(t)} CcJyp n J,; ciertamente
to € Py P es cerrado en J; N Jye.

Ahora sea t' € P y sea J un intervalo con 0 € J y t'+J cJ; nJ,; consi-
deremos vi(t) = p;(t+t'), i=1,2. Ambas son curvas integrales de A (cf.a)),
definidas en J y wl(O) = wZ(O). Por 1a unicidad asegurada en b) deberi
ser ¥,|Jg = ¥,/Jg para algln intervalo abierto J, con 0 € Jo-

Por lo tanto w1|t'ﬂJ0 = <p2|t'+J0 asi que t'+J, C P, lo que prueba que P
es abierto. Como J; N J, es conexo, concluimos.

Veamos ahora que las curvas integrales dependen bien de los "datos inicia
les*'; mds general:

TEOREMA 1.3. Sea A un campo vectorial en X, de clase ck (k > 1). Existen
entonces un conjunto abierto D(A) ¢ RxX y una aplicacién «: D(A) — X
de clase CK tales que para cada x € X, t — a(t,x) es de clase ck*! y :

i) {0}xX € D(A) , a(0,x) = x para todo x € X,
f{) a'(t,x) = A(a(t,x)) para todo (t,x) € D(A) (asi que cada t — a,(t)=

= a(t,x) es una curva integral de A que en 0 vale x).
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iii) Si ¢: J — X es una curva integral de A con 0 € J y ¢(0) = x, nece-
sariamente-es {x}xJ C D(A) y ¢(t) = a(t,x) para todo t € J (asi que
t — a(t,x) es la curva integral "mixima" que en 0 vale x).

iv) Si (t,,x) € D(A) y (t+ty,x) € D(A) entonces es (t,a(tg,Xx)) € A y va-
le u(t,a(to,x)) = a(t+tg,x). -

DEMOSTRACION. Como en 1.2 b) (con ty = 0) vemos que para cada x € X hay
un intervalo J C. R con 0 € J y una (finica de dominio J) curva integral
¢: J — X de A tal que ¢(0) = x, ¢ de clase Ck+tl,

Dado x € X consideramos entonces C(x) = {(¢,J): J es intervalo en R ,

0 €J, v/ J — X es curva integral de A con ¢(0) = x}; por lo anterior
es C(x) # @ y por 1.2 b) resulta que

(wl,Jl) € Cc(x) , (¢2,J2) e C(x) = «pllJ1 nJ, = «p2|J1 nJ,
Es claro entonces - ordenando C(x) de manera evidente - que hay un elemen
to mdximo de C(x), que denotaremos (ay,J(x)); ponemos

D(A) = Oy (Jx)x{x}) = {(t,x): t € J(x)}

y a(t,x) = ayx(t).

Entonces i) ii) son inmediatas, y iii) es fdcil. Veamos que vale iv); pa
ra ello probamos primero:

t, € Jx) = J(x) - ty = J(u(to,x))
Si g: J(x)-tyg — X es g(t) = a(t+ty,x), B es una curva integral y g(0) =

a(ty,x) luego por iii) debe ser J(x)-ty € J(a(tg,x)) y 8(t) =
G(t,a(to,X)) site J(X)‘to.

[}

Pero por otro lado si y: J(a(tg,x))+tg —> X es y(t) = al(t+tg,alty,x))
resulta que y es una curva integral y y(tg) = a(ty,x), asi que por 1.2 b)
Y Y ag coinciden sobre J(x) n (J(a(to,x))+t0) = J(x).
Esto prueba lo afirmado y como ademis (ax,J(x)) es miaximo en C(x) resul-
ta que J(x) = J(u(to,x))+to Y ¥ = ag.
Sého falta demostrar que D(A) es abierto y que o es ck.
Definamos para cada x € X
: - +
Jx) = (w (x),w (x)) (2)

asi que

D(A) = {(t,x) : w (X) <t <w (x)} (3)

donde w': X — R* U {=} Yy W :X— R U {-=},
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Manipulando localmente como en 1.2 b), pero usando 1.1 b) resulta: para

cada x; € X hay un entorno Uy de x5 y un intervalo JxO que contiene a 0,

y una ¢: J xU0 — X de clase C¥ con v(0,x) = x si x € Ug ¥y o' (t,x) =
0

= Ay(t,x) si (t,x) e Jy xUB. Forzosamente debe ser J, C J(x) para todo
0 - 0

x €lUyyy = af J, xUy; por consiguiente J, xUy ©D(A) y o es c* en

Jx xUg. 0 0

0

Entonces es claro que W = Y Jx xU, e5 un entorno abierto de {0}xX, conte
0o 0 0

X

nido en D(A) y que o|W es CK.

Ahora si.xo € X, definimos S(xo) C R mediante: t € S(xo) significa:

1°) t>0 y te J(xq) .

2°) Existe un intervalo abierto H, un entorno U de X, tales que 0 € H y
H x U C D(A) «|H x U es ck,

Por lo anterior es S(xy) # @; ademds S(xg) € J(xg) y-si 0 <t
t, € S(xy) entonces también t; € S(xq)-

1 <t

2!
Por consiguiente S(xp) es un intervalo (0,a) o bien (0,a] con

a = sup S(xy). Afirmamos que a = w+(x0).

De lo contrario tendriamos 0 < a < w+(x0), luego a € J(xg); por consi-
guiente hay un entorno Uy de a(a,xqy), un intervalo Jo que contiene a a y
una y: JgxUy —= X de clase ck con pla,x) = x, p'(t,x) = Ap(t,x) si
(t,x) € JgxUgy (todo esto usando 1.1 b) localmente).

Como {t: a(t,xy) € Up}l nJy es entorno abierto de a resulta que hay un
ty € J(xo) con

ty € J(xy) a(ty,x,) € UQ ty € S(x,).

Por lo tanto existird un intervalo abierto H con 0 e H, ty €H y un en-
torno abierto U de X, con HxU < D(A), a|HxU de clase ck,

Si V= {x e U: alty,x) € Upl, V es entorno abierto de Xgs, V c U; defini-
mos g: (H U Jy)xV — X por
[a(t,x) (t,x) e H x V

B(t,x) =
1w(t+a-t0,a(t0,x)) (t,x) € Jg x V.

Nétese que (t+a—t0,a(t0,x)) e JoxU0 si (t,x) e JoxV; ademids si x € V,
t — a(t,x) vy t — w(t+a-t0,a(to,x)) son curvas integrales de A que
coinciden en t,, luego coinciden en Jg N H.

Claramente g es de clase ck y si xeV, t — g(t,x) es una curva inte-

gral de A que manda 0 en x; por consiguiente H U Jg € J(x) si x € V.
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Ademis t —+ g(t,x) coincide con-a, sobre HU Jg si x e V. Resulta as{

que (H u Jojxv Cc D) y al](HuU Jg)xV es Ck, 1o que evidentemente es absur
do ya que daria H U Jg C S(xg), a € Jg.

Vemos entonces que a = sup S(xg) = w+(x0) y por lo tanto S(xg)
= J(xg) N R* para todo xg € X; asi que

(t,x) : 0 <t <w (x)}=0D")
es abierto en Rx¥, y a D+(A) es Ck.

Andlogamente se ve que D (A) = {(t,x): w (X) <t <0} es abierto y que
a|D (A) es C¥. Juntando esto con W resulta la tesis.

OBSERVACIONES 1.4, a) La aplicacién a: D(A) — X dada por 1.3 se denomi-
na el flujo asociado al campo vectorial A.

b} De 1.3 resulta que W' (resp: w ) es una funcién semicontinua inferior-
mente (resp: superiormente).

c) Supongamos que Y C X es una subvariedad cerrada y que A es un campo
vectorial en X tal que A(y) € T (Y) para cada y € Y. Entonces si yj € Y
es q(t,yo) € Y para tedo ¥y € J(yo)

PRUEBA. Sea P(yy) = {t € J(yg): a(t,yy) € Y}; claramente 0 € P(yg) v

P(yg) es cerrado en J(ygy). Veamos que es abierto: si B = AlY, B es un cam

po vett@rial en Y y la teoria precedente nos da una curva integral midxima
J'(yg) —> Y de B con B8(0) = Yo-

Es evidente que J'(yy) C J(yy) ¥y que B = oy, J'(yg)s ¥y por lo tanto
J'"(yg) € Plyg).

Finalmente si t; € P(yg) y V es entorno de 0 en R con V C J'"(yg), t1*V C
C J(yq) vy definimos y: V — X por y(t) = ayo(t+t1) vemos que y e€s curva
integral de A y y(0) = ayo(tl) =y, € Y. Por lo probado antes hay un en-

torno W de 0 con W c P(y;) de manera que y(W) C Y y por lo tanto t;+W C
< P(yg), ¥y P(yy) es abierto.

d) Como caso particular de c) resulta que si A(xg) = 0, la curva integrai
axo es constante (y por lo tanto J(xp) = R).

Basta hacer Y = {xg} en c).

Los puntos x, € X para los cuales A(x,) = 0 se denominan "puntos estaeio
nar<os" y corresponden a "puntos de equilibrio" (inméviles).

, Veamos ahora como el desplazamiento a lo largo del tiempo constltuye una
transformacidén en la variedad; definimos para ello
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D (A) = {x: t € J(x)}

subconjunto abierto de X y a,: D.,(A) — X es a,(x) = a(t,x) (convenimos
en que a, = @ si D.(A) = @).

Claramente si x € X hay un entorno U de x y un ¢ > 0-tal que U C D¢ (A) pa
ra todo 't € (-e,¢e).

Por otro lado se tiene tgo D.(A) = Xy D .(A) CDg4(A) si 0 <s < tosi
t<s <0,

Notemos que a.: Dy (A) —> D_,(A) es un difeomorfismo (de clase ck si A es
de clase Ck, 1.3) con inversa o_

t

En general a_ a, MO estid definido en todo Dt(A). Pero de 1.3 iv) resulta

t
que

dom(a, a,) = a{'(D,(A)) = D (A) N D, (A)

Yy en tal conjunto vale ago . Por consiguiente dom(asat) =D A)

t - s+t t+s(

si t y s tienen igual signo.

‘Los diversos o, forman una suerte de '"homomorfismo'" t — a, (de:R En el
grupo de difeomorfismos de X), no siendo esto muy exacto en general ya
que dom(a,) # X puede ocurrir para ciertos t € R.

Diremos que el campo vectorial A es completo si D(A) = RxX (o lo que es
igual: Dt(A) = X para todo t € R, esto es J(x) = R para todo x € X).

OBSERVACIONES 1.6. a) Si A es completo la aplicacién t —— @, €s un homo-
morfismo del grupo aditivo R en el grupo Difk(X) de los Ck-difeomorfismos

de X; se lo denomina "'grupo uniparamétrico asociado al campo A".

b) No todo campo vectorial es completo, como se ve en el sencillo ejemplo
en que X = R2-{0} y A(x;,x,) = ((xl,xz),(1,0)), cuyas curvas integrales
son las rectas t — (t+al,a2).

Veamos un criterio sencillo para estudiar esta cuestién; por de pronto
para todo subconjunto M C X definimos

s*M) = infwt(x): x € M}

§7 (M) sup{w (x): x € M},

LEMA 1.7. Con las notaciones anteriores, si M C X y a(J(xp)x{xy}) nNM#
# @, es: -

i) w+(xo) > sup{t € J(xp): a(t,xy) € M} + s (M),

ii) w'(xo) < inf{t € J(xy): a(t,x,) € M} + 8§ (M).
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DEMOSTRACION. Sea H = {t € J(xg): a{t,xg) € M}; H # @ por hipbtesis e
inf{w" (a(t,xg)): t € H} > inf{w' (x): x € M} = " (M).

Pero w'(a(t,xg)) = w'(xg)-t, y de esto i) resulta fdcilmente.

Andlogamente para ii).

COROLARIO 1.8. Sea M C X y sea x3 € X; se supone que a(J(xg)x{xg}) N M #
# @. Entonces si ¥ (M) > 0 se tiene:

a(t,xq) ¢ M para todo t €J(xg) con t> w+(x0)-6+(M),

Andlogamente si § (M) < 0.

COROLARIO 1.9, Si A es un campo vectorial de soporte compacto, A es com-

pleto. En particular si X es compacta todo campo vectorial en X es comple
to:

DEMOSTRACION. Sea M = sop(A) = {x: A(x) # 0} . Ciertamente es J(x) = R si
X €M (1.4 3)), veamos que lo mismo ocurre si x € M.

Si fuera por ejemplo x; € M y w+(x0) < ®, como 6+(M)A> 0 (ya que D(A) es
abierto y contiene a {0}xM) tendremos o(t;,xn) € M para un

ty € (w+(x0) - 6+(M),w+(xo)) por 1.8. Por lo anterior seri entonces
w'{a(ty,xg)) = =, asi que w+(x0) - t; = +o , dando un absurdo.

Del mismo modo se prueba que w_(xo) = -= si x5 € M.

COMPLEMENTO 1.10 DEPENDENCIA DE PARAMETROS.

Si X y L son variedades, una aplicacién de clase ck (1 <k € ») A: XxL ~»
— T(X) tal que A(x,r) = A, (x) € Tx(X) para cada x € L (y x € X) se deno-
mina un campo vectorial que depende de la variedad de "pardmetros L'" y
puede interpretarse como una familia A, (A € L) de campos vectoriales en
X de clase CK que depende en forma CK de a.

La teoria de estos entes se reduce a la precedente por medio del siguien-
te artificio: se considera el campo vectorial B € rk(T(XxL)) definido por
B(x,2) = (A(x,1),0) € T (X)xT, (L) = T(x’l)(XxL) para cada (x,x) € XxL.

Si B8: D(B) —» XxL es su flujo, serd g(t,x,2) = (B (t,x,1),8,(t,x,r)) pa-
ra cada (t,x,x) € D(B) y se ve enseguida que debe ser Bo,(t,x,Ax) = A para
todo (t,x,r) € D(B).

Por consiguiente si llamamos « = B; resulta que el "flujo" de A es una a-
plicacién o: D(B) — X de clase Ck, donde D(B) C RxXxL es un abierto que
contiene a {0}xXxL; para cada A € L 1la aplicacidn (t,x) — a(t,x,r) es
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el flujo del campo vectorial AA en X.

EJERCICIOS 1.11. 1) Se considera el campo vectorial x —» A(x) = (x,x?}
sobre X = R.

i) J(x) = (-=,1/x) si x>0, J0) = Ry J(x) = (1/x,=) si x < 0.

ii) E1 flujo o de A es a(t,x) = TT%E ; describir D(A).

2) Sea A un campo vectorial de clase ck (k > 1) en una variedad X y sea
a: D(A) — X su flujo; si f,: D(A) — RxX es definida por £,(t,x) =

= (t,a(t,x)), probar que fA es un CK-difeomorfismo de D(A) sobre D(-A),
con fAI{O}xX = 1{0}xx' (Sug:-la inversa es £,).

3) Sea x — A(x) = (x,f(x)) el campo vectorial en R2 definido por f(x) =
= (axl-bxz,ax2+bxl), donde a2+b2 = 1,

i) A es completo y su flujo es a(t,x) =

= eat(x1 cos bt - X, sen bt , x, sen bt + x_, cos bt).

1 2
ii) Describir las curvas integrales para los diversos valores a = 0
b>0(6a>0, b<0, etc).

4) Sea »: R —=+[0,1) de clase C” tal que A(0) = 1, A(t) >0 si 0 <t < 1
y A(t) = 0 si |t] » 1. Si ¢ es la curva integral mdxima del campo vecto-
rial x — (x,x(x)) tal que ¢(0) = 0, probar:

i) dom(¢) = R (cf.1.9).
ii) ¢: R — (-1,1) es un difeomorfismo.

(Sug: considerar y: (-1,1) — R dada por

Sdg
vo) = [ 5%y
o &
y verificar que ¢ = w'l).

. k
5) Sea a: D(A) — X el flujo de un campo vectorial A de clase C~ (k > 1)
en una variedad X; se supone que la '"trayectoria" a(J(xo)x{xo}) de un
cierto Xy, € X es relativamente compacta.

Probar que J(xg5) = R (Sug: aplicar 1.8 a M = a(J(xo)x{xo})).

Deducir una nueva prueba de 1.9.

6) Sea a: D(A) — X como en el ejercicio anterior; se supone ahora que

J(x,) = R para un cierto x, € X.
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Sea G, = {t € R: u(t,xo) = xo}; G es un subgrupo del grupo aditivo R. Si
0 .

a(tl,xo) = X, entonces le = Gxo.

i) Gxo = K si y sélo si X, ©s un punto estacionario de A.

ii) Gxo = {0} si y s6lo si t —» a(t,x,) es una inmersién inyectiva de R
en X,

iii) Si Gxo = Z.t, 1#0 ("solucién periédica, de periodo "), axogR) es

‘una subvariedad compacta de X, difeomorfa a st,

7) Sea 2 un entorno abierto de 0 en un espacio de Banach E, sea f: @ — E
de clase ck (k 1) con £(0) = a # 0. Sea HCE un hiperplano cerrado tal
que a ¢ H. Probar que existen entornos Qg ¥y @) de 0 y un ck-difeomorfismo
i g —> fp tal que ¢(0) = 0, z(x) = x si x € Hn Qo v Dz(x) (f(x)) = a
para todo x € 24-

(Sug: Sea h € E* con h(a) = 1, h"l(O) = H vy sea a el flujo del campo vec-
torial x — (x,£(x)); poner u(x) = a(h(x),x-h(x).a) y verificar que
Du(x) (a) = fu(x), Du(x)(v) = v si v € H. Deducir que Du(0) = 1y y tomar

T = u~! con 4.7 del cap.II).

8) Sea A un campo vectorial de clase ck (k > 1) en una variedad X (de mo-
delo E) y sea Xqg € X con A(xy) # 0. Sea b#0 en E.

Probar que existe un mapa centrado en Xgs (u,U,E) de clase ck ta1 que’
T (W) (A(x)) = (u(x),b) para todo
TU) —mm—— @

x € U (ver diagrama). T(u) E

3

(O sea, A se representa localmente A
como un campo constante).

o
D X

(Sug: usar el ejercicio anterior).

§ 2 - ALGEBRA DE LIE DE CAMPOS VECTORIALES (r171y.

Supongamos que X es una variedad diferenciable Yy que A es un campo vecto-
rial en X, de clase ck (k >21), Si £f: X —+ R es una aplicacién de clase
ck y x € X, la funcién t — fa(t,x) estd definida en un entorno de Q y
es de clase CX. Su derivada en t=0 representa "a la derivada de f en x se
ghn la direccién de la curva integral t — a(t,x)" y se indica

£,(6) (x) = 1in faltax) - £(x) (M
t+0
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Esta misma f6rmula muestra que x —» Lo (£f) (x) es una aplicacién de clase

ck-1; decimos que £,(f) es la derivada de Lie de f seglin la direccién del

campo A, y dejamos como ejercicio el verificar que

L L ko — M lgr (2)

es R-lineal.
Por otra parte de la definicién sigue que
LoE)(x) = T, (f) (A(x)) (3)
(puesto que a'(t,x) = Aa(t,x)). Esto muestra que si k=« , £,(f) no es
otra cosa que la derivacién eA(f) definida en 85 del cap.IV.

Por otro lado sabemos que el C”(X)-médulo Der(C”(X)) es un dlgebra de Lie
via [D,,D,] = D;D, - D,D; (ver ejercicio 5 de 5.10, cap.IV). Nos propone-
mos definir una estructura de dlgebra de Lie para el C”(X)-médulo de los

campos vectoriales C® sobre X, de tal manera que la aplicacién
8 : I (t(X)) — Der C(X) (4)

resulte un homomorfismo de d4lgebras de Lie.

A tal efecto consideramos dos campos vectoriales C” en X, A y B y sean
a: D(A) — X, B8: D(B) — X sus respectivos flujos.

En un entorno abierto & de {0}x{0}xX en RxRxX estd definida 1la aplicacidn
qi: & — X de clase C” dada por

ap(t,s,x) = a(-t,8(s,a(t,x))

Derivando en s=0 nos queda una aplicacidn Gz definida en un entorno de
{0}xX en RxX, de clase C” y con valores en T(X):

B d .
GA(t,x) = Iz q(t,s,x)|s=0. Se tiene

Gy(t,x) = Ty, o (a_ ) (Balt,x)) (5)

Nétese que Gz(t,x) € TX(X) para todo t, asi que GE(O,X)' = derivada en
t=0 de GX resulta un campo vectorial C™ en X.

Definimos entonces

(AB) = $ el

vale decir

[A,B] (x) = 1lim Ta(e,x) (o) (Bal(t,x))-B(x)  (¢)
t+>0 t
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Veamos como se ve esto usando coordenadas; supongamos que X5 € X y que
(u,U,E) es un mapa en Xg- Obtenemos dos campos vectoriales sobre @ = u(U),
indicados s, y sy: dados por

T (W AX) = s_(u(x)) = (ulx),au(x)) T (u) .
a
T _(u) (B(x)) = s, (u(x)) = (u(x),bu(x)) sl s
para sendas aplicaciones a,b: @ — E b
® . . . U —_— Q
de clase C . Ahora sea y la aplicacidn u

de clase C” definida en un entorno de

{0}x92 en RxQ dada por y(t,y) = a(t,u—l(y)); ciertamente cada t — y(t,y)
es una curva integral del campo S, asi que y'(t,y) = ay(t,y) para todo
t,y. (y v(0,y) = y para todo y € Q).

En particular diferenciando vy respecto de la segunda variable obtendremos
las ecuaciones

- { D,y'(t,y) = Da(y(t,y))(D,v(t,y))
DZY(O)Y) = 1E

Definamos asimismo gZ(t,y) = Gi(t,u_l(y)); claramente
T, () ([A,B] (x)) = g2'(0,u(x))

de modo que debemos calcular la derivada en t=0 de gz. Pero siendo
T, (a,) (G5 (t,x)) = Ba(t,x)

deducimos que
D,y (t,y) (82(t,¥)) = by(t,y) (8)

para todo t,y; de manera que (derivando (8) en t, operacidn indicada con
') obtenemos

Dzv'(t,y)(gg(t,y)) + DZY(t,y)(gZ'(t,y)) = by (t,y)'
Haciendo t=0 y usando (7) resulta
Da(y) (b(y)) + g2'(0,y) = Db(y)(a(y))

Por consiguiente

T (W) (TA,BI (x)) = Db(u(x))(au(x)) - Da(u(x))(bu(x)) (9)

para todo x € U.

OBSERVACIONES 2.1, a) Utilizando la expresidén local (9) es fidcil probar
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que T (t(X)) es un dlgebra de Lie; en particular la "identidad de Jacobi":

[A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0

b) Cuando X es un abierto en un espacio de Banach E, las consideraciones
anteriores muestran que dados dos campos vectoriales s_,, s, en X, con
sa(x) = (x,a(x)) y sp(x) = (x,b(x)) para sendas a,b: X — E de clase c®

entonces [s_,sy] = s, con

c(x)

para todo x € X.

Db(x) (a(x)) - Da(x)(b(x)) (10)

En particular si E = R®, con la notacién de 5.8 resulta

l5ez > ¢ - O (1 <i,3 <n)

¢) De cualquier manera usando la expresién local (9) es facil ver que la
aplicacién C”(X)-1lineal (4) es un homomorfismo de R-dlgebras de Lie, es
decir

Ora,5) (F) = 0,(0(£)) - 85(0,(£))
para toda f: X — R de clase C".

d) Del mismo modo se ve que si A,B son campos vectoriales c” en X y si
¢ € C°(X) entonces

[A,¢.B] = eA(w).B + ¢.[A,B] (1)

(En particular vemos que [ , 1 no es C”(X)-bilineal).

" E1 siguiente resultado es importante (ver 5.9 de cap. IV):

PROPOSICION 2.2. Sea f: X —> Y una aplicacién C” entre variedades y
sean A,A1 (resp: B,B;) campos vectoriales C” en X (resp: Y) tales que
f.(A) = B, f*(Al) = B;; entonces f,([A,A;]1) = [B,B,].

DEMOSTRACION. Aunque una prueba usando (9) es posible, veamos como pode-
mos probar esto usando directamente la definicién de [ , ] : sea x5 € X

y sea yg = f(xg).

Sean a y B los respectivos flujos de A y B y consideremos la curva

v: J(xg) — Y definida por y(t) = fa(t,xy); claramente y(0) = Yo Y
y'(t) = Ta(t,xo)(f)(Aa(t,xo)) = Bfa(t,xo) = By(t) asi que y es una curva

integral de B que pasa por y,. Se deduce que J(xo) es un subintervalo del
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intervalo de definicién de t — B(t,yqy) y que fa(t,xg) = B(t,yo) si
tEJ(xO). ‘
Como esto vale para todo x € X resulta
fa(t,x) = B(t,f(x)) si - (t,x) € D(AY
. B
Ahora [B,B;] (£(x)) es la derivada en t=0 de t — GBl(t,f(x)) y como-
fa = B f resulta

-t -t

B .
Gy (6, E(X0) = Ty fipyy (BL) (Bys(t,£(x)) = T (o (8 ) (B,8(t,£(x))) =

: de(t,x)(s-t)(Bl(f(“(t’x)))
) Tfa<t,X)(B-t)Ta(t,x)(f)(Ala(tsx)) =

= T, ooy (B ) (Aa(t,x)) = T

a(t, )(fa_t)(Ala(t,x)) =

a(t,x

A
T T 4y () (Aja(t,x) = T (E)(6, (£,%)

a(t,x
Como Tx(f): Tx(x) — Tf(x>(Y) es lineal continua sigue que

[B,B,] (£(x)) = T (£)(1A,A] (x))

como se queria probar.

COROLARIO 2.3. Si Y c X es una subvariedad, y sean A,B campos vectoriales
C” en X tales que A(y) € Ty(Y), B(y) € Ty(Y) para todo y € Y.

Entonces [A,B]|Y = [A|Y,B]Y]

DEMOSTRACION. Pues si j: Y — X es la inclusidn, es j4(A|Y) = A y
j«(B|Y) = B.

EJERCICIOS 2.4. 1) Calcular [A,B}], donde A y B son los campos vectoriales
definidos en R3-{0} por A(x) = (x,a(x)) y B(x) = (x,b(x)) con
a(x) = (Xli_xz’x3) H b(x) = (1/')(!,'}(3,)(2).

2) Si A,B son campos vectoriales en una variedad X y ¢ € C*(X), demostrar
la f6rmula (11) usando la definicién de [ , ],

3) Sean A,B campos vectoriales en una variedad X y sean ¢: X — R,
¢: X — R de clase C”. Probar la férmula.

[v A,v.Bl = v.0,(0).B - v.0,(¥).A + y.9.[A,B]

(Sug: ejercicio anterior).
n T 9
4) Sean A,B campos vectoriales en R" definidos por A = | a, —
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. ot.
j=1 3 %%
n n ob. da N
[A,B] = Z ( Z a; 3%, - b5 3% ) 3T
j=1 i=1 i 3j

(Sug: ejercicio anterior).

5) Sean A y B campos vectoriales en una variedad X; si Gz es definida
por la férmula (5), probar:

i) Sixe Xy teJ(x), t+s € J(x) entonces
6B (s,a(t,x)) = T_(a ) (GB(t+s,x))
AVT? ! X't A ’
(Sug: usar la propiedad de "grupo" 1.3 iv) de los at)h
1i) Deducir de i) que para todo (t,x) € D(A) es
B
T (a,) (G2 (t,x)) = [A,B] (a(t,x))

6) Si A y B son campos vectoriales en una variedad X, con flujos respec-
tivos o y B probar que son equivalentes:

i) [A,B] =0

ii) Para todo x € X es ao(t,8(t,x)) = B(t,a{t,x)) cada vez que ambos miem-
bros estidn definidos.

1ii) a By = Bga, pPara todo t,s para los cuales estdn definidos ambos- miem
bros.

(Sug: Usar la parte ii) del ejercicio anterior).

§ 3 - APLICACION A LOS GRUPOS DE LIE.

Consideremos ahora el caso de un grupo de Lie G (ver 85 de cap.III) y su
fibrado tangente tg = (G,T(G),p); un campo vectorial (no necesariamente

ck a priori) A se dirid <nvariante (a isqutierda) si verifica

AGKY) = Ty(2,) (A()) (1

para todo x,y en G. Andlogamente A serd invariante a derecha si

Aly.x) = T (r ) (A(Y)) (2)
para todo x,y en G.

Nos restringiremos en lo que sigue al caso de campos invariantes aizquier
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da (considerando el grupo 'opuesto" se obtiene el correspondiente enuncia
do para campos invariantes a derecha).

PROPOSICION 3.1. Sea G un grupo de Lie. Entonces :
i) Los campos ,invariantes a izquierda forman un R-espacio vectorial.

ii) Un campo vectorial es invariante a izquierda si y sélo si

A(X) = T _(£)(A(e)) (3)
para todo x € G.

iii) Un campo invariante a izquierda es C~.

DEMOSTRACION. i) es inmediato., Para ii), una aplicacidén es trivial y la
otra se deduce de £ £ = ¢ . iii) Evidente por (3).
Xy Xy

Indicaremos con L(G) el espacio vectorial de los campos invariantes a iz-
quierda de G (subespacio de rm(rG)).

Nétese que por (1), un campo vectorial A sobre G es invariante a-izquier-
da si y s6lo si (ZX)*(A) = A para todo x € G (cf.5.9 de cap.IV).

0 sea
A el(G) =« (Kx)*(A) = A para todo x € G (4)

Entonces
PROPOSICION 3.2. L(G) es una subdlgebra de Lie de I (tg) -

DEMOSTRACION. S&8lo hay que probar que [A,B] e L{G) si A,B son invariantes
a izquierda. Pero para todo x € G es (L) «[A,B]= [ (L) (A) s (£ ) (B)] =
= [A,B] por 2.2 asi que [A,B] verifica (4).

Decimos que L(G) es el dlgebra de Lie del grupo G.

PROPOSICION 3.3. i) La aplicacién A —> A(e) es un isomorfismo de espa-
cios vectoriales de L(G) sobre Te(G) (que indicamos o: L(G) —— Te(G)).

En particular si dim(G) = n, L(G) es un R-espacid vectorial de dimensién
n.

ii) La aplicacién (x,v) —> Te(tx)(v) define un isomorfismo de fibrados

. T, (G . ..
vectoriales eGe( ) —— 1(G). En particular 1. es trivial.

G

DEMOSTRACION. i) Inmediato por 3.1 ii). Para ii) observemos que el diagra
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ma adjunto es conmutativo y que para cada
X € G 1la aplicacién v — To(£y) (V) es un

isomorfismo de Te(G) sobre Tx(G) (2.5,cap. \\\\\\ ‘//1{/
Iv). '

Suponganios ahgora que f: G; — G, es un ]
homomorfismo de grupos de Lie; es posible definir una aplicacidén lineal

L(f): L(G;) — L(G,) sin mds que comple-
L(Gl) ———p L(Gz)

tar el diagrama (5). L(f)
Equivalente: 0, o,
(L) (A))(x) = T (£)T(£) (Ae))  (6)

Notemos que si x € G; serd Kf(x)f = f &, To(6)) *—;:??;_i+ To(6y)

(ya que f es homomorfismo); por lo tanto’

(5)

resulta inmediatamente

L) A x) = T (£) (AX)) (7)

para todo x € Gl’ asi que L(£f)(A) = £f,(A).

Como consecuencia de ello obtenemos que L(f) es un homomorfismo de dlge-
bras de Lie, y entonces la correspondencia G ----+ L{G) resulta un funtor

covariante (de grupos de Lie en dlgebras de Lie).

Veamos ahora que ocurre con las curvas integrales de los campos invarian-
tes, para lo cual usaremos el siguiente

LEMA 3.4. Sea G un grupo topoldgico, sea J un entorno conexo de 0 en R y
sea ¢: J — G una aplicacidn que verifica

t,s,t+s en J = ¢(t+s) = ¢(t).e(s)
Existe entonces un @inico homomorfismo ¢: R — G tal que ¢|J = ¢; ¢ es

continuo si ¢ lo es. Si G es ademds un grupo de Lie y ¢ es de clase ck
(k > 1), también lo es ¢.

DEMOSTRACION. La unicidad de ¢ es evidente ya que J genera R; asimismo
¢ es continuo (resp: Ck) si ¢ lo es ya que J es entorno de 0.

Para la existencia, como R = u{n.J, n > 0} definimos ¢,: n.J — G por
po(t) = p(t/n)".

Veamos que ¢,(t) = ¢ (t) si t € (n.J) N (m.J); si t/n € J también t/n.m €
€ J, luego

sp(t/n.m')n = ¢(t/n.m) ... ¢(t/n.m) = ¢(t/n.m + ... + t/n.m) = e¢(t/m)
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y anélogamenfe e(t/n.m)™ = ¢(t/n).

Por 1o tanto

v,(t) = e(t/m)7 = o(t/n.m)™ " = o(t/m)™ = ¢_(t)

De lo anterior se deduce que ¥: R —> G estd bien definida por la regla
¢[n.J = ¢ y trivialmente es p|J = ¢ ; sélo falta probar que ¢ es homo-
morfismo.

Sean t y s en R; para n > 0 conveniente serd t/n € J y s/n € J, y también

t+s

t+s. D
n ) =

€ J. Por lo tanto ¢(£%5) = ¢(t/n).¢(s/n), asi que e(t+s) = o

= ¢(t/n)n.¢(s/n)n = ¢(t).o(s) ya que ¢(t/n) y ¢(s/n) conmutan.

DEFINICION 3.5. Si G es un grupo de Lie, un homomorfismo de grupo de Lie

3

¢: R —> G se denomina un subgrupo uniparamétrico.

PROPOSICION 3.6. Sea G un grupo de Lie, sea v ¢ Te(G) y sea ¢: R — G
una aplicacién. Entonces son equivalentes:

a) ¢ es un subgrupo uniparamétrico y ¢'(0) = v

b) ¢ es la curva integral mixima del campo invariante o"l(v) que verifi-
ca ¢(0) = e.

DEMOSTRACION. a) = b) Si s € R es oLy = £¢(s)¢, como TO(KS) = diferencial
en t=0 de t —» t+s, vemos que ¢(0) = e vy

0'(s) = T () (1) = T (DT (1) = Tyle ) (1) = T (L, ,y¢) (1)

T Tl (o)) Tolo) (1) = T (L I (6'(0)) = T (£, )W) = 072 (V) (o ()
lo que prueba b).

Para b) = a), sea A o'l(v) y sea ¢: Jy —= G la curva integral midxima

de A que verifica ¢(0) = e. Ciertamente ¢'(0) = v y s6lo hay que probar:
i) Jg =R y ii) ¢ es homomorfismo.
Si s € J, y consideramos t — 9(s+t) (de Jgs en G) y también

t — ¢o(s).e(t) (de Jo en G) es inmediato que ambas aplicaciones son cur
vas integrales de A que mandan 0 en ¢(s).

Por 1.2 resulta que ambas coinciden en Jog N (Jp-s) asi que en consecuen-
cia es ¢(t+s) = p(t).o(s) si t e Jo» S €Jg ¥ t+s € Jg.

Entonces 3.4 nos provee de un subgrupo uniparamétrico ¢: R — G con
¢]Jy = ¢ ; en particular ¢'(0) = ¢'(0) = v. Por lo probado en la primera
parte resulta que ¢ es la curva integral mdxima de A que en t=0 pasa por
e y se concluye que J; = R , v =9,
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COROLARIO 3.7. Todo campo vectorial invariante es completo.

COROLARIO 3.8. La aplicacién ¢ — ¢'(0) es una biyeccién entre el conjun
to de subgrupos uniparamétricos de G y T, (G).

DEMOSTRACION. Si ¢,,y9, son subgrupos uniparamétricos con ¢j(0) = ¢5(0),
ambos resultan ser las curvas integrales miximas del mismo campo vecto-
rial, que mandan 0 en e; por consiguiente ¢; = y,.

Por otro lado si v € T.(G) y A =.o'1(v) acabamos de ver en 3.6 que la
curva integral mdxima de A que manda 0 en e es un subgrupo uniparamétrico
con ¢'(0) = v.

Pasamos ahora a definir la exponencial exp: T, (G) — G; para cada
v € T, (G) indicamos con t — ¢(t,v) el subgrupo uniparamétrico de G que
verifica ¢'(0,v) = v, y se pone exp(v) = ¢(1,v).

Claramente exp(0) = e (pues ¢(t,0) = e para todo t € R). Para establecer
las propiedades bdsicas de la exponencial consideramos la familia - para
metrizada por T_ (G) - de campos vectoriales

A: G x T (G) — T(G)
dada por A(x,v) = Te(ﬁx)(v).

La teorfia de 1.10 nos provee de una aplicacién a: RxGxT_(G) — G de cla-
se C” tal que

a(0,x,V)
(8)
o' (t,x,v) = A(a(t,x,v),v) = Te(z

x para todo x € G, v € T (G)
a(t,x,v)) (v)

Por supuesto para v fijo, (t,x) — af{t,x,v) es el flujo del campo inva-
riante A,; luego (haciendo x=e) resulta que t — a(t,x,v) = ¢(t,v). Por
ende ¢ es de clase C”, asi que exp es de clase C”,

Pero por otro lade si x € G es evidente que (fijado v) la aplicacién
t — x.a(t,e,v) = x.¢(t,v) es la curva integral mdxima de A, que manda
0 en x.

CONCLUSION. a(t,x,v) = x.¢(t,v) = x.a(t,e,v) y por consiguiente obtene-
mos o(1,x,v) = x.exp(v) si x € G, v € T_(G).

Sea finalmente v € Te(G); si s € R y consideramos las aplicaciones
t —— ¢(t,sv) t —— ¢(st,v)
ambas son subgrupos uniparamétricos de G, cuya derivada en t=0 es s.v.

Entonces 3.8 nos da v(t,s v) = ¢(st,v) y haciendo t=1 deducimos que
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¢(s,v) = ¢(1,s.v) = exp(s.v).

Finalmente a(t,x,v) = x.¢(1,t.v) = x.exp(t.v). Resumiendo:

PROPOSICION 3.9. La aplicacién exp: T,(G) — G es de clase c”; para cada
v e T,(G) la gplicacién t — exp(t.v) es el Unico subgrupo uniparamétri-
co de G cuya derivada en t=0 es v.

Ademds (t,x) — x.exp(t.v) es el flujo del campo invariante o_l(v).
PROPOSICION 3.10. T,(exp) = 1TeCG)'

DEMOSTRACION. Sea y: R —> T (G), y(t) = t.vg con vg € T (G) Yy sea

t — exp y(t). Por definicién éste es el subgrupo uniparamétrico de G
cuya derivada en t=0 es Vos pero esta derivada es Ty(exp) (¢'(0)) =

= Tgo(exp) (vg) .

COROLARIO 3.11. Existen entornos U de 0 € T_(G) y V de e € G tales que
exp|lU : U —— V

es un difeomorfismo.

COROLARIO 3.12. El subgrupo de G generado por exp(T_(G)) es la componente
Gy de e.

DEMOSTRACION. Ciertamente exp(T_(G)) = & es conexo y contiene a e, asfi
que & C Gy es evidente. Por otro lado el corolario anterior muestra que

& contiene un entorno de e, asi que el subgrupo generado por & es abierto
(y cerrado) y entonces contiene a Gg-

OBSERVACIONES Y EJEMPLOS 3.13. a) Sea A un algebra de Banach y sea A, = G
el grupo de Lie de elementos inversibles de A (ver 5.13 de cap.III, ej.3)
y la aplicacién exponencial "cldsica" definida por 1la serie

e* = 7} x®/k!. Claramente Tl(G) = A y operando se ve que t —» et¥ s

k>0
un homomorfismo C cuya derivada en t=0 es x.

Se deduce entonces que exp(tx) = e'* para todo t € R, x € A.

tv

En particular (t,x) — Xx.e es el flujo del campo invariante A, =

= 0~ 1(v); nétese que Av(x) = (x,x.v).

P

b) De lo anterior - 6 directamente - es fdcil calcular el dlgebra de Lie
L(A4), que como espacio vectorial consiste de las aplicaciones
s,* Ay — A xA , sv(x) = (X,X.V).
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Pues [s, ,s ] deberd ser s ; donde v, € A debera verificar x.v =
1

3 3
2 3 .
= Drvz(x)(rvl(x)) - Drvl(x)(rvz(x)) (cf.2.1 b)). O sea XV, = XuV LV, -
- X.v,.v, para todo x € A,, luego v,.v, - v,.v, = V..
Finalmente [svl’svzl = sVlvz'Vzvl'

¢) En particular L(GL(E)) ~ L(E) con [T,S]}] = TS-ST.

d) Supongamos ahora un espacio de Banach E, considerado como grupo de Lie
aditiyo; siendo £,(y) = x+y resulta D¢ = 1y para todo x € E, de modo que
los campos invariantes son los campos ''constantes" x —-» (x,v). Es claro
que entonces [A,B] = 0 para todo par de campos invariantes (''dlgebra de
Lie abeliana').

e) Si f: G, —»> G, es un homomorfismo de grupos de Lie, el diagrama (9)
es conmutativo. Pues si v € T, (G;),

t —» f(exp(tv)) es un subgrupo uni- T(G,) __E;?}j—_+ T, (6,)
paramétrico de G, cuya derivada en

t=0 es T_(f)(v) = u. Luego &ste debe exp | €xp
ser el subgrupo uniparamétrico

t — exp(tu) y lo afirmado resulta G, __"_;_—__* G,
haciendo t=1. (9)

PROPOSICION 3.14. Sea f: G; — G, un homomorfismo de grupos de Lie. En-
tonces son equivalentes:

a) Te(f) es isomorfismo.
b) f es un difeomorfismo local.

c) L(f): L(Gl) — L(G es isomorfismo.

2)

DEMOSTRACION. a) & c) es evidente por 3.3 i) mientras que a) e b) es con-
secuencia de (9) y 3.11.

PROPOSICION 3.15. Sean f: G; —> G, y g: G; — G, dos homomorfismos de

grupos de Lie; G, se supone conexo. Son entonces equivalentes:
a) To(£) = Te(g).

b) L(f) = L(g).

c) £ =g.

DEMOSTRACION. a) « b) es evidente; para a) = c) vemos que por (9) fy g
coinciden sobre exp(T.(G;)) y se aplica 3.12.
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PROPOSICION 3.16. Si G es un grupo de Lie conexo, son equivalentes:
a) G es conmutativo.
b) exp: T,(G) — G es homomorfismo.

c) L(G) es abegliana.

DEMOSTRACION. a) = b) Si G es conmutativo, ¢: GxG — G dada por ¢(x,y) =
x.y es homomorfismo. Luego por (9) seri
exp(v,+v,) = exp(T . .y (6)(v),v,)) = ¢(exp(v,),exp(v,)) = exp(v,).exp(v,)

para v,,v, en Te(G) (ver 5.1 e) de cap.III).

2
b) = c) Evidente por 3.14).

Veamos c¢) = a) Como [A,B] = 0 para todo par de campos invariantes A.B del
ejercicio 6 de 2.4 se deduce que

ay(t,a,(t,X)) = a,(t,a, (t,x))

para todo (t,x) € RxG, donde ai(t,x) = x.exp(t.v;) para v,,v, en T.(G).
En consecuencia exp(vl).exp(vz) = exp(vz).exp(vl), asi que el subgrupo

generado por la imagen de exp. es conmutativo, y se concluye apelando a
3.12.

EJERCICIOS 3.17. 1) Sean G; y G, grupos de Lie y sea f: G; — G, de cla-
se C” con f(e) = e; se supone G, conexo. Probar que son equivalentes

i} £ es homomorfismo

ii) Para todo A € L(Gl); B(y) = Te(ly)(Te(f)(A(e)) define un campo inva-
~riante en G,, con f,(A) = B.

2) Sea G un grupo de Lie conexo y conmutativo.

i) exp: T,(G) —> G es el revestimiento universal de G.

ii) {v: exp(v) = e} es un subgrupo D discreto de T.(G) .

iii) T, (G)/D ~ G.

NOTA. La clasificacién de los subgrupos discretos de R™ muestra que todo
grupo de Lie conexo, conmutativo de dimensién n es de la forma TK x RP-K,

3) Sea a € GL(n,C) tal que (1-a)™ = 0 para un cierto m > 0; se define

© k
x = -
k21

i) Probar que exp(x) = a (Sug: operar con las series),
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ii) Deducir que exp: £(C") — GL(n,C) es suryectiva (Sug: usar la forma
de Jordan) ,

iii) Mostrar con ejemplos que la conclusidén de ii) es falsa en el caso
real. '

4) Sea G un grupo de Lie, sea & la imagen de exp. Se pone VG = {x € G:

: y® = x para 4lgln y € G} para cada n > 2.

Probar que & ¢ Nn_VG.
nz?2

5) Deducir del ejercicio anterior que exp: £(R2) ——+'GL+(2,R) no es sur-

yectiva (Sug: [_2 0]
0 -

6) Si G es un grupo de Lie, existen entornos U y V de e en G tales que
x —> x™ es un difeomorfismo de U sobre V (m > 1) (Sug: 3.11).

7) Sea G un grupo de Lie y sea ¢: R — G un homomorfismo algebraico.
Probar que son equivalentes:

i) ¢ es continuo.

ii) ¢ es C”,

iii) Existe un a € Te(G) tal que v(t) = exp(ta) para todo t € R (Sug: pa-
ra i) = iii) considerar U y V como en ejercicio 7 con m=2, de tal modo
que exp: Uy — U sea difeomorfismo. Si ¢([-ty,tgl) € U y exp(a) = ¢(t0)
probar que ¢(t) = exp((t/po).a) considerando el subgrupo

S = {t € R: ¢(t) = exp((t/ty).a)}).

8) Sea G un grupo de Lie y sea E; (1 < i < r) una familia de subespacios

. r
directos de T,(G) tales que 121 Ei = Te(G).

Probar: existen entornos U; de 0 en cada E;j (1 < i < r) y un entorno V
de e en G tales que (ay,...5a,) —> exp(a;)... exp(ar) es un difeomorfis-

r
mo de .II, U. sobre V.
i=1 1

9) Sean G, H grupos de Lie con G de dimensién finita. Si £f: G — H es .un
homomorfismo continuo, probar que f es C” (Sug: sean E, subespacios de di
mensién 1 de Te(G) como en el ejercicio anterior, y considerar 0 #¥ v; €

€ E; para 1 <1 < r; luego (ty,...,t.) — £ exp(ty.vy) ... £ exp(t,.v,)
y ejercicio 7).

10) Calcular el dlgebra de Lie de los subgrupos indicados en el ejercicio
4 de 5.13 cap.III.
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