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The present work is in fact Chapter 4 of the memoir [BP] (2011), MR 2849990, Zbl 1234.35002
by the authors. A corrected and slightly enlarged version of this memoir, entitled “Distribucion
asintotica de autovalores, Teoremas de H. Weyl y T. Carleman” (2012), has been published
online in http://www.edutecne.utn.edu.ar/monografias.html.

SUMMARY
We consider only the differential operator —%A because it is sufficient for studying the

distribution of eigenvalues of the more general operator —Av + k,v = Ak,v, (cf. [BP], §3.11
and §0.1).

Section 4.1. We define the concepts of (plane) region, domain, fi-connectedness, property S,,
continuability of the weight k(x) and the families of real functions S(D), Lip;o.(D),
Lip, (D), Lip, (D,S) and JI,(D) for D a region. Also we state several theorems in the easier
context of Jordan regions and prove some of them. Among others we prove a Proposition like
this: if D is an fi-connected Jordan region with boundary of measure zero and k is continuable:

k € Lip,(D,S), then the (classical) eigenvalues of the operator — %A for the Dirichlet problem

. kd . . . . . .
on D verify Al - I 2 We say that a solution of the Dirichlet problem is a classical solution if

n 4m

it belongs to S(D) = Co(D) N C?(D).

Section 4.2. Here D is a region. We start distinguishing between Green kernel and Green
function which is a function that verifies:

d. Y .
6(p.q) =5 log T o>~ H(p,9); AH(,q) =0 on D, H(p,.) € C(D); if (p,q) €D x 3D
1 diam D
then Elog oal H(p,q) = 0.

We say that D € B, or that D is regular, whenever D has a barrier function at any of its
boundary points and that D € G if D admits a Green kernel. This basically means that the

integral operator [ » G, @)$(q)dq with a kernel G € L? (and other properties) is the inverse of
the differential operator —A, (k = 1).

For any region: D € G = D € B. On the other hand for fi-connected regions it holds that

D € B= D € G because D € B implies the existence of a Green function that is also a Green
kernel. And also that D € B if and only if dD has isolated points (a finite number of them
because of the finite connectedness).

Section 4.3. We introduce the generalized Green function gp(+,-) for D a region. gp is a
symmetric positive function that increases with D such that if D € B then g, (p,q) = G(p, q).
By definition it is an application gp: D — (—oo, 0] such that for g € D verifies:

(a) ¢p (4, @) is a harmonic function on D \ {q} such that for any € > 0 it is bounded on

D\ B¢(),

(6) #p(q,9) =@ and if p > ¢, g (p, 4) = - log =
©)p -7 =gplp q) — 0 for nearly everywhere { € dD.

Nearly everywhere (n.e.) means everywhere on dD except for a set E € dD, E a Borel polar set.

+ 0(1),

gp(p, q) exists and is unique whenever D is a region.



Section 4.4. We assume that k € Lip, (D) and that D is an fi-connected regular region.
If D_a(D) ={u € Cy(D): Au € L*(D; k)} and G (= Gy) is the operator defined on L?(D, k) by
k

(GH[) = fD G(p,9)f(q) k(q)dq, we show that the classical Dirichlet boundary problem
—ﬁAu(x) = Au(x), u € S(D), has infinitely many eigenvalues of finite multiplicity such
that A4, » o0, 0 <Ay <A, <---. The corresponding real eigenfunctions, ¢; € (D), form a

complete orthonormal system in L?(D, k) such that / ‘f%z = ||Gll2kxr < oo since in
J
L?(D X D,k x k) it holds that G(p,q) = ¥ ¢,(P)P,,(q9)/A,. Moreover, —%A is a closed

. 1,\7 !
operator verifying (— ;A) = G.

Section 4.5. Here D € S, is a regular fi-connected region and k € Lip, (D, S). Thus k € JI,(D)
for certain @,0 < @ < 1. Then, the Dirichlet series Y A;,° defines a function g(s) holomorphic
on Res>d €[1/2,1) where d =1 — mf(Ta'e). This is an optimal result. If D is a rectifiable
Jordan region and k = 1 thend = 1/2.

About the Weyl-Berry-Lapidus conjecture we assert that if there exists m, 0 < m < 1, such that
the counter N(A) verifies with A, W > 0, N(1) — AA = —WA™ + 0(A™), 1 > oo, thenm < d .
This section is the end of Part I of the work.

Part I1. Sections 4.6, 4.7. We introduce, for S an open bounded plane set, the family C2(S) of
bounded continuous positive functions which are bounded away from zero and the bilinear

functional a.x(f,g) = [; Vf xVg+t [, fgkdx on Hy(S) where k € C{(S) and t = 0.
Hy(S) is the Sobolev space denoted usually as Ha (S). Vi (f, f) is a norm equivalent to the

usual norm on Hy: |||f]|| = \/fs IfI2 + |Vf|%dx.

Following Lars Garding we construct an operator ®,, symmetric, positive and compact from
L?(S, k) into L2(S, k) which is the inverse of the differential operator — %A + t whose domain is
D, ={f € Hy(S):Af € L?}. We refer to this procedure as the variational method. An

eigenfunction f,, verifies with 4,,, > 0, — %Afm = Apnfm € Hp.

Section 4.8. We continue in this section the examination of the concepts of classical, strong and
weak solutions that we began in §4.4. The function u defined on an open bounded set S is a

weak solution of the Dirichlet problem (—%A + t) u=f, f€L*S,k), t =0, u=0 on the
boundary, if u € Hy(S) and for any v € Hy(S) it holds that a;, , (u,v) = (f,v)y = fs fv kdx.

The eigenfunction f,, of —%A + t corresponding to the eigenvalue 4,, + t obtained with the

variational method verifies a;y(fm, v) = (A, + t)fm, V)i and therefore is also called weak
eigenfunction in contradistinction to the strong (or classical) eigenfunction ¢,,,.

Section 4.9. We say that k € Lip, (S) if k € C2(S) is a bounded function that satisfies, locally,
a Holder condition and that k € Lip,(S,S) if $ o § and there exists k € Lip,(S) such that

il



k = k on S. The subindex + means that the functions are bounded away from 0. It holds that if
k € Lip,(S,S) then, for each i, ;; = A; > 0 and ; ~ i, (= means A, = 0(m), m = 0(1,p)).

Section 4.10. We define C°(S; S) as the family of bounded functions k such that
k = kls € C*(S) with k € C°(S). We give an incomplete proof of the following theorem due

to Garding: if S is a bounded open set and k € C{°(S; S) then )Ll - fsé}%, The proof lacks the

t

demonstration of the validity of the limit: lim,_, ). Gto?

1 . .
= . ¢ k(p)dp, an interesting fact
that is used in the proof of Garding’s theorem.

An example is exhibited which shows that the requirement on k to be continuable to k restricts

in some sense the range of applicability of the result.

Appendix to Part II. We prove that if D is a Jordan region and k € Lip, D then the variational
and classical methods provide the same set of eigenvalues and eigenspaces. That is, strong and
weak solutions are undistinguishable.

Part III. Section 4.11. Although the variational method is of greater generality than the classical

one, both methods coincide in many cases. We say that a finitely connected regular region D is
-1

normal, D € JV, if the operators (—%A) : L2 > L? obtained by either method coincide.

This class is closed under limit: if D is a finitely connected regular region and there exists a
sequence {D,} € N such that D,, € D,.; T D then D € V. This implies that the sets of
eigenfunctions and the corresponding eigenspaces coincide and that the classical eigenfunctions

O verify |dm|ll~vAm l|@mllc. When k € Lip,(D,D) it also holds that the classical

eigenvalues verify A, > A,, > 0 for any n.

Section 4.12. S shall denote the family of regions D such that
(D) = fodlamD M |A(t)|dt < . Itholds thatVe 0 < e <1, SO S,.S, S, are families
closed by increasing limits.

Section 4.13. We introduce the family Wy({D,,}) of 7i-connected regions D for which there
exists a sequence of 7i-connected regions {D,,}, D,, € V', such that

(1) If Dy, © Dpy1, Dy # Dpyq then 5n CDp+1, @)Dy c € Dy © Dpyq © o TD.

Then,D e B=>D € N.

Let D be a non regular region. Then the irregular points of dD are isolated and form a set ] of
finite cardinality h = #] < oo. Thus D: = D U J is an (/i-h)-connected regular region.

Recalling that the eigenvalues of —% for the Dirichlet problem on D, an fi-connected region, are

-1
the reciprocals of the proper values of G = (— %) we have:

Theorem. Let D € W5({Dp,}) and k(p) € Lip,(D,S). 1) If D € B then A, ; | 4;.
2)IfD EBthen Ay, ;L1 >0.pu; = 11 = j-th proper value of Gf (p) = fD G, )f(@Qk(q) dq,
j

a Hilbert-Schmidt integral operator such that G(p, q) = G(p, q)Ipxp a.e. Also |; = Zj.

il



It also holds that if D € B N'S then the harmonic function H(p,.) associated to the Green’s

function for the Laplacian verifies [ D |H(p,p)| dp < .

Section 4.14. We introduce the Green kernel G (p, q; 1) = G(p,q) + Fr(p, q; A),
k € Lip,(D,S), and show that Gt(l)f(p): = fD G(p,q; A)f(q)dq is a completely continuous
operator from L?(D) to Co(D). Gt(l) is the inverse of —(A + Ak), 4 < 0.

Section 4.15. In this section G (p, q; —x?) is approximated by Ko(yw|p — q|)/2m, w a positive
constant.

Section 4.16. Upper and lower bounds for HY (p,q; —x?%): = Kowip=al) _ Gy(p,q; —x?) are

27
found.

Section 4.17. This section is devoted to the function F (p, p; 1).

Section 4.18. We consider the series %.3° A7°¢7 = limy,_o, [. Fi(p, p; DA5dA =: ¢ (p; ),

1

Re s > 6, and prove that ¢(p; s) = am(s—1)

+ Z(p;s), Z(p; s) holomorfic on Re s > 1.

Section 4.19. In this section we study the functions: faoo H(p,p)t™%dt,

12 B , p; —0)e st

Section 4.20. We prove for D € BN'S, k € Lip, (D, S) that the Dirichlet series Y, 15,5 verifies,

Ooi _ fD k(p)dp

with g(s) holomorphic on Re s > 1, 3 T an(soD)

+ g(s). Besides g(s) is continuous on

Res = 1.
Seemingly, the half-plane of holomorphy of )} 1;,° increases when the boundary of D is less

rough but not further than Re s > %

Appendix to Part III. This appendix is devoted to show that all finitely connected Jordan

regions belong to V.

2 diam D
dist(x,0D)
these regions. This inequality was obtained by H. Weyl, (see §3 [W]), using Dirichlet’s

We use in the proof the inequality || fD |grad€ H(x, E)l2 dé¢ < log that we prove for

Principle.

Section 4.21. Let k(x) € Lip, (D,S ) and D be an fi-connected region. If D € B NS then the
1

eigenvalues of the Dirichlet problem of the Sturm-Liouville differential operator (- p (x))Ax

verify 4, fD k(p)dp ~4mn. Any fi-connected regular region belongs to V. Besides, the same
asymptotic behaviour holds when D € B and |D| = 0.

v



CAPITULO 4, (continuacion de [BP])
1

I. El operador — e

A, en un abierto acotado del plano. Introduccion.

o - . hm) _ _ e b))

4.1. Escribiremos h(n) = g(n) si lim,_, pracial cte.# 0, es decir si g 1,
h(n)
cg(m)

esto es, lim,_, = 1 El teorema de Weyl dice entonces que los autovalores del

problema de Dirichlet para el operador diferencial — ﬁAx verifican, con dim = 2,

2 .
(1) Ay =nam o [, =f,=""n.
dim ~ n es una ley muy general que se cumple para membranas de Jordan de densidad

variable y contorno fractal. El objetivo de este capitulo es mostrar que esa ley se
presenta con mucha mas generalidad que la demostrada en [BP]. Alli hemos llamado
indistintamente dominio o regién a un abierto conexo. En este trabajo distinguiremos
entre estas palabras.

DEFINICION 1. Llamaremos dominio a un conjunto abierto (# @) conexo de R? y
region a un dominio acotado.

DEFINICION 2. i) Una region D se dird fi-conexa,

T
| . , .
[f 7oy '{> n=0,12,.., si su contorno dD estd formado por fi+1
D NHL C_X/ compactos conexos disjuntos.

i1) De una region D se dira que es de Jordan ri-conexa si es
una region fi-conexa cuyos fi+1 contornos parciales son todos ellos curvas de Jordan.

Es decir, ] = dD = J, U J; U---U J;, donde si i # 0 entonces J;

T
’ © esta contenido en el interior de J,. / se dira rectificable si todas
@ . i las J; lo son.

Regiones aceptables. La definicion de la propiedad S; (§3.0,
[BP]) puede extenderse obviamente a regiones i-conexas.

DEFINICION 3. Diremos que D fi-conexa tiene la propiedad S;, 0 < € < 1, si existe n
tal que para t € (0,n] vale: |A(t)| = |{p € D:dist(p,dD) < t}| < C(D)t*, donde

|A| =4areade Ay C(D) < oo.

Por tanto, si

() 9(D, €) = sup {@: 0 <t < diam D},

D tiene la propiedad S, siy solo si 9(D, €) < .



La familia de pesos k.

Sea A un abierto acotado. Recordemos del §0.2 [BP] que f € Lip;,.(A) significa que f
es una funcion (real) acotada definida en A4 tal que para cada x € A existe un entorno
circular B = B¥, B c A, tal que x € B y donde f'satisface una condicion de Holder a:

si z,y € B* entonces |f(z) — f(y)| < C(x)|z — y|* con C(x) < o, a = a(x) tal que
0<a<l

Una subclase de Lip;,.(A) es Lip,(A) que es la familia de funciones f € Lip;,.(4)
tales que inf(f) > 0.

DEFINICION 4. Sea D una regién de Jordan fi-conexa. Diremos que f € J1,(D),
0<y<1, si f€Lip,(D) y para todo x,y €D y para cierta My(x) finita,
absolutamente integrable en D, vale |f(x) — f(¥)| < My(x)|x — y|¥.

La familia de funciones JI, (D) es una variedad aditiva de funciones continuas tal que

para cada f € JI,(D) existe € = &(f) > 0 tal que Vx: € < f(x) < 1/¢. Es la familia de

donde extraeremos los pesos k para el operador diferencial — A, para los que es

1
k(x)
seguramente valido el teorema de Weyl-Carleman. Sin embargo la existencia de
infinitos autovalores para el problema de contorno puede probarse con solo exigir que el
peso pertenezca a Lip,. (D).

TEOREMA 1. Sea k(x) € Lip,(D), D una region de Jordan fi-conexa. El problema de

contorno Au+Aku=0, u|6D =0, —ﬁAu(x) = Au(x), u € S(D), posee infinitos

autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse segiin su magnitud

creciente: 0< A, <A4,<.., A —oo. Las correspondientes autofunciones (reales)
¢; € S(D) forman un sistema ortonormal completo respecto de la medida k(x) dx.

Demostraremos este teorema para regiones mas generales en los parrafos siguientes. La
definicion de la familia S(D), donde se hallan las soluciones del problema, es (§0.3.1,
[BP]), S(D) = {f € Co(D): f € C3(D)}. Por ella diremos, cuando sea necesario, que el
contexto del Teorema 1 es el del problema clasico de autovalores.

El Teorema de Weyl-Carleman para regiones ii-conexas.

TEOREMA 2. Si la region de Jordan fi-conexa D es tal que D € S, y k € JI (D)
1

entonces para los autovalores del problema de Dirichlet del operador — pro

Aq vale

© A J, e(p)dp ~4mn.



Mas adelante volveremos sobre este teorema y su demostracion; por el momento

podemos decir que se puede probar repitiendo textualmente la demostracion del

Teorema 1, §3.8, [BP].

Veremos como un corolario del proximo Teorema 6 que vale el

TEOREMA 3. Una region D de Jordan fi-conexa con contornos rectificables tiene la

propiedad S;.

Por tanto una region de ese tipo es aceptable para los Teoremas 1y 2.

Prolongacion del peso k(x).

Un punto sobre k indicara que k es una extension de k.

DEFINICION 5. Sean S € S, S y S abiertos acotados tales que § < S. Si k pertenece a

una familia [F(S) de funciones con dominio S y ciertas propiedades, diremos que

k € F(S,S) si existe k € F(S) tal que k = k sobre S.

Nos interesard especialmente el caso en que F es la familia Lip;,.. También usaremos

un punto sobre un autovalor, un operador, etc., para indicar que fueron obtenidos en una

extension. El contexto evitara confusiones. Veamos un ejemplo muy ttil.

Ejemplo. Sea k € Lip,(S,S). Existe una funciéon w € CF(R?), 0 < w < 1, tal que en

un entorno abierto U de S verifica
Sosop(w)=VoV={xwkx)>0}d2{xwkx)=1}2U=int(U)>S.

Por tanto, f: = kw + (1 — w) es positiva en todo R?, f = k sobre U y por tanto f = k

sobre S, f = 1 en el complemento de V. Luego, f € Lip, (R?).

f es una extension de k tal que para todo disco abierto B, B2 S, k:=Izf es una

extension de k por la que k € Lip, (S, B).

Regiones de contorno de medida plana nula.

Vale el siguiente resultado,

TEOREMA 4. Sean k € Lip,(D,S), D de Jordan fi-conexa con contorno J y k su

extension al abierto S. Supongamos |J| = 0. Entonces los autovalores del problema de

Dirichlet del operador de Sturm-Liouville en la region D verifican (3).

Obsérvese que |[0D| =0 # D € S,. O sea, si “mejoramos” el peso permitiéndole una

extension logramos obtener el teorema de Weyl-Carleman en regiones de “peor

comportamiento”.

En la demostracién del Teorema 4 haremos uso del siguiente Teorema 5 que dice

practicamente que k € JI, (D) se verifica “comodamente” si exigimos que

k € Lip, (D, S).



TEOREMA 5. Sean k, f,S,S como en el ejemplo precedente y sea B un disco abierto
tal que S  B. Si k = Izf, existe y € (0,1] tal que k € JI,(B) con M(p) acotada.
DEMOSTRACION. Existe un cubrimiento finito {B;:i = 1,+--,N} de B por discos

abiertos de diamétro menor que inf(1, diam B) para los que existe a; € (0,1] tal que el

supremo para p,q € B; de % no supera un numero C;. Sea y = infa;. Luego, lo
mismo vale para % con las mismas cotas C;.

Existe un nimero £ > 0 tal que para todo p, € B, el disco B,.(p,) de radio 2&

centrado en p, estd contenido en algun B;. Por tanto, para todo p € B.(p,) < B; vale

If (@)—f ()| <.

paratodo q € B,.(py): lp—ql”

Existe entonces un numero M; tal que cualquiera sea p € B.(p,) para todo q € B:

If (@-f @) . ,
lp—ql¥ < M; < o .Si M = sup M, se tiene, para todo p en B,
If(@)-f )l
SUPgeB Tomal <M < .
k(@) k(D)

En consecuencia, sip € B, supgep =M(p) <M <o, QED.

lp—ql¥
Un corolario del teorema de Jacob Steiner. J serd aqui una curva de Jordan
rectificable. Sea D su interior y D,, = {x: dist(x, D) < p}. Tenemos,

areaD := |D| = |D| < o0, long] = (J) < 0.
Sea E(p;]): = {x € D:dist(x,D) < p}. Entonces |E(p;])| = |Dp \ D|. El teorema de
Steiner dice que
(4) |E@; DI < (p + np?.
Como esta féormula es invariante por homotecias es suficiente demostrarla para curvas
contenidas en una bola abierta Bz (0) con centro en 0 y radio R. No la demostraremos
aqui (cf. [Gu],[K]) pero la observacién sobre la invariancia es valida para la aplicacion
que sigue. Sea m un nimero, 0 <m < 1/2, y sea R = 1. Llamemos

A(r) = A(r;]):={x € D: dist(x,]) < r}.

TEOREMA 6. Supondremos 0 € D. Si] c B;\B,,, entonces parar < m vale
(5) |A(r)| = [{x € D:dist(x,]) < r}| < C(m){J)r.

Y sir = mentonces |[A(r)| < |D| < IDI%.

DEMOSTRACION. Obsérvese que la hipotesis implica que B,,, € D y también que
A(r) c B;\B,,. Sea f(2)=1/z. Vale: f?=1, f(Bi\Bpn)=Biym\B1 ¥
f(A(r)) € By/m \ B;. También



(6) 1<If'@l<m™ enBy\Bp,
(7) If'(2)| <1 en R? \ B;.
Entonces, por (6), f(A(r)) c E(# ; £(1)). Aplicando el teorema de Steiner y teniendo

1
en cuenta que por (6), (f(J)) < — (J), resulta

®) FAMD] S Z(fFO) + e < )+

Por (7) el jacobiano de la transformacion f no supera a 1 en R? \ B;. Vale entonces,
1
A < LIfFAD] = — W) + mr)r.
Pero, como por hipdtesis, r < m y al rodear | a B,,,, 4mm < (J), resulta nr < i—). Por

tanto tenemos |A(r)| < %(} w, QED.

COROLARIO 1. Si una familia de curvas de Jordan J, s € X, es tal que cada curva
contiene en su interior a la esfera B,,(0) y estd contenida en la esfera Bz(0) entonces
existe una constante C = C(m, R) tal que sup|A(r;Js)| < C(sup{J ).

COROLARIO 2. Vale el Teorema 3: una region de Jordan fi-conexa de contorno
rectificable tiene la propiedad S;.

En efecto, esto sigue del Corolario 1, QED.

Decrecimiento de los autovalores con la extension de la region.

El siguiente Teorema 7 se demostrara mas adelante, (cf. §4.11).

TEOREMA 7. Sean D y D regiones de Jordan multiplemente conexas. Si

k € Lip, (D, D) entonces Vi 1; > 1; > 0.

Demostracion del Teorema 4. Veamos el siguiente Teorema 8 del cual el Teorema 4
es una consecuencia inmediata.

TEOREMA 8. Sean k € Lip,(D,S), D de Jordan fi-conexa con contorno J y k su
extension al abierto S. Los autovalores del problema de Dirichlet del operador de

Sturm-Liouville en la region D verifican

. n . n 1 ;
9) hm == lim 5= < EIJ k(x) dx.
DEMOSTRACION. En [BP] vimos que dada una curva de Jordan J existe una familia
de curvas de Jordan J,,, , m = 1,2,3, ..., (J,, una curva C* con tangente no nula en cada
uno de sus puntos), tales que J,,, = J, (dado €, a partir de un m, J,, estd en un e-entorno

de J), con sus dominios interiores verificando

D,c--cD,cDy €Dy € CD.



Se deduce, por medio de una inversion del plano respecto de un punto py € D, que
también hay una familia de regiones de Jordan Dm ,m=1,2,3,..., de contornos jm tales
que, D; D> Bm > D, D 5m+1 > .- 2 D, donde J,, es una curva C* con tangente
no nula en cada uno de sus puntos verificando f,,, = J. O sea, D,,, T D, D,,, { D.

Lo mismo puede decirse cuando D es de Jordan fi-conexa con contorno J.

Ademas podemos suponer que todas las regiones D,, y sus contornos estan contenidos
en S. Por tanto, k es prolongable como k a D_l Para todas esas regiones es valido el
Teorema 3 y por tanto el Teorema 4 sobre la primera aproximacion asintotica de H.
Weyl.

Llamemos 4, ; (/im’ j) el j-ésimo autovalor cuando se considera la region D,, (Dm) y el

operador — ﬁAq para el problema de Dirichlet.

. n n n
Del Teorema 7 obtenemos las desigualdades: — < — < —.
)Lm,n /171 )Lm,n

Entonces, para m fijo y n — oo, vale

(10) ﬁfDmk(x)dx =lim)lZ—,nSli_m)L1 Sm%slim.i:ifbmk(x) dx.

n n Am,n

Esto implica

T n . n 1 ;
(11) 0< hmz—h_mzﬁafbmwmk(x) dx.
Haciendo tender m — oo se obtiene (9), QED.

Observemos que para la validez de todos los resultados de esta Introduccion quedan
solamente por demostrar los Teoremas 1 y 7. Si bien k € Lip, (D) es una hipdtesis
suficiente para probar el Teor. 1 sobre la monotonia de los autovalores y ortogonalidad
de las autofunciones necesitamos k € JI, (D) para demostrar el Teorema 2. Con
respecto a este resultado véase el Teorema 3 §4.13. Por comodidad en general

supondremos k € Lip, (D, S) que por el Teorema 5 implica k € .

4.2. El método clasico. Generalizaciones. Continuando nuestra crénica sobre el
teorema de aproximacion asintdtica de H. Weyl volvemos sobre este resultado en
situaciones no cubiertas por los teoremas enunciados en §4.1.

La funcién barrera. La definicion de funcion barrera global es la siguiente.
DEFINICION 1. Dados D region e y € dD diremos que en y hay funcidon barrera si

existe una funcién subarmoénica w,,(x) definida en D tal que Vx € D, wy,(x) <0y

limy_,, wy,(x) = 0. Al punto y del contorno se lo llamara regular. Diremos que la
6



region D es regular, o posee la propiedad B respecto de A, si admite en todo punto
y € 0D una funcidn barrera.

Es un hecho bien conocido que una region de Jordan tiene la propiedad B. Recordemos
su demostracion. Sea py € dD y s un punto exterior de /] = dD lo suficientemente
alejado como para que la circunferencia C de centro p, y radio p = |p, — s| contenga
en su interior a J. Existe entonces un arco de Jordan K con extremos p, y s el cual
—salvo por esos puntos— estd contenido en el exterior de J y en el interior de C. En el

abierto (simplemente conexo) B,(po) \ K puede definirse una rama de log(z — p,).

1
log(z—po) — log|s—pol

Entonces Re { } es una funcion barrera para D en p,, (cf. [P], [Br]).

Mas aun, todo subconjunto abierto propio del plano y simplemente conexo es regular,
(cf. [R], p. 92). El concepto de funcion barrera es local pues vale el

TEOREMA 1. Sean D regiéon, y € dD, B = B,.(y) y w subarménicaen x € D N B.
Siwy(x) < 0y lim,_, wy,(x) = 0 entonces existe una funcion barrera w en y.

Se demuestra en [R], utilizando el método de Perron-Poincaré, el siguiente resultado
fundamental de existencia de solucion armonica con valores de contorno continuos
preasignados.

TEOREMA 2. Sea D una region tal que D € B. Si f € C(J), existe una unica funcion
u€ C(D)NC?*D)talque Au = 0en D, u = f enJ. Ademas, |[ullo < |If]l.-

El teorema precedente dice que el problema de Dirichlet para A es resoluble en regiones
regulares. Si para una region D arbitraria vale el Teorema 2 entonces la solucion de
Au=0en D, f(z) =—|z—yl|, y €], es una funcion armonica, continua hasta el
borde, negativa en D \ {y} (principio de maximo) y nula en y. Vale entonces el
COROLARIO 1. La region D es regular si y solo si el problema de Dirichlet para el
laplaciano admite solucion alli.

La propiedad G. Esta propiedad se refiere a la existencia de un operador integral con
un nucleo de cuadrado integrable, inverso de —A, (cf. i), iii) de la Def. 2),
DEFINICION 2. Diremos que una regiéon D posee la propiedad G respecto del
operador —A si existe un nucleo de Green, es decir, una funcion G(p,q) definida en
D x D, continuaen D X D \ {(p,p):p € D}, tal que G(p,q) = 0si q € dD y verifica:
i)u € C2(D) N Cy(D), ¢ € L®(D), Au = ¢ en D, implica, parap € D,

(D ulp) = -, Glp,p(q)dq = —G(¢),
iyp,q€D, p*q = G q) =G(qDp),



iii) ¢ € L*(D), p €D, u(p) = — [, Glp,¢(q)dq = u € C'(D) n Co(D),

)¢ €L*(D)NCHD) = ulp) =—[, G q)p(q)dg € C*(D) N Co(D) es tal que
Au=¢enD,
vi)p,q ED,p#q=>0=<G(p,q) <oyparacada pe D, enun entorno g de p, vale

1 diam(D)

(2) G, q) — EIOgW =0(1),

vii) [5 G*(p,q)dq < C* <0,0<C=cte,p€D.
Resulta inmediatamente que vii) implica viii):
Viii) IGll2pxp < o

Sea ¢ € L?(D). Dado que ¢ puede aproximarse en L? por funciones regulares de

soporte compacto resulta de iv) y vii) que u(p) = — fD G(p,q)¢(q)dq verifica

iii’yu € Co(D) y vale Au = ¢ en D'(D).

También vale'

V) @ELD=2G(P) © D € S(D),—AD = Ad.

En efecto, las propiedades i), i), iii), iv), v), vi), vii), viii) son satisfechas por el ntcleo
de Green para el problema de Dirichlet y el Laplaciano en una region de Jordan como se
ve en el Teor. 1, Cap. 1, [BP].

La proposicion v) para la funcion G de la Definicion 2 es idéntica a la proposicion v) del
T. 1, §1.0 , [BP], y puede repetirse la demostracion de esta Gltima que consiste en
mostrar que vii) y i)-iv) implican v).

Hemos visto entonces que, por definicién, D € G si existe un nticleo de Green, o sea,
PROPOSICION 1. D € G si y solo si existe una funcion G(p, q) que satisface i)-viii) y
iii’).

La propiedad iii) identifica un operador de L* en C*(D) N Cy (D). Vale el

TEOREMA 3. Un nucleo que satisface iii) y viii) es Ginico en L? con esas propiedades.
DEMOSTRACION. Basta imitar la sencilla demostracion de la Proposicion 2, §3.2,
[BP], QED.

TEOREMA 4. Sea D una region. Entonces, D € G = D € B.

DEMOSTRACION. Sea y € dD. Podemos suponer y = 0. Por iv) de la Definicion 2

sabemos que existe u tal que Au=—4, u=0 en dD. Sea w(x) = u(x) + |x|?.

' Recordemos que S(D): = Co(D) N C%(D), donde Co(D) = {v € C(D):y € D = v(y) = 0}.
8



Entonces, Aw = 0, w(x) = |x|? sobre dD. Por otra parte w > 0 en D. Luego, —w es
funcion barreraeny = 0, QED.

Funcion de Green. Precisaremos el concepto de funcion de Green sin identificarlo
todavia con el de nicleo de Green. Basicamente una funcion de Green es una familia de
soluciones fundamentales del laplaciano, nulas en el contorno, (cf. [BP], §1.0).

DEFINICION 3. Una funcion de Green para una regién D es una funcidn que verifica
M
lp—ql
2)A;H(p,q) =0enD, H(p,.) € C(D),

1)G(p,q) =5-log———H(p,q), M =diamD,p,q €D,

1 M .
3)510‘%@_ H(p,q) = 0si(p,q) € D x dD.

TEOREMA 5. Una region D admite una funcion de Green si tiene la propiedad B.
DEMOSTRACION. Si D € B definimos la funcion G(.,.) como en el caso en que D es
una region de Jordan utilizando el Teorema 2 de este parrafo, (cf. [BP]), QED.

Nos interesa el caso en que la funcion de Green G es efectivamente un ntcleo de Green.
PROPOSICION 2. Si {y} es una componente de dD entonces y no es regular.

DEMOSTRACION. u: D — [—00, o) es subarmonica si es semicontinua superiormente
y satisface la desigualdad u(z) < ifoznu(z + re“)dt, 0<r<p(z), VzeD. Siy

fuera regular entonces existiria funcién barrera u en ¢él. En ese caso u tendria una

singularidad evitable en y, (cf. [R], p. 67), donde su prolongacién subarmonica & debe
ser = 0. Por tanto, 0 < fi(y) < ifoznu(y + reit)dt < 0, contradiccidn, QED.

TEOREMA 6. Una region D fi-conexa sin componentes de dD puntuales tiene la

propiedad B. O sea, D € B siy solo si dD tiene puntos aislados.

DEMOSTRACION. Por hipétesis toda componente de dD tiene mas de un punto.

Usando este hecho se ve que la demostracion indicada al principio de esta seccion para

curvas de Jordan puede adaptarse a la nueva situacion; es decir, todo punto del contorno

es regular (cf. [R], Ch. 4), QED.

TEOREMA 7. 1) Sea D una region fi-conexay D € B. Entonces D € G. Ademaés existe

una familia de regiones de Jordan fi-conexas D,,, de contornos J,, rectificables tales que
D,c-cD,CDyy C Dppyy C--TD,  Ju—J.

DEMOSTRACION. Si D € B existe la funciéon de Green G(.,.). Las propiedades i)-

viii) de la Definicion 2 son satisfechas por el operador integral definido con la funciéon

de Green como nucleo para el problema de Dirichlet y el Laplaciano en la region D



como se prueba imitando las demostraciones del Teorema 1, §1.0, [BP]. Salvo por
algunos detalles la repeticion de las demostraciones es practicamente literal, QED.
Hemos demostrado entonces que al menos para regiones fi-conexas vale:

TEOREMA 8. Si D es fi-conexa entonces D € B &< D € G.

4.3. La funciéon de Green generalizada. Es posible, y tiene numerosas ventajas,
extender el concepto de funcion de Green como se hace en [R], p. 106. Alli se define
una funcion gp(z,w), o simplemente g(z,w), que para dominios D € B verifica
G(p,q) = ¢(p, q@) pero que puede definirse para dominios D € B.

DEFINICION 1. Sea D una region. Una funcion de Green generalizada es una
aplicacion g: D — (—oo, o0] tal que para cada q € D:

(a) g¢(+,q) esarmoénicaen D \ {q} y acotada en D \ B,(q) para todo € > 0,

1
[p—ql

(b) ¢(q,q) = w0 y parap = q. g(p, q) = 5-log——+ 0(1),

(c) ¢(p,q) — 0sip — { para aproximadamente en todo { € dD.
Escribiremos “n.e.” (= nearly everywhere) en lugar de “aproximadamente en todo”;
“n.e.” significa en todo { € @D salvo en un subconjunto E € D, E de Borel, polar®.
Los conjuntos polares de Borel en R? forman una familia IP de conjuntos medibles que
tienen medida de Lebesgue nula, contiene a los puntos, es cerrada por uniones
numerables y subconjuntos, y es invariante por transformaciones conformes.
Un conjunto E € P no es necesariamente numerable pero vale la
PROPOSICION 1. Si E € P es un F, entonces es totalmente desconexo.
En particular, si D es un dominioy E = E € P entonces D \ E sigue siendo conexo.
Observemos que un abierto acotado no vacio A4, plano, tiene necesariamente un
contorno dA compacto no vacio. Para este vale

1 =dimgp04 < dimy,,s04 < dimpe,04 < 2.
Pero si un conjunto X es compacto entonces dimg,,X = 0 si y solo si X es totalmente
desconexo, ([GJ]). Luego, usando la Proposicion 1 se demuestra la
PROPOSICION 2. Si D es una region entonces D € P.

Vale el siguiente teorema.

% Sea u una medida de Borel finita de soporte compacto. Su potencial es pu(2) = [loglz — wldu(w) y
su energia es I(u) = [ p,(2)du(z). E c C se llama polar si I(u) = —oo para toda tal u # 0 con soporte

contenido en F.
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TEOREMA 1. Sea D una region, { € dD. Sea D' una region tal que D D’ . Entonces,
(1) existe una sola funcién de Green generalizada g para D,
(2) ¢(p,q) = ¢(q,p), es decir, g es simétricaen D X D,
3) g, q) >0,
(4) limg_,; ¢(p,q) = 0 & { es un punto regular del contorno,
5)vp.aeD g <g' 9,
(6) sipara py, qo € D, po # qo, vale g¢(pg, 90) = ¢' (Po, Qo) entonces Vp, q € D vale

g(.q) = 9'(p, ),
(7) si para py, qo € D, py # qo, vale ¢(pg, q0) = ¢'(Po,q0) y D € B entonces D = D'
COROLARIO 1. Sean D y D' regiones tales que D € D' # D € B. Entonces,

vp,.q €D,p #4q, ¢(0,p) =g'(P,p) =, g(»,9) < g' (P, D.

COROLARIO 2. Sea D una region tal que D € B. Entonces, ¢(p,q) = G(p, q).
En efecto, basta comparar la Definicion 3 §4.2 con la Definicion 1 del presente parrafo.
TEOREMA 2. (1) Si una region D es simplemente conexa entonces es regular (todos
los puntos de su contorno son regulares, cf. [R] §4.2).
(2)Si{ € aD, ¢ € C, C componente de dD con més de un punto entonces { es regular.
(3) Si {¢} = C entonces { no es regular.
TEOREMA 3. Sean D,,, y D regiones tales que D,, T D. Entonces, Vp,q € D,

40,0, @) T ¢p(®,q), (cf. [R]).

4.4. Desarrollo en autofunciones. Monotonia de los autovalores con el indice.
Supondremos de la funcioén peso k(x) que k € Lip, (D) y de la region D que es i-
conexa y admite funcion barrera en todos sus puntos frontera.
Por tanto vale el Teorema 7 del §4.2 por lo que existe una funcion G (p, q) tal que
G satisface i)-viii) y iii’) del §4.2,

vale también el principio de maximo del §0.4.1 [BP]:

C(D)NC?(D)3u+#cte.,, Au=f=>0, u(x) =maxpu = x €9D, x €D,
y el Lema de Weyl del §0.2.5 y su corolario el Teorema 1 del §1.8 [BP]:

0 € Lipoc = [, G(p,9)0(q)dq € C*(D).
Podemos entonces probar, imitando la demostracion del T. 1 del §1.9 [BP] y de su
Corolario, los puntos (7)-(viii) del siguiente teorema sobre el desarrollo en autofunciones
del operador —k~1(x)A,, que implica en particular el T. 1 del §4.1.

DEFINICION 1. Sean k(x) € Lip, (D) y D € B region fi-conexa. Llamaremos
11



D _a(D) = Dy(D): = {u € Co(D): Au € L?(D)} al dominio de —%y G = G, al operador
k

sobre L?(D, k) definido por (Gf)(p) = [, G(p, @)f(q) k(q)dq.

NB. u es solucion clasica del problema de Dirichlet —%Au = f siu € §(D). Sobre Dy
entendemos que la igualdad —Au = g € L?(D) es en el sentido de las distribuciones. Si
g = fk, u sera la solucion de —%Au = f que en este trabajo nosotros llamaremos

fuerte. En S(D) N Do(D) la solucion en D'(D) coincide con la solucion ordinaria
obtenida por derivacion. Haciendo abuso del lenguaje usaremos, a veces, fuerte por
clasica.

TEOREMA 1. Sean k(x) € Lip, (D) y D € B regiéon i-conexa.

(1) El problema de contorno

(1) —mAu(x) = Au(x), u € §(D),

posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse segun su
magnitud creciente:
(2) 0</11S12S, An—>00

(i1) Las correspondientes autofunciones ¢; € S(D), reales, normalizadas en L*(D, k):

#5ll,: = an |6, k(x)dx = 1, verifican [ ¢yp; kdx = 0sii # J,
y forman un sistema ortonormal completo respecto de la medida k(x)dx en D.
(iii) Toda funciéon u € (D) tal que Au € L (D) admite un desarrollo uniformemente

convergente en D (también absolutamente convergente):
B) u=XP¢e;, =W =/[ udp;kdr,

(iv) 22 = [ G(p,q) du(@) k(@)dq = G(n). P = Du() = Pu(-: ),

") zw"”’(”' = I, G*@Ok(@)dg <C? <=, € =TI, diam D,

(vi) |27 Az = |Gl kxic < C' < o0, C' = ||kllwy/ID] diam D,
(vi) ¥p € D, G(p, q) = 228D (12(q € DY),
(viii) G (p, @) = X 6 @) $n(2)/ 2 I2(D x D),

-1
(ix) — % lleva D_% (D) sobre L?(D, k) en forma biunivoca. Vale (— %A) = G.
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DEMOSTRACION de (ix). Veamos que A(D,) o L?>(D). Por iii’) §4.2, si v € L?
entonces u(p) = — fD G(p,q)v(q) dq € D, y Au = v. Por la Proposicion 1 §3.2 [BP],

(véase también el §4.14), A es biunivoca sobre su dominio. Por tanto,

~2a(pL)=r@0y(-18) " @) = f, 6E.OV@ k(@dg = G,  QED.

NOTAS. i) Sobre L?(D, k) vale G = G*. Vimos que G~ existe y que el dominio de G™1
es denso en L? por lo que existe (G™1)*. Luego, (G™1)* = (G*)™! = G™1. Es decir,

Y (— lA) . En particular, — 2 A es cerrado.

K K k
ii) Vale: E = — %A(Céx’(D)) no es denso en L?(D, k). En efecto, sea L? 3 f 1 E;
entonces V¢ € C;°(D) vale 0= (f, —%Ago)k = (f,—Ap) = —(Af, ). Por tanto

Af =0 y f puede identificarse con una funcion armoénica. Ademas toda funcion

armonica de cuadrado integrable es ortogonal a £ en L?(D, k).

4.5. Series de Dirichlet. Vale el, (con a = y del Teor.5 §4.1),
TEOREMA 1. Sean D € BN S, una region fi-conexa y k(x) € Lip,(D,S) nJi (D).

Entonces,

if]_) kdp

i) la funcion g(s) = Ygeq 4,5 — & es holomorfa en

inf (a,€)
2 b

(1) Res >d:=1-
ii) si D es de Jordan rectificable y k = 1 entonces d = 1/2,

1
_EID kdp

iii) no es cierto en general que g(s) = Ymeq An° sea holomorfa en

Res >d—¢€,e >0,

iv) para una regiéon de Jordan C? y el problema clasico de Dirichlet no vale
{4, 22, 23,3 = N = {1,2,3, - }. Ni tampoco {1;} = ¢{N \ {1,---,m}}.

v) si para el problema de Dirichlet de la ecuacion de Sturm-Liouville en D existe m tal
que 0 < m < 1y vale, (cf. [La]),

Q)N — AL =-WA"+0(A™), AW >0, 1<A1-> o = m<d.
DEMOSTRACION. i) Se demuestra como el Corolario 2 del Teorema 1, [BP] §3.8,

(véase también el Teorema 1, §4.20).

11) sigue de 1).
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iii) De una region de Jordan diremos que es C? si su contorno / definido por
{v,1(5),v,(s)}, s parametro longitud de arco, es tal que y; € C?%,i = 1,2, y posee versor
tangente en cada uno de sus puntos. Una definicion mas detallada puede verse en [Z],
pgs. 11-12.

Para el problema clasico de Dirichlet con k = 1 y una region de Jordan C? vale en

Rez > 1:

(3) Z;o/%_ c© dN(A) _ areaD _ long J +h(Z),

S0+ 227 an(z-1)  8n(z-D)
donde h(z) es holomorfa en Re z > 0, (Pleijel, cf. [Z]). Esto prueba iii) en vista de ii).
iv) {(2) — ﬁ es una funcién entera y por tanto holomorfa en Re z > 0.

v) Repetimos la demostracion del parrafo 3.9 de [BP]. Supongamos que valga para

0<d<m<1,1<A<oo,laigualdad 6(1) := N(1) — AL = —WA™ + o(1™).

S,s=0+it,1>0>m,B > (C — o, se tiene

Entonces, si K(x) = x~

K(x) = x?(cos(t log x) — i sen(t log x) y vale

[ K(x)ds(x) = (K8)(B) — (K8)(C) — [ §(x)dK(x) = o(1) +s [ §(x)x"77 dx.

Luego, ffK(x)dS(x) — 0. M4s aun, fCB x~ @D d§(x) = 0 si s = o + it pertenece a

un compacto contenido en Re s > m.

Por tanto, g,(s) = [ 101_ x~*dd(x) es una funcion holomorfaen 1 > o > m. Pero
g1(0) = af:i S()x 17%dx — §5(1 4).

La ultima integral es tal que |f:_ S(x)x~1¢ dxl — o cuando ¢ | m. Luego, g,(s) no

es prolongable holomorficamente a 0 = m.

Esto contradice el hecho de que en o > 2 la funcion g, (o) = f:i_ AT%d(N(A) — AA) es

. A ., 1 .
igual a g(o) — — + funcién entera en o. En efecto, esta tltima define una funcion

holomorfa en Re s > d < m, contradiccion.

Luego, si vale (2) entonces d > m, QED.
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I1. El método variacional.
4.6. Normas en espacios de Sobolev. Sea S un abierto acotado de R?.
DEFINICION 1. C9(S) designara a la familia de funciones reales k(x) € C°(S)
(= familia de funciones continuas) para las que existe € = (k) € (0, o) tal que
Vx€ES:ie<k(x)<1/e.
Queremos determinar el inverso del operador de Sturm-Liouville —ﬁA, k € C2(S).
Recurriremos al método de Gérding para la determinacion del operador de Green del
operador diferencial. Si es necesario llamaremos método variacional a este tratamiento

del operador en contraposicion al que hemos llamado método cldsico y utilizado en

[BP], Caps. 1 y 3 y en la Introduccion de este capitulo.

9 i1 ye (2 2
Definamos D; = s L 1,2, V= (axl;axz) y sea
(1) Hy(S) = la completacion de Cy°(S) (real) respecto de la norma
1/2 1/2
2) e = (f; AF1Z+19F12)dx) = (f, (IF17 + ZIDif1P)dx) .

(cf. [A], [Tr], donde H, se denota con H}). Hy(S) c H(S) = el espacio real de
Sobolev constituido por las funciones en L?(S) cuyas primeras derivadas pertenecen a
L?(S) munido de la norma (2). H*(S) es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar

(producto interior) se define como
(W)= [, wwdx+ [, VuxVvdx = [, uvdx+ [, ¥ DuDyv dx,
ulll = v/ ((w, w)).

C®(S) N H(S) es denso en H(S). Hy(S) hereda de H(S) este producto escalar y

siendo un subspacio cerrado del mismo es a su vez un espacio de Hilbert.
Como S es un abierto acotado, I(u, v): = |, s Vux Vv dx es también un producto escalar
en Hy(S) que da lugar a una norma equivalente ||, (cf. [A], Ch. VI). En efecto,
PROPOSICION 0. Sea S c (=K, K) x (=K, K), ¢ € CZ(S). Entonces

Jo 9*(0)dx < 2K)? [, [Vo|?dx .

DEMOSTRACION. Si ¢ € C{(S), (x4, %) = ff;i—f(s, X,)ds. Luego,

2
lo(xq,x,)]% < 2K f_KK |Z—f (s, x2)| ds. Integrando sobre S, obtenemos la tesis, QED.

COROLARIO 1. Parav € Hy(S) vale
I(w,v) < lIVlI* < (1 + 4K*)I(v,v).
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Sigue que si S es un abierto acotado, 1 € Hy y Hy # H?, (cf. [T], Prop. 24.10).
Definimos, para f, g € Hy(S), t = 0,

3) (f, @)= [, VfxVgdx+t[, fgdx.

O sea, ((f,9)) = (f,9)¢=1. La norma ||:||; correspondiente al producto escalar (3)

incorpora la constante ¢ y se escribe como ||f||;: = \/f|Vf|2dx +t [ f2dx.
Es equivalente, para cada ¢, a |||-|||. En particular, ||||o~I|[l; = Il|-]l].
Por tanto Hy(S) es un espacio de Hilbert respecto al producto escalar (+,+);, t = 0.

En lo que sigue el contexto evitara la confusion originada por la notacion:

IFIl = f2dx, flle = [ f2kdx y lIflle = VI ) + tlIf N2

La funcional a;(-). Sean I(f,g) = [, Vf xVgdx, k(x) € C2(S)y

f, D= J; fgkdx.
DEFINICION 2. Seat > 0. Si f, g € Hy(S) definimos
at,k(fug):= I(f'g) + t(f'g)k = fs Vf ng dx + tf_g fg kdx .
En particular, ag . (f, g) = I(f, g). Vale ademas a, ,(f,g) = a; (9, f) y
4) lack(F, D < AN Ng + ellkllo AN gl < @+ ellkllo) AL Ngl -

Luego, a;y(:) define una funcional bilineal continua simétrica sobre Hy(S) que

verifica (4). Notemos que si f, g € C;°(S) entonces

1 1
) anlf9) =tf fokdx+ [ (=paf) gkdx= [ [(t=38)f]gkdx
PROPOSICION 1. Si f € Hy(S), Af € L2(S) y @ € Cy° (S) entonces

1

(6) ac(f, @) = J; {tf +(=34f)} o kax.
DEMOSTRACION. Supongamos C° 3 f,, — f en Hy(S). Luego, fs Vi, Vodx =
= (=Afn, @) = [ Vf.Vodx = (=Af, @) = [ (—%Af)(p kdx, QED.
De la Definicion (2), para f,ge H,(S) y M = M(k,S), una constante independiente

de ¢, obtenemos,

(7) |ack(f 9| < Mfllcllgll
Por otra parte, si 0 # f € Hy(S),t = 0y a = inf(1,inf k) (> 0),

() ack(f. f) = [IVfI2dx + tlIfIE = a(JIVf?dx + ¢l f1I*) = allfIIf > 0.

O sea, la forma es coerciva sobre Hy(S) munido con la norma [|-||;. Vale entonces la
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PROPOSICION 2. Si t > 0, a, . (f, g) define un producto escalar sobre Hy(S) cuya

norma asociada es equivalente a (3).

En efecto, para t > 0, obtenemos |at_k(f,g)| < \/at,k(f, ) .\/at,k(g, g). Eligiendo
una constante positiva M = M (k) adecuadamente vale,

(8) M7UfNZ < age(f, f) < MIfIIZ paratoda f € Hyy todo t = 0.

En consecuencia, Hy(S) es un espacio de Hilbert con el producto escalar a, x (-,).

El operador N,. De (8) se deduce, por el teorema de representaciéon de funcionales
lineales continuas, que para toda v € Hy(S) existe una Gnica q = q(v) € Hy(S) tal que
para toda f € H, vale

9) ar (f,v) = (f, q())e-

Por el mismo argumento, dado q € H, existe un unico N;(q) = v verificando
arx(f,v) = (f,q)¢. Es decir, N, establece una correspondencia biunivoca y lineal de
Hy(S) sobre Hy(S). Entonces, si q, f € H, tenemos

(10) at i (f, Ne(@) = (f, Qe

De (8) y (10) se deduce que N; es un operador que ademds de 1-1 y lineal es acotado

respecto de la norma ||. ||; con ||N;|| < M. Vale entonces ||N,7*|| = 1/||N I >1/M.
t

Podemos elegir M = M (k, S) tan grande de manera que verifique simultdneamente,

) 1 -
(7) lack (F, D] < Mllflllglle, 5 <IN INHE < M.
El operador N, permite vincular la forma bilineal simétrica (.,.),; con la forma bilineal
simétrica a; . (.,.).

El operador M,. Si f, g € Cy° tenemos

IF Dl < Ifllligll.
En vista de la Proposicion 0 tenemos entonces,
(11) I(F, 9 < 2KIIf gl -

Esta desigualdad vale atin para g € Hy(S). (f, g) define entonces una funcional lineal
continua sobre g € Hy(S) con norma ||-||¢.

Por tanto define un operador lineal M,: C{°(S) — H,y(S) tal que:

(12) (f,9) = (Mcf, 9)e -
De (11) y (12) obtenemos para f € C;°(S),
(13) |M.f|, < 2KIIfII.

17



Pero, como por el corolario de la Proposicion 0: [[|-]|| < (1 + 2K)||:|l;, sigue de (13)
que el operador M, verifica, con B = 2K (1 + 2K),

(13) [||M.f|| < BIIfIl  paratodo f € C§°(S).

Por tanto M, puede extenderse continuamente a todo L?(S), M,: L*(S) — Hy(S). La
extension satisface entonces (12) para f € L2(S), g € Hy(S): (f,g) = (M.f, 9):.

Sigue ahora que el operador M, es inyectivo, lineal y continuo. Las mismas propiedades
tiene el operador M, que definimos como M, (f) = M,(kf): L*(S) — H,y(S).

Vale entonces la siguiente relacion entre las formas bilineales simétricas (+,+) v (+,*)¢,

(14) fs fgkdx =(f,9)r = (M.f,9); paratoda f € L*(S), paratoda g € Hy(S).
Por el teorema de inmersion de Rellich-Kondrachov, (cf. [A]), vale la
PROPOSICION 3. El operador M,: L2(S) - L2(S) es compacto.
El operador ®,. En general escribiremos ® en lugar de ®;. Vimos en (10) que para
funciones reales g, h € Hy(S), vale la formula, a, (g, N;h) = (h, g);.
De esta formula y (14) sigue entonces para h = M,f, f € L*(S), g € H,, que
ar (9, NeMef) = (Mef, 9)e = (f, D
Luego, si f € L2(S), g € Hy(S), vale
(15) ar (NeMef, 9) = (f, D
DEFINICION 3. 6 = ®, == N,M,: L2(S) = Hy(S) < L2(S).

Recolectando formulas, para f € L2(S), g € Hy(S), logramos la relacion,

(16) Mef, 9)e = (f, 9 = aci(OF, 9).

TEOREMA 1. i) ® = N.M, es un operador biunivoco y continuo de L?(S) en Hy(S).
ii) ® es simétrico, positivo y compacto de L?(S; k) en L2(S; k).

DEMOSTRACION. i) sigue de lo dicho en los parrafos precedentes.

ii) ® es simétrico y positivo pues

(f' GBg)k = at,k(®fl (ﬁg) = at,k((ﬁg' ®f) = (gl GBf)k = (®f'g)k7 QED

4.7. Las autofunciones de &,. De la desigualdad (8), (16) y el Teorema 1 sigue que si
t=>0y 0= f €L*@S,k) entonces

(1) MIIGSNIZ = (f, 61 )k = ark(B(f), 6(f)) = M~HIGSIIZ > 0.

De (1) y Teorema 1 ii), se deduce que existe una familia {f,,} ortonormal en L?(S, k)

tal que ©;(f,,) = tmfm, con u, > 0. De (1) se deduce también que el rango de ®; es
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denso en L2(S, k). En consecuencia, #{t,,} = Xy y iy 1 0.

Los autovalores son de multiplicidad finita. Por tanto #{f,,} = X,. Hemos probado
entonces el siguiente resultado,

TEOREMA 1. Los valores propios u,, de ® son positivos, de multiplicidad finita y
tienden a cero. La familia de autofunciones {f,,} = {fn}m=1 € Hp(S) es ortonormal y
completa en L?(S; k) y verifica entonces &f,, = ty,fm-

Este teorema es analogo al T.1 §4.4. Dado que k € C2(S) la situaciéon aqui es mas
general y no podemos afirmar, aun suponiendo S de Jordan, que f,, € C%(S).

Rango y dominio del operador diferencial —k~1A +t, k(x) € C(S).
DEFINICION 1. A la variedad lineal de Hy, D, := {f € Hy(S):Af € I3(S)}, la
llamaremos dominio (variacional) del operador —k 1A + t. Al rango lo notaremos con
R = ((—k~tA) +t)D, (< L2(S)).

TEOREMA 2.Seant > 0, A, + t = up;.

i) Sobre D, vale ®(—k~ A +t) =1,

ii) Sobre R vale (—k"1A+¢t) ® =1,

iii) R = R = L%(S, k),

M) 6= (—=a+ t)_l sobre L2(S, k) = R,

v) R = dominio de ® = L?(S, k), Hy(S) D rangode = D, o {f,,} U C§(S),

vi) (=k7IA + O = A + O

vil) == A = A Am > 0.

DEMOSTRACION. i) Sean f € Dy y F = —=Af + tf. De (16) y la Proposicién 1 del
§4.6 sigue, para toda ¢ € Cg°, que a, ,(f, @) = (F, @) = arx(OF, ¢). Por tanto,
arx(OF — f,¢p) = 0. Por la densidad de C;°(S) en Hy(S), de (7) §4.6 obtenemos
a,x(OF — f,GF — f) = 0. De (7°) §4.6 sigue entonces que ®F — f = 0.

ii) Si F € R entonces existe f € D, tal que F = (—k™1A + t)f. Aplicando i) se obtiene
(k7 'A+t)®OF = (k" 'A+t)f =F.

iii) R = L2(S, k) pues la capsula lineal de {f,,} es densa L?(S, k), (cf. T. 1). Vale que

—k™1A + t es un operador cerrado sobre D,. En efecto, supongamos ¢, > w € D, en
Hyy —%A(pn + t@, = h en L?. Entonces A, — (tw —h)k en L? y Ap, - Aw en
D'(D). Por tanto, en D'(D), vale Aw = (tw — h)k, o sea Aw € L> y w € D,. En
consecuencia, h = —%AW +tw €R y el operador diferencial es cerrado. Luego
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(—k71A + t)71 es también cerrado. Pero (—k™1A + t)~! = ® sobre R y & es acotado.
Por tanto el dominio de (—k~*A + t)~! es cerrado: R = R.
1v) y v) siguen de 1)-iii) y Teorema 1.

vi) f,, € D,. Entonces, (k1A + upfm = (k1A + )6F,, = .

Vii) A1 = [; (=% AFm ) fkdx = f; |Vl?dax. Como f, # 0, por el Corolario 1 de

la Proposicion 0 §4.6, obtenemos fs |Vi,|2dx > 0, QED.
TEOREMA 3. Sea f € D,(S) . Valen (A) y (A”),

(A) Vf,9 € Hy(S) at ik (6cf, 9) = ark(f, 619),

(A) Vg € Ho(S) api(f,g) = f; VixVgdx+tf, fghkdx = f; {~3af+tf} g kdx.
Ademas son equivalentes (B), (C) y (D),

(B) Vg € Hy(S5) aei (. 9) = [; (Am + t)fg kdx,

1
(©) (—28+¢)f=@m +DF.
(D) f pertenece al mismo autoespacio que f,,, autofuncion correspondiente al autovalor
Am +t.
DEMOSTRACION. (A) sigue de la Definicién 2 §4.6 y de a, ;. (6.f, g) = fs fg kdx,

que es la formula (16) del §4.6. (A’) es consecuencia de (6) y (7), §4.6.
(D) implica (C) por Teorema 1 y vi) Teorema 2.

(C) es equivalente a ﬁ = ®,f, (cf. iv) Teorema 2).

Veamos que (C) implica (D). Si 4,; # 4,,,, por (A) tenemos,

fs ffn kdx = ap ) (65, ) = ar ik (F, ©.F,); por tanto,

fs ffn kdx = agy (L;fn) = Qe (f' %)

Am+t
Luego, |. s ffn kdx = 0, por lo que f debe estar en el mismo autoespacio que fp,, y vale

(D).

(B) dice que a; (ﬁ,g) = fs fg kdx = a; ,(®.f, g). Por (1) §4.7, ©,f = Anf+t que
implica (C).
(B) se deduce de (C) usando (A’), QED.
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4.8. Soluciones débiles y fuertes.
DEFINICION 1. Una funcién u definida en un abierto acotado S es una solucién débil,

o variacional, del problema de Dirichlet

(1) (—%A+t)u=f, t >0, u=0sobreds, f € L2(S, k),

siu € Hy(S) y paratoda v € Hy(S) vale

2) ari(u,v) = (f, V).

Es decir, vale para toda v € Hy(S), [; Vux Vvdx +t [, uvkdx = [, fv kdx.

La autofuncion f,, de —%A + t correspondiente al autovalor A, + t obtenida con el

método variacional pertenece a H, y verifica vi) T. 2 §4.7. Por el T. 3 §4.7 satisface la
ecuacion a, x (fm, 9) = (A, + t)fm, 9k cualquiera sea g € Hy(S), (esto es equivalente
a agx(fmr 9) = (Amfms 9)k), por lo que también 1lamamos autofunciones débiles a las
autofunciones variacionales y en contraposicion con las autofunciones clasicas a las que
también llamamos fuertes.

Por (16) §4.6 y Teor. 2 §4.7 sabemos que una solucion de (1) viene dada por u = G, f.
La solucion es tnica pues, por (8) §4.6, a; (v, u) = 0 implica u = 0.

Para conocer los autovalores y autofunciones de —%A + t basta conocer los de —%A
pues los primeros difieren en una constante y las segundas son compartidas: en efecto,
de %Al/) = A sigue %Al/) + tyY = (A + t)Y y reciprocamente. Lo mismo vale para
las autofunciones débiles: si v, € Hy, L?(S) 3 Ay entonces

Jo Vi xVvdx =1 [ Yvkdx & [ Vi X Vvdx +t [0 Ppvkdx = A +1t) [, Pvkdx.
Luego, Yv € Cp°, [, [=k™'AY — Ap]v kdx = 0 (Prop. 1§4.6), —Ay = Ak, (L*(S)).
Notemos que para u € S(S),h € L> N C(S)), si (—%A + t)u = h entonces, por
definicion, u es solucion clasica (fuerte) del problema de Dirichlet (1) con f = h, (cf.
NB §4.4). Si @ €Cy® tenemos [ VuxVedx+t [ upkdx=[ hekdx. Si
ademds u € H, entonces u es solucion débil de ese problema pues se deduce que para

toda v € Ho(S), [, Vu x Vvdx +t [, uv kdx = [, hv kdx.

4.9. Decrecimiento de los autovalores variacionales con la extension de la regién.

Queremos probar el siguiente Teorema 1 sobre el comportamiento de los autovalores
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con el cambio de la regién D pero en el marco de referencia del método variacional para
el problema que nos ocupa y con k € Lip,(D,D) c C2(D).

NOTACION. Designaremos con |f| = m la norma asociada a a;  (+,*).

Sean f,g € C;°(D), t = 0, ¢, (f) = fD f fm kdx = m-ésimo coeficiente de Fourier de
f. Tenemos, f =YT cn(Him (L2(D;k)). Del Teorema 3 §4.7 sabemos que vale,
ack(f,9) = |, {tf + (—%Af)}g kdx. Como —%Afm = Apmfm> Am > 0, obtenemos
—Af =27 At (f) kT (D'(D)). Luego,

(1) aci(f, 9) = lim Y (A + O (Fem(9).
Sabemos que |at'k(f,g)| < M|[fll:llglls. Sif # 0,de (7)y (8) del §4.6, obtenemos
(2) If1? = Zn=1(m + ) G (f) 2 MHIfNIZ > 0.

a.x(f,g) define un producto escalar sobre Cy;°(D) que satisface (2). Completando
Cy° (D) respecto de la norma |-| asociada se obtiene un espacio de Hilbert X (D)
identificable con Hy(D) . En efecto, por (2) una sucesion en C;° (D) es de Cauchy en H,,
si y s6lo si lo es en la norma |. |, y volvemos a obtener la Proposicion 2 del §4.6.
TEOREMA 1. Sean D y D abiertos acotados planos tales que D © D. Supongamos
k € Lip, (D, D). Valen,

Vi ;=24 >0,

b)’ A, = m,

c) X9 A2 < oo,

DEMOSTRACION. a) Para t > 0 y por el T.1 §4.7 tenemos, Gf,, = m

Am+t

Si f € Cy°(D) vale, (§4.7),
3 aw(Bf,6f) = [ (Gf)fkdx = 3 cp(f) 2L

Am+t
Luego, como t = 0, del Teorema 2 §4.7 obtenemos |4, + t|? = A%. De (2) y del §4.6

sigue que con una constante positiva ) = §(k, D) vale,

(4) ack(Of, 6f) < 3 If 135 < D2acic(f, ).
En consecuencia,
(5) |Gf1 < b |f] sobre C5° (D).

Luego, ® admite una extension lineal y acotada en la norma |.| de C;°(D) a X(D) y por

tanto a Hy(D) que por (16) §4.6 verifica ademas a; (®f, g) = (f, 9)«-

3~ significa A, = 0(m) y m = 0(1,,).
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El operador ® satisface en C;°(D) las relaciones: |Gf|? = a,, (6f, Gf) y

_ lackG7.9)|" w }_ {|(f.g)k|2_ o }
(©) ax(6£,6f) = sup {“ELIL g € (D)) = sup {12 g e e (),

donde 0 # g. Analogamente y usando que C°(D) c C° (D),

dt‘k(g'g)

2

i) 0+ heC( (D)} > sup{

(7) a.i(6f, Gf) = sup{ 0+gE€ cg°(D)}.

Como para g € C°(D), (f, )i = (fr 9k ¥ dei(9,9) = aex(g,g) los miembros
derechos de (6) y (7) son iguales.

Luego, y siempre suponiendo f € C{°(D) c C{ (D), obtenemos,
0 < [, f(Okdx = ac, (6f,6f) <a. i (6f,6f) = [, £(6f)kdx, o sea,

(8) 0< [, fF(Okdx < [, f(Of)kdx.
Aproximando f € L?(D, k) por una sucesion {(,‘b j} c Cy°(D) y suponiéndola extendida

por 0 para poder aplicarle el operador ®, vale,

9) 0< [, f(6kdx < [, f(6f kdx = [, f(6f)kdx.
Definimos: G(h) = x,®(xph), h € L2(D).
Por el Teorema 1, §4.6, ® es un operador simétrico, positivo y completamente continuo
de L?>(D, k) en L?(D, k). Verifica, en virtud de (9),
(10) 6> 6.
Luego, sus valores propios guardan la misma relacion,
Vii [ = .
Por Teorema 2, §4.7, A;,4; > 0y vale,
(D) ==t =sup{(6f, F),: Iflli =1, f Ly, Fisa

Ai+t
> sup {(6Co ) xof) i ol = 1 Xof Ly, Tica
= sup{(8g.9),: gl = 1, g L xpf1, -, xpioa
2 infgn, . ni_3c12(p,)SUP {(69,9),(1 lgllk =1, g L hy, ---:hi—l}

1

=~.> P e —
l’ll—l’l'l Ai+t.

Luego, para todo i, A; = A;. O sea, vale a).

En el Apéndice parte II probaremos el siguiente teorema, que usaremos a continuacion.
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TEOREMA 2. Si D = B = disco abierto y k € Lip, (B) entonces los autovalores y las
autofunciones clasicas y variacionales coinciden.

b) y ¢) Por el Teorema 5 §4.1, k tiene una extensién k € JI,(B) para un a tal que
0 <a <1, donde B es un disco abierto que contiene a la clausura de D. También
k € Lip,(D,B). Como B es perimetrizable para los autovalores clasicos

correspondientes vale el Teorema de Weyl: A,,, & m. Por lo ya visto y el Teorema 2,
A 2 Ay >0y Y A2 <Y 12 < CZ# < 0. O sea, ¢) es valida.

Sea U un disco abierto tal que U D y sea {p,,}5° la familia de autovalores para el peso
Iyk. Como Ik € Lip, (U, D) se tiene p,, ® my p;,, = Ap,. Sigue entonces b), QED.
TEOREMA 3. Sean D abierto acotado, t = 0, k € C2(D), K(x,y) = k(x)k(y),

(615 = (_é+ t)_l y (_%A-I't)fn = (An + t)fn = :u‘r_Llfnr (An > 0)

fn(x )fn(Y)

——= converge en L?*(D X D; K),
Tl

)siyy—— (/1 5z < entonces la serie ), ———
. Tn(x)an’)
i) Q;(x,y) = Y7 ————es el nicleo de ®; como operador integral con peso k(y),

i) g = (|Gl < IIDtIIz,K = X uip < oo,

iv) si ademas k € Lip, (D, D) vale Zfﬁ <

oo y ®; es un operador integral Hilbert-
Schmidt, (nuclear: ¥, u2 < o).

DEMOSTRACION. G, es un operador compacto de L?(S,k) en si mismo y vale
Of = Yn—1tn (f, f)in. Por ser ® hermitiano, real y positivo tenemos

_ o SR (O
IGIl = sup =5z = = sup

= SUP|p|=1 21 Bn (B TR = 11

Sea h(x,y) € (D x D; K) tal que (IR, ok = 1y Qu(x,y): = Ziy 2D,

Dadoe > 0,siN > M = My(¢),

nn(h)
| Mores Qv e R, Y)K Ok () dxedy| = [Zhoy 2] <

< ||h||2,1<\/211\v4(/1n +t)2 < \/Zﬁ(ln +)2<e.
< ey {Qun(x,y)} es de Cauchy en L*(D x D; K). Entonces la

Luego, -

serie converge en media 2 con peso K. Por tanto, si f € L>(D,k) vale

oo fn () ()
i
J, Q) fWk)dy = lim; [ Qi v () f )k(y)dy a.e. x. En consecuencia,

[, Qe R0EO)dy =22 = (6,5,)(x) y (6./)(x) = [, Q0 »)f MkO)dy.

Ap+t
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Por tanto, |6 fllzx < IQM2kllfllzk y 161 < IQ113 4 = X 43, QED.
Llamaremos a Q; nucleo de Green (variacional) y a ®; operador de Green en el

problema que nos ocupa, (cf. Teor. 1 §4.4).

4.10. La familia C* (S, S) y el teorema asintético de Lars Garding.

Sean S, S abiertos acotados planos tales que S © S. Denotamos con C°(S) a la familia
de funciones f definidas en S indefinidamente diferenciables tales que para todo x € S,
e< f(x) <1/e,donde 0 < € = ¢(f). De acuerdo a la nomenclatura de la introduccion
C*(S,S) es la familia de las funciones f € C(S) que admiten una prolongacion de la
misma naturaleza a S. Esta es la clase de los pesos & en la teoria que nos ocupa ahora.

El Teorema 3 §4.9 permite afirmar que para t > 0 tenemos

w 1
(1) Zm=1 (Am‘}'t)z < ©0

Vale el siguiente resultado, que no demostraremos en este capitulo,

TEOREMA 1. Sea S sea un abierto acotado y k € C°(S, S). Entonces,

(2) lirnt—mo Z

¢ 1
o7 = ands kK@)dp = A #0.

De aqui sigue el teorema de Garding,

TEOREMA 2. Sea S sea un abierto acotado y k € C(S, S). Entonces,

. N(A 1
(3) liMoyeo 2 == [ k(p)dp.

DEMOSTRACION. Recordemos que los autovalores de nuestro problema de Dirichlet,
ahora con una k € C°(S,S), se cuentan segiin su multiplicidad y que el contador N se
define como N(s): = #{A,, < s}.

De (1) obtenemos Y.7°(A,, +t)"2 = 0(1) para t > . El limite (2) dice mas y
precisamente que ),°(1,, + t)_2~% ,donde A = ifs k(p)dp.

Seat > 0. Entonces,

YA + )72 = [7(s + ) 2dN(s) = limgoeo [ (s + )72dN(s)

N(o)
(o+t)2

=1lim [ 29+ 2 [7(s + ) N(s)ds]

. 1 N(o)-N
Dado ¢ existe o, tal que paratodo 0 >0y, & > Y5 <i, <o ey > (((2+t)(200) > 0.
m

Se deduce entonces que N(o)/(o + t)? — 0 para ¢ — 0. Por tanto,

o -2 _ o N(s) ~é
J, s+ )72dN(s) =2 | T ds~%, t— .
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Aplicando ahora un teorema tauberiano debido a Hardy y Littlewood, ([Ti] p. 364, [BP]
§0.10), resulta N(s)~As, QED.
Ejemplo. El Teorema 1 es muy general. Sin embargo la exigencia de que k admita una
extension k impone restricciones a la aplicabilidad del resultado. Veamos un ejemplo.
Sea Q =(0,4)x(-2,2) y R*=1(0,4) x(0,2). Subdividimos R* en cuadrados

Rf, = ((]'— 1)#,]' 2 )x (2 -2 2) disjuntos, de lado zi donde n,j =

2n+1 an-1"’ 2_n n’
1,2,
2 o Sea Qf, = el cuadrado abierto
L | X,
= con el mismo centro que R]-Tn, de
I
18 P Lo i S Lo 1" 1. lados paralelos y de lado de
. 1
: | longitud ——.
5 |
- - | p— Sea @, su simétrico respecto al
0 . 14

- ST Y e —— eje de las abscisas.

_ _ _ _ _ | Definimos el abierto
S ot e St il Ll deie i etend 5==Uj,n(fonUQj_,n)-
Su clausura S (= ¢l S) es igual a

'
(=]

S=1[04] x {2} U [0,4] X {23 U U;»(cl @}, U cl Q}p).
Sea e(y) una funcion de € (R), mondtona creciente en (—2,2), igual a 1 en (—oo, —2)
eigual a2 en (2,). Sea k(x) = k(xq1,x3) = e(x3)I5(xq1, x3).
S es union de cuadrados abiertos. Quedan determinadas en cada cuadrado Q las
autofunciones del problema variacional de Dirichlet y sus autovalores cuando se usa
como peso kly, (cf. Teor. 3 del siguiente Apéndice).
Los autovalores sobre los Qs determinan a toda la familia de autovalores sobre S cuya
distribucion asintdtica ahora conocemos gracias al teorema de Garding.
Sea k'(-,") tal que
k'(xq, %) = k(x1,%2) si(x,%2) € Qf2m+1,
k' (x1,%2) = k(x1, Tm(x2)) st (x1,%2) € Qjom.
donde 1, es la traslacion en R tal que (x4, x,) — (xl, (o (xz)) lleva Qj ,,, sobre Q;me,
k' (1, %2) = k(xq, T (2)) i (X1, X%2) € QF 2.

26



Esto puede escribirse como k'(T(x)) = k(x). Veamos que el problema de Dirichlet en
S con peso k' tiene los mismos autovalores que con el peso k. La verificacion de (B) del
Teorema 3 §4.7 Vg € C°(S) es equivalente a su verificacion Vg € H,(S).

Pero una funcion de C;°(S) tiene su soporte en un nimero finito de cuadrados por lo

que la transformacion 7 deja invariante C,°(S) y por tanto a Hy(S). Luego,
si Vg € C5°(S), arx(fm g9) = fs (A + )fmg kdx entonces para g’(T(x)) = g(x),
etc., también valen,

at,k(fm: g) = at,k/(ﬁn' g’)a fs (Am + t)fmg kdx = fs (Am + t)f;ng’ k,dx’ qed-

Pero k' no admite una extension continua a S, por lo que no le es aplicable el Teorema 2

del §4.10 tal como esta enunciado.
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APENDICE Parte II.
Demostraremos en este Apéndice una generalizacion del Teor. 2 del §4.9 siguiendo la
demostracién que se encuentra en [Z] §6. Recurriremos al siguiente teorema auxiliar,
(ver [Tr)).
TEOREMA 1. 1) Sean D y E abiertos acotados tales que D c E. A partir de las
funciones u en Hy(D) definimos las funciones @, #i(x) = u(x) si x € D, #i(x) = 0 si

_ou

x € E '\ D. Entonces, en el sentido de las distribuciones vale (a—u) =
13

ax,

ii) Las funciones extendidas #i forman un subespacio de H,y(E) isomorfo a Hy(D) tal
que |&| gy = [ulpy -

iii) Sea D una region de Jordan con contorno C! y sea u € Co(D) N H*(D). Entonces,

u € Hy(D).

Recordemos que: Gf (p) = [ G(p, Q) f (@k(q)dq, Gf(p) = [, G(p,q)f(q)dq,

(G = GM).

DEFINICION 1. Lipy(D) es la familia de funciones Holder continuas de soporte

compacto contenido en D.

TEOREMA 2. Sea D una region de Jordan. Supongamos k € Lip, (D).

a) La solucion débil u de — %Au =1, Y € Lipy(D) coincide con la solucién clasica v,
b) ® = G sobre L*>(D, k),

¢) D5(D) = Dy(D).

Autofunciones clasicas y variacionales de — %A en el disco unitario . Consideremos
para este operador diferencial el problema de Dirichlet en U = {x:|x| < 1}. Sea
@ € Lipy(U). Notamos para & € R2: § = &/|&|2.

El nucleo de Green G (x, &) para esta region es

(1) G(x, &) = ;—;[loglx — & —log|x — $| —logl¢]] six#&#0.

La funcion u(x) := fU G(x,8) (&) k(&) d& es la solucidon clasica de —%Au = @,
u€C*(U)NC), u(x) =0 si x € 90U = {x:|x| =1}, (cf. por ejemplo T.2, §3.2
[BP)).

Veamos que u pertenece a Hy(U). (En este caso u € D, el dominio variacional de A, y

vale por (A’) Teor. 3 §4.7:
Vg €Hy agr(u,g) = [, (~Adw)gdx = [, g kdx.
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O sea, la solucidn clésica es también la solucion débil.)

PROPOSICION 1. a) Si K(x, §) es igual al nucleo de Green G (x, &), del problema de

.. 1 . .
Dirichlet para — EA en U, o a alguna de sus primeras derivadas,

_ Tl xi=g xi=§i
_G( E) Zn{lx f|2 |x_$|2}

entonces verifica
(2) fU |K(x,)|dé < C < oo, fU |K(x,&)|dx < C <o, parax,é€U.

b) Si ¢ € Lipy(U) entonces u(x) = fU G(x,&)p(&)k(&) d& pertenece a Hy(U) .
DEMOSTRACION. (2) vale en vista de las acotaciones
0< G(x,y) < log (M/|x =y,

xi=§i xi_gi
00| = i - 15
pues (f +&)/2€U.

Seaw(x): = [, K(x,y)p(y)dy. Entonces, [, Iw(x)|*> < C?|l¢l|3 pues

<H{lx—elt+x =€ =< —g

WP = |f, KGey)ewdy| < J, IKGyldy f, 1K n)llo0)lEdy
< C [, IKCNIleO)I*dy.

Luego, [, lw(x)|?dx < C [, dx [, IK(x, Mo I>dy < C?lloll3.

Como @k € Lipy(U) € L*(U), por el Teorema 1 §1.0 [BP], sabemos que wu,

u Ju
axl ! axz

se obtienen de @k via operadores integrales con los nucleos mencionados en (1) y a).

Luego,
(3) lelly, |22

A5l < Mol

ax,
y tenemos u € H(U). Por ii) del Teorema 1 concluimos que u € Hy(U),  QED.

Por lo dicho, ® = G sobre Lip,(U), que es una familia densa en L?, y dado que ambos
operadores son continuos sobre L? vale la

PROPOSICION 2. ® = G sobre L2(U, k).

PROPOSICION 3. Sea D una region de Jordan, J = D, k € Lip, (D). La solucion

clasica v € C(D) N C%(D) de —%Av =1, Y € Lipy(D), v=10 en J, pertenece a
HY(D).Si] € C* entonces v € Hy(D) y es la solucion débil de —%Av =y, v=0en].

DEMOSTRACION. Sea g la aplicacion conforme que lleva D sobre U y D
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topolégicamente sobre U, (teorema de Riemann-Carathéodory). Acorde a nuestra
notacion la escribimos en su forma real: & = g(x) = (g, (x4, x3), g2(x1,x,)), donde
& =(&,%), x = (x1,x2), recordando que g;(x1,x,) +ig,(x1,x,) es una funcion
holomorfa en la variable z = x; + ix, de derivada no nula para (x;,x,) € D.

991 _ 992 991 _ _ 992

Por tanto valen las ecuaciones de Cauchy-Riemann === = .
axl axz axz axl

Sea @(x) = p(g(x)), x €D.
Entonces, @ € Lipy(D) siy so6lo si ¢ € Lipy(U).
Supondremos ¢ € Lipy(U). Sean

@ u@®=J, 6@ k(@dr, k() =k(g™ () € Lip, ().
Puesto que @k € Lipy(U) vale u € C2(U) N C(U), u =0 en U, —Azu = ¢(§) k(§)
donde ¢ € U. Sea v(x): = u(gx)).

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos

(5) —Av = (—A;u) 0¢1.62) [go(g(x))k(g(x))] 0(51 Ez) ( (x )6(51 fz)) (x).

(x1,x2) 0(x1,%2)

i YPx)=o[x );3((;;1 52)) entonces resulta ¥ € Lipy(D) y v(x) es la solucion clasica

1
en D de —;Av =, v|sp = 0.
Nuevamente por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos

2 0(¢1.62)
Vvl? = |(Veu) (g G| 5255

Por (3), Vvl 2(py = ||V5u|| < Myl 2@k ¥ 1a solucion clésica de —%Av =1,

L2(U)
v = 0en/, esta en H1(D).

La segunda parte de la Proposicion 3 sigue de iii) del Teorema 1, QED.
DEMOSTRACION del TEOREMA 2. a) Existen regiones de Jordan D, con contornos
Jn € CY, versor tangente continuo en todo punto, J, = J, tales que el soporte de
verificasuppyp ¢ D, cD,cD,,;, €D,y c--cD,n=1,2,...

Por ejemplo, D, :={x € D:G(xy,x) > €,}, €, 10, donde x, es un punto de D,
G (xo,x) es el nicleo de Green para la region D, y los &, son adecuadamente elegidos,

(cf. [BP], Cap. 1). Sea v, la solucion clasica sobre D,, y definimos ¥, = v, en D,,

. . 1
U, =0en D \ D,. Sea v la solucion clasica de — EA‘U = 1 sobre D.

1 . ~ s 7o
De —EAvn =, v, = 0 en J,, sigue que v — ¥, es una funcidén armodnica sobre D \ J,,,

continua sobre D. Por tanto, ||v — ., < supze;, [v(2)| — 0. Esto es, v es el limite
n—-oo
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en L*(D), y por tanto en L*(D), de {¥,}. En particular tenemos, Vn ||T,|l,x < M < .
En vista de la Proposicion 3, v, coincide con la solucion débil u,, del mismo problema.

Luego, por 1) del Teorema 1, obtenemos,

S, Vi, |2dx = [ Vil, X Vii, dx = [ Vup, X Vu,dx = [ (—%Aun) u,. k(x)dx

= [y, Yunkdx < Wl illnllze = 1Nzl Pallzpe < Ml = M’
Existe entonces K < oo tal que |||, ]]]* < K2.
a’) Usaremos a continuacion en Hy(D) la norma equivalente |-| asociada al producto
escalar, (cf. Corolario de la Proposicion 0), I(u,v) = |, , VuxVvdx.
Definamos w; = iy, w,, := il,, — fi,_4, por lo que 2.V w;j = . Vale, con ||y,

Wn € HO(Dn) @ HO(Dn—l)-
En efecto, sea ¢ € C3’(Dy,_1). Puesto que u,, es una solucion débil en D,,, tenemos
aO,k(an @) = 1wy, @) = fD V(i — tip—q) X Vodx = fDn V(il, — i) X V@ dx
= [, Vuy xVedx— [ Vg X Vo dx = I _ W= kdx =0.

Entonces vale en Hy(D): VN 211V|Wj|1210 = |tiy|, < K?. En consecuencia, %) w; = iy

converge en Hy(D) en la norma ||y, y por tanto en la norma [[|-|||, a una funcién
u € Hy(D). Como iy = Dy la sucesién {fiy} converge en L? a la solucion clésica v.
Asi,u =v.

b) Hemos probado que ® = G sobre Lipy,(D) que es denso en L?(D, k). Como ambos
operadores son completamente continuos de L? en L? obtenemos su igualdad sobre este
espacio.

c) Véanse §4.7 y §4.4 para las definiciones de D, y D,, respectivamente. El punto c)
dice simplemente que el rango de ® es igual al rango de G, QED.
Veamos ahora el siguiente corolario del teorema precedente.

TEOREMA 3. Sean k € Lip, (D), D de Jordan. Vale entonces
1) Las familias de autovalores variacionales y cldsicos del problema —%v = Av

coinciden lo mismo que sus multiplicidades. Los autoespacios correspondientes a un

mismo autovalor son iguales y pueden usarse indistintamente las familias {f,,}, {¢ j} )

2) Las soluciones débiles y fuertes del problema de Dirichlet —%v = f €L? son

iguales.
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DEMOSTRACION. Los puntos 1) y 2) son consecuencias de b) del Teorema 2. Véanse
la NB del parrafo §4.4, el Teorema 3 del §4.7 y el § 4.8, QED.
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III. Las ideas de T. Carleman nuevamente.

4.11. Autovalores en una region regular finitamente conexa.

Todas las regiones que consideraremos en esta parte III seran finitamente conexas (FC).
Si D € B N FC entonces podemos calcular sus autovalores cldsicos y variacionales que
coinciden como veremos. Una demostracion de este hecho para regiones de Jordan FC
se presenta en el Apéndice a esta Parte III . Pero esto sugiere la conveniencia de acuiar
un nombre para una subclase de la familia de regiones regulares finitamente conexas.
DEFINICION 1. Diremos que D € BN FC es normal si para ella vale ® = G.
Denotaremos a esta familia con V.

El siguiente lema describe una propiedad importante de la familia V.

LEMA 1.SeaD E BN FC.Si{D,} € N, D,,;; 2 D,, y D,, T D entonces D € .
DEMOSTRACION. Basta imitar a’) de la demostracion del Teorema 3 en el Apéndice
Parte II, QED.

TEOREMA 1. Sea D € V' y k(x) € Lip, (D). Entonces,

1) las familias de autovalores variacionales y cldsicos del problema de Dirichlet para el
operador —;A coinciden lo mismo que sus multiplicidades y los autoespacios

correspondientes a un mismo autovalor son iguales por lo que pueden usarse
indistintamente las familias {f,,}, {(].’) j} ,

if) Da = {f € Co(D) : Af € I3(D)} = {f € Ho(D) : Af € I*(D)} = Dy,

iii) sea D una region como D tal que D D D y sea k € Lip,(D,D). Entonces los
autovalores clasicos verifican

Vi ; =4;>0,

b) A, = m.

DEMOSTRACION. G = G = i), ii).

i) En esta situacion es licito usar la tesis a) del Teorema 1 del §4.8 sobre el
decrecimiento de los autovalores con el crecimiento de los dominios, aplicada ahora a

los autovalores clasicos, QED.
COROLARIO 1. Sean k € Lip, (D), D € NV, ¢,, autofuncién clasica de —%A tal que

l|¢. |l = 1. Entonces,
dn + (sup )7 < |l@lll* < A + (inf k)~
DEMOSTRACION. Por el Teorema 1 tenemos Vn: ¢,, € Hy y de
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pnlll> = [ dirdx + [ Ve, X Vo, dx = [ pjrdx — [ Apy,. pndx
= [ pdx + Ay [ p2kdx = [+ P2 kdx + 1. 1, QED.

4.12. La familia S y la propiedad S..

Nos interesan los casos en los que cuando D admita funcion barrera en todo punto de
dD tengamos un nucleo de Green, y esto lo tenemos asegurado cuando la regién es i-
conexa, (cf. Teor. 7 §4.2). En ese caso también contamos con un teorema de desarrollo.
Con frecuencia nos restringiremos a pesos k que verifiquen la siguiente hipdtesis en D:
k(p) € Lip,(D,S). Por el Teorema 5 de la Introduccion existe entonces un y € (0,1] tal
que k € JI,,(D) y con una funcion M (p) acotada (M (p) < M < ). (Esta restriccion no

implica que los resultados que obtengamos no puedan generalizarse).

DEFINICION 1. § designara a la familia de regiones D tales que A®iLogt

integrable en un semientorno del origen. O sea,

[ = I(D) _ fdlamD

|A(t)] Mdt < oo,

Recordemos que A(t) = {p € D:dist(p,0D) <t}. Vale S$ DS, cualquiera sea
€ € (0,1]. La propiedad S, se presenta realmente pues dado €,0 < € < 1, existe una
region de Jordan D tal que |A(t)| = t€ para t pequeno. También se preserva por limites
crecientes. Sea D una regidén fi-conexa para la que exista una sucesion de regiones fi-
conexas {D}, D, € S, , J, = 9Dy, tal que

(i) Si D,, € Dy, 41, D, # Dyq entonces D, € Dy,

(i)D,c--c D, c D,y - TD.

Obviamente (ii) implica J,, ] = aD.

Supongamos que con 9(D,,, &,) = sup{|A,(t)|t™: 0 < t < diam D} se verifica

9 = sup,, 9(D,, &,) < o0. Supongamos ademas que 0 < n = inf &,. Entonces,

A@®) € {D\ D} U Ap() y

*) |A(O] < |D\ Dyl + 14, (D)1,

lA| _ ID\Dn| n lAn (@O _ o(1) +|An(t)| < o(1) + 4n0l 1An(@®)]

por lo que para 0 <t < 1 vale = o prom

I()I

Por tanto, —= <9y D € §,.

La propledad S¢ puede practicamente caracterizarse de la siguiente manera.

M |AX)|
x1+7T

LEMA 1.Si0 <7 <& < 1entonces D € S, = | dx < oo.
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l[A)|

x1+7T

dx <o =DE€ES,.

Si 0 < T < 1 entonces f

DEMOSTRACION. La primera implicaciéon es inmediata. Veamos la segunda. La

M |A()|
x1tT

integral 7 [, dx=—| tMlA(x)ld ir existe y es finita. Como |A(t)| es una funcién

monotona y continua también existe f = d |A(x)| y vale

M |A(x)| [AM)| | A M1
Tft 1:_(1_d T+t_7+ft FdlA(t)l
Por tanto, 14 (M)l +7 f M lAfgld lAt(Tt)l, QED.

Por otra parte, si y € (0,1), existe una curva de Jordan L de area nula de region interior
E tal que para cierto m > 0 y t > 0 suficientemente pequefio satisface

|A(t)] = m|Log t|™Y, ([K]). Por tanto, I(E) = oy E € S.

La propiedad S también se conserva por limites crecientes. Esto sigue de la desigualdad

(*) utilizando el lema de Fatou. En efecto, supongamos sup I(D,,) < oo. Entonces,

1+|Log t|

4@ EE < fim (1D \ Dyl + 14n () =) = tim (14, (0] 21221); luego,

I(D) < fdlamD (lA (t)l 1+|Logt|) dt < lim fdlaleA ( )|1+|L0gt| dt

= lim ([ [ ) = Hm(I(D,) + o(1)) = lim I(D,,) < sup(Dy,) < oo.
4.13. Regiones no regulares. Limite de autovalores.

El concepto de autovalor fue definido (explicita o tacitamente) en los parrafos §4.1,
§4.4, y §4.7 y utilizado en los teoremas: 1 §4.1, 1 §4.4, 1, 2 y 3 §4.7. La siguiente
definicion, necesaria y conveniente para lo que sigue, las comprende conceptualmente a

todas.

DEFINICION 1. Por autovalor 1,, de — o )Aq en D regidn fi-conexa entenderemos el

-1
reciproco del valor propio u,, (# 0) del operador inverso G = (— %A) .

Hemos visto (T. 8, §4.2) que las regiones D € B, fi-conexas, admiten niicleo de Green'
y por tanto operador de Green, por lo que la Definicion 1 se aplica al caso D regular.
DEFINICION 2. Una region D se dird que pertenece a Wz({D,,}) si es fi-conexa y
existe una sucesion de regiones fi-conexas {D,, } € N tal que

(i)SiD,, € D44, D, # D, entonces D, € D, 1,

(i)D; c--c D, c Dy c--TD.

' Para comparar con el caso variacional véase Teor. 3 §4.9.
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Tenemos ahora D € NV si D € B, (cf. Lema 1 §4.11).
Supongamos que D es una region fi-conexa tal que D € B. Por ¢l Teorema 2 del §4.3
resulta que los puntos irregulares de dD son aislados y forman un conjunto j de
cardinalidad /4 finita y positiva.
NOTACION.D =D U].
PROPOSICION 1. D es una region (7i — h)-conexa tal que D € B.
TEOREMA 1. Sean D una region de W;({D,,}) y k(p) € Lip,(D,S).
i) Si D tiene la propiedad B entonces 4., j | 4;.
ii) Si D € B entonces A, ; 4 [; > 0. u; = 1/l; es el j-ésimo valor propio del operador
Hilbert-Schmidt Gf (p) = fD G, q9)f(q) k(g)dq con nucleo G(:,+) definido en iii).
iii) Si D € B, k puede extenderse a k € Lip,(D,S) y vale
G.9) =G, Qlpxpae. y =14,
DEMOSTRACION. Definimos G(m) a partir del ntcleo de Green Gy,
Gy, @) = Grn(p, @) 51 (D, q) € Dy X Dp,
Gomy(@,q) =0 si(p,q) €D XD\ D,, X D,,.
Los operadores Gy y G, correspondientes tienen los mismos valores propios

positivos y extendiendo por cero la j-ésima autofuncion de G, se obtiene la j-ésima

autofuncion de Gy,). De los Teoremas 1-3 §4.3 y sus Corolarios sigue que

(HVY@,q) EDXD  Guy(p, @) TG, q) 0<G(q) €L*(D XD,k xk),

pues por (v) Teor. 1 §4.3: ||G(m)||2k < J/llk|le diam D. Por tanto, G(p, q) = G(q,p).

El operador de Hilbert-Schmidt

(2) GH® = [, 6. af (@ k(q)dq
es tal que su nucleo verifica
3) G =Gom+(6—Gum). G- Gml,, -0

En consecuencia, G,y y § son completamente continuos y || G—Guy ||Op - 0.

i) D es regular. Vale G(p,q) = gp(p,9), 6f (p) = [, G(p, Pf (@k(q)dq.

Aplicando resultados de Weyl y Courant, (cf. [RN] §95), deducimos que para cada
j=12,-y (0 <) 1, =j-ésimo valor propio de G, vale
4) o = 7.

Por el Teorema 1 §4.11, py5 = Ay L 4 = 771 > 0, 4; = j-¢simo autovalor de G.
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(Otra demostracion de (4): iy, ; T 7 sigue de py j < pp j < - < 7; y de

2
Zj .Urzn,j = ”G(m)”z,kxk T ”G”%,kxk = Zj sz-)
ii) y iii) Si D € B no existe operador de Green, por lo tanto no se puede hablar de sus

valores propios, cuyos inversos habiamos llamado autovalores del problema de

Dirichlet del operador — ﬁAq en la region D. Sin embargo existe [; = lim,, A, ;.

Ignorando en las J,, las componentes que rodean a puntos de J se obtiene una familia
{5m} tal que D,,, T D. Estamos entonces en la situacion del punto i) y de manera que
|ID\D|=0,yvaleV(p,q) € DxD,Gumy(p,q) T G(p,q) > 0.
Como 0 < Gy(p, 9) < Gamy(, @) Y(p,q) € D X D, resulta alli

0 < G(p,q): = limy, Gy (@, q) < G(p, @).
Sea 0 < f(p) € L*(D) con soporte contenido en D,,. Sea f = f en D, f =0 en J. Si

definimos  Up,(p): = [, Gemy(®@, 0)f (@) k(q)dq y U'(p) = [, 6. 9)f(q) k(q)dq,

resulta Uy, (p) T U'(p) y limy, 0 ||Up, — U'll = 0. Vale entonces

0<U P <V®) =, Go,af (@) kig)dg = [5 G(p.q)f (@) k(9)dq =G(F) ().
U'(p) es una funcidn integrable definida en D. V es una funcioén continua en la clausura
de D, nula en el borde.

En D,,, m >n, tenemos —kf = AU,, y en D'(D,) tenemos AU,, —» AU’ Luego,
—kf = AU'en D'(D,,). Por tanto esto mismo vale en D'(D).

También —kf = AV (D'(D)). Por tanto A(V —U)=0en D(D) yV—-U =h ae.
donde h es una funcién arménica en D. Luego, a.e. U = U =V — h € C(D).

Como U es continua, 0 < U(p) < V(p) = (Gf)(p) si p € D. Por otra parte, U puede
extenderse como cero a dD pues V(p) € C(D UAD) yV se anulaen dD.

h puede extenderse a D como h (arménica) pues como 0 < h(x) < V(x), x € D, tiene
singularidades evitables sobre los puntos aislados de J. Pero h se anula en D por lo que
debe ser h(p) = 0, p € D. Luego, V = U en D.

Esta igualdad vale aun para cualquier f(p) € L”(D) de soporte compacto en D. En

consecuencia, Vf € L?(D): [, G(p,9)f(q) k(q)dq = [, G(p,)f (@) k(q)dq a.e. Por
tanto, G(p, q) = G(p, Q)Ipxp en L*(D x D).

Por lo dicho y utilizando una adecuada caracterizacioén de los valores propios, (ver §95

[RN]), se comprueba que los operadores G sobre L2(D,k) y G sobre L?>(D, k), deben

37



tener los mismos valores propios. Podemos ahora repetir los argumentos que probaron
(4) pero con [; = /Tj en lugar de 4; y G en lugar de G, QED.
TEOREMA 2. Si D € BNS es fi-conexa entonces la funcion continua H(p,p) es
absolutamente integrable, (cf. Def. 3 y Teor. 8 §4.2).

DEMOSTRACION. D € B asegura la existencia de funcion de Green y por tanto de la

funcion H(p, q). Vale |H(p, q)| < zilog% con M = diam D. Si I(p) = dist(p,]) y

q € ] = 0D entonces |H(p, q)| < —logm En consecuencia, |H(p,p)| < ilogi.

Por tanto, [ |H(p,p)ldp < [, log dp. Pero,

L(p)

di D dt di D dt
o Yogigsdp = Iy dp fiy = Tl Tesiondp = [y 1A@IE < 1(D).

Por tanto, [ |H(p,p)|dp < I(D)/2m < o, QED.
En el siguiente Teorema 3 D puede ser una regiéon muy general. El resultado no se
limita a regiones de Jordan como en [BP] y su demostracion comienza en la seccion
siguiente. Por comodidad supondremos el peso k en la clase Lip, (D, S).

TEOREMA 3 (Weyl-Carleman). Sean k(x) € Lip+(D,$) y D € B una region -

conexa con la propiedad S. Entonces, los autovalores del problema de Dirichlet para el

operador de Sturm-Liouville (- ﬁ)Ax verifican

5) A f, k(p)dp ~4mn.

De este teorema se deduce el, (cf. [BP] §3.0),

TEOREMA 4. Sean D € B y k(x) € Lip,(D,S). Si el contorno J tiene dimension de
Minkowski d < 2 entonces los autovalores de Au + Ak(x)u = 0,u € S(D), verifican
(5) paran — oo,

En efecto, bastara utilizar para su demostracion la siguiente proposicion, (cf. [BP]).
TEOREMA 5. Sid € [1,2) entonces dado € > 0 3t, = t,(e) < 1 tal que

vt € [0, ty(€)) se verifica |A(t)| < t" cualquierasean € (0,2 —d — ¢].

O sea, en el Teorema 4, D € S, © Sy se aplica el Teorema 3.

4.14. El nicleo de Green Gy (p,q;A) del operador - (A + Ak) para 1 <0 y sus
propiedades. Aqui A = —y? = —t, y > 0. Dados A, k(q) € Lip,(D,S), L:= A+ Ak
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es la perturbacion de A por el sumando Ak(q). Luego G, (p,q; A) sera el nucleo de

Green de —L. Sea {¢p,,} la familia de autofunciones del operador — ﬁAq. Como

—(A+ k)P, = (A, — Dk, el nicleo de Green Gi(p,q;A) debera satisfacer la
relacion: fD Gy (0, ; M) (q@)k(q)dqg = %. O sea, respecto del sistema {¢,,(q)} y el

Pn(p)
An—2"

DEFINICION L. G (p, ¢; 1): = X o (P)$n(q)/ Ay, — ).
Para A = 0 tenemos, segln esta definicion, G, (p, q; 0): = Y, ¢,,(p) P, (q) /A, por lo que

peso k, debera valer: ¢, (G,) =

Gr(p,q;0) = G(p, q), el nicleo de Green del operador —A. Entonces

=G0, +2 ) o) bn(@)/ OO = D) = G0, 0) + Fiep,4:2)

En vista de (v) Teor. 1 §4.4, F,,(p,q; 1) es acotada en D X D. G, (p, q; 1) es simétrica y
define un operador Hilbert-Schmidt en L?(D). De las definiciones resultan, para todo p

y todo n, los siguientes coeficientes de Fourier,

_ ¢n(p) _ A ¢alp) A0
(3) Cn(Gk) - An—l’ Cn(Fk) - In ln—/'l’ Cn(G) - In .

DEFINICION 2. (6"u)(®): = [, G (0, ¢; —t)u(q)da.

(F)(®):= [, Fe (0, a; —t)f (@)dq.
El operador Gt(l) puede escribirse como la suma de dos operadores Hilbert-Schmidt:
Gt(l) = G(gl) + F; y es completamente continuo de L? en L?. Mas aun,
TEOREMA 1. Gél) es completamente continuo de L?(D) en C, (5).
DEMOSTRACION. [BP], §3.1, Teorema 1, QED.

Por otra parte tenemos,

o ($50) _ 84000
> )=z

A% A%

¢n(p)+¢n(p’) |
n

¢n(p)_¢n(p’)| <
Tn

/2

_ N2 1/2 1
< 20 (3 |25 2001) - < 20Tl (116G, @) - 6", )Ida)

2 —
Por tanto, ), @| € Cy(D) . Del teorema de Dini sigue que
n

Pn

2
) ! 0, uniformemente para N — oo.
n

(4) XN

Yoo 48a(®) $a(@)

Se deduce que si T < A < 0 entonces
An  An—24

<eparaN > N(gT), y
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que vale el

TEOREMA 2. Fi(p, ;1) = 27 “22 228 € ¢(D x D x (~0,0))) y

F,(p,q;A) =0sip € dD o q € dD.

Ff() =], Fe(,q—t)f(q)dq, es un operador acotado de L?(D) en L*(D). Del
Teorema 2 sigue que F, es un operador completamente continuo de L2(D) en Cy (D).
TEOREMA 3. Gt(l) es un operador completamente continuo de L?(D) en Cy(D).
TEOREMA 4. El operador Gt(l) tiene las siguientes propiedades 7)-vi).

i) Siu € Cy(D) vy, en el sentido de D'(D), vale Lu = (A + Ak)u = f € L?>(D), entonces
para todo p € D, u(p) = ~Gf(p) = ~ J,, G @, 4: Df (9)dg.

ii) G (p, q; 2) = Gy (g, p; A) paratodo (p,q) € D X D.

iii) Si f € L*(D) y u(p): = —(Gt(l)f)(p), p € D, entonces u € Cy(D) y en el sentido de
las distribuciones en D: Lu = f.

iv) Para cierta constante ¢; = diam D vale —||Fy || < G (p,q; 1) < logh;TIq| :

V) fD |Gr(p, q; A2k (q)dq y fD |G, (p, q; A|?>dq son uniformemente acotadasen pe D .
vi) Gr(-,; ) € L*(D X D; k X k).

DEMOSTRACION. iii). De (3) y (4) obtenemos: u(p) = — Y. ¢, (- )‘i”(z;), donde la

seriec converge uniformemente. Como —(A + Ak)¢,, = (4,, — Vk¢,, obtenemos, en

DI(D)7

u=—(+ ) (~w) = kocn (L) = k.2 nca (L) = kL= 1.

i) Sean f = Lu, v = =GV f. Poriii), Lv = =L [ Gy f dg = f (D'(D)) y L[v —u] = 0.

Como v — u € Cy(D), de la siguiente Proposicion 1 obtenemos v = u, QED.
PROPOSICION 1. Sea u una constante real, ® € Co(D) y (A+ Ak +p)® =0
(D'(D)). Entonces ® € S(D) ysidk+u<0,d =0.

DEMOSTRACION. Tenemos, —A® = (Ak + u)® € L®. Luego, E * (Ak + )@ € C*
(Cap. 0 [BP]) lo que implica ® € C' y (1k + p)® € L* N Lip,,,. Otra vez del Cap. 0
[BP] obtenemos @ € C?. En consecuencia, ® € $(D) y —(A + Ak)® = u®d en sentido
ordinario. Si ademas Ak + u < 0, del Teorema 2, § 0.4.1, de unicidad y continuidad,
obtenemos ® = 0, QED.
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PROPOSICION 2. Un ntcleo G, que satisface iii) y vi) para toda ¢ € Cy° (D) es unico
con esas propiedades.

DEMOSTRACION. Sean 4 y B dos niicleos que satisfacen la hipétesis y ¢ € CT(D).
Se tiene u = — [ Ap, w = — [ B¢ ambas en Cy(D). De (A + Ak)(u —w) = 0, por la
Proposicién 2, obtenemos u = w. Luego, [ (A — B)¢pdq =0, por lo que
(A—B)(p,;A) =0 (L?). Por tanto, A = B a.e., QED.

DEFINICION 3. Definimos el dominio del operador diferencial —(A + k) en D
region fi-conexa regular, 1 < 0, como Dy, 3, (D) = D,(D) = {u € Cy(D): Au € L?}.

De las NOTAS del §4.4 deducimos que el operador diferencial —(A + Ak) con dominio
D2k €s un operador cerrado. Ademas es biunivoco, pues si u € Dy, 3, (D),

(A + Ak)u = 0, entonces, por la Proposicion 1, u = 0.

TEOREMA 5.Si 1 = —t < 0 entonces (A + Ak)D, = L? y para toda v e L*(D),

(8 + ) ) @) = —(67v) () = — [, Gilp, g —t)v(g)da.
DEMOSTRACION. Por definicién de Dy, (A + Ak)D, < L2

(A + Ak)D, = L2: iii) del Teorema 4 junto con el Teorema 3 dicen precisamente que si

v € L? entonces u = —(Gt(l)v)(p) € D, yque Lu =, QED.

En otras palabras, —Gt(l) es el operador de Green de A + Ak y —G(p, q; 1) es su ntcleo
de Green.

PROPOSICION 3. Son equivalentes las proposiciones a) y b) para A = —t < 0:

a)® €2 & =uGc o, YD €S, —(A+ AK)D = ud,

c)sip < |Alk, A <0y vale a) entonces ® = 0.

DEMOSTRACION. Basta demostrar la equivalencia para u # 0.

b)=a). Sea ® € S(D). Si (A + k)P = —ud, de i) Teorema 4 obtenemos

o = Gt(l) (u®d). Por tanto, ® = yGt(l) (D).

a)=b). Sea P EL*y ® = Gt(l)(,uCD). De iii) T.4 sigue que ® € Cy(D) y también que
(A+ Ak)D = —ud (D'(D)) . De la Proposicion 1 sigue que @ € S(D) y que

—(A + Ak)® = ud vale en sentido ordinario, QED.

4.15. Aproximacion del nicleo de Green G, (p, g; A) por la funcién de Kelvin K.

Sea K, la funcién de Kelvin: K, (1): = floo e "t (t? — 1)7Y2dt, r > 0, que satisface

(1) Ko(r) =—=logr+ (1 —1Iy(r))logr + P(r), con P(z),I,(z) enteras en z2,
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y verifica Ko(r) < e 2Ky(r/2).
e—t/2
—

Parat > 0 vale 0 < —Ky(t) < C;

I, es una funcién de Bessel modificada. De (1) obtenemos

Ko(lx]) = —log |x| + Q(lx]), donde Q(r) € €*([0,0)), Q(Ix]) € C*(R?).

Entonces, la funcién en g parap € D, iKo()dP —q|), es tal que

—Ko(xlp — ql) +5-loglp — ql € C(D),
y se sabe que en D'(R?) vale, ([S]),
2) _(Aq _XZ)%KO(X“?—CID =5p-
DEFINICION 1. Paral = —y2 < 0, w > 0, definimos
HY (0,4 1) = =G (0, 4 1) + = Ko Qwlp — qI)

= —F(p,q¢; 1) + {%KO(XW“U —ql) = G(p, q)}.
Escribiremos cuando no haya lugar a confusion H(p, q; A), o simplemente H, en lugar
de HY (p, q; A). Por lo dicho, H(p, .; 1) es continua y acotada en D.
De la definiciéon de G y de las formulas (1)-(2), se deduce la siguiente
PROPOSICION 1. H (p, q; —x2) € C(D x D x (0 < y < ) x (0 < w < 0)).

Tenemos entonces las siguientes relaciones donde £ = A, + Ak(q),

3 Gog)=KGwlp—ql) —H¢@.q: 1) = G(p,q) + Fe(p, 4 A)
HY (0, q; 1) = HY (q,p;A), (».q) €D XD
@) L(H) = =A(w? = k(9)) 5= KoQrwlp — ) enD'(q € D)

~ 1 ~ ~
Hy (0,3 1) = - KoGewlp — gD, (p,§) € D x 0D
Es solo necesario verificar la segunda igualdad que demostramos a continuacion.
1
TEOREMA 1. L(H) = y?(w? — k(q))EKO()(WIp —qD.

DEMOSTRACION. Como (A + 2k(q))pn = (A = 2)k(@dn v AqG (0, q) = =5,
en D'(q € D), resulta que
(8q + 2k(@)) (=Gi(p, @: D)) = =(8q + 2k)(G(D, ) + Fe (0. q; 1))
=6, — k(q) [6(. q) - Z,‘;‘;l%f"m)] = 6p
O sea, —L(Gy(p,-; 1)) = 8, D'(D). Luego, A,Gy = =8, + k(q)x>Gy.

Por (2) vale también A, G, = =6, + x*w? %Ko()(wlp —ql) — AgH.
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De las dos ultimas igualdades obtenemos en D'(q € D),

1
(8, — x%k)H = XZWZZKO(XWIP —ql) — k(q)x?Gy — x*kH; por tanto,

1
L(H) = Ly(H) = x*w? —KoGwlp — ql) — kx*(Gy + H), QED.
Puesto que k € Lip, (D, S) existe a tal que k € JI,(D) y para cierta constante M vale
lk(®)-k(q)|
(5) M(p) = SqueD\{p}ﬁ =M < .

Tenemos entonces la siguiente estimacion de L(H}') y paraw = /k(p),

TEOREMA 2. L(H“®) < ¢o x>,
DEMOSTRACION. Por Teorema 1 tenemos,

L (%@) = x(k(P) = k(@) 5= Ko(xsk@)Ip — ql)
= y2@ (k(0)—k()) ) {k(p;“/z (Xq/k(p”p _ ql)“il(o()(,/k(pﬂp — q|)}

lp—ql*

Luego, sip,q € D,p # q,
a
(0, 4:0): = iz (kD) = q1) 5 Kok ®)Ip = ql).

entonces

N —q |[k(p)—k -
|L(Hk (p))| =x* a%-r(p.q:l) <" M@) (P, q; D).

t*K,(t) es una funcion acotada en (0, ) que tiende a cero para t — 0. Luego,

(6) 0<7(p,4:2) = 1 (W/KDIP — a1) " 52 Ko (@ Ip — qI) < €' < o0,

En consecuencia, [L(H)| < C'My?~% = Cyx?™¢, QED.

4.16. Estimaciones de la funcién HY (p, q; —x%), w = \/k(p).
NOTACION. C, y a tendran aqui el significado del parrafo anterior.

Co

Sean 0<B<a a=aly) =yx 5 y= PR

h un nimero positivo fijo.
Sea u(q):= HY (p,q; 1) + a(x). Vale para p fijo,

L) (q) = LH + a(x) = LH) + Ak(g)aly) = LH) — x*k(q)aln).

X“‘f”k(q))

Entonces, por Teorema 2 §4.15, L(u)(q) < x?7%C, (1 —

Si x es tal que y*# > h tenemos f(q) = L(u)(q) < 0.

Peroen g € D, u(q) = H;, k(p)(P,CNI;A) +a(y) > 0.
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Luego, o bien u > 0, o por b) del Principio General de Maximo® resulta
minﬁ(H + a()()) = minyp (H + a(y)) < 0, absurdo.

H‘/ ®)

En consecuencia, (p,q; 1) = —y/x? para todo q € D y por tanto para todo

(p,q) € D x D, que es la segunda desigualdad del siguiente

Co

TEOREMA 1. Sean [(p) = dist(p,dD), Y =

0<p<a pgq€D, h un

1
niimero positivo, y = h*£. Vale

- Jk
v~ F + = K (fk@IP) = B P w.q:2) = —yx P
DEMOSTRACION. Veamos la primera desigualdad. Si utilizamos a(x):= —yy~*
obtendremos A,u(q) + Ak(q)u(q) = L(w)(q) = 0.

Queremos demostrar que se verifica

() u(@) = B, q: ) + a) < = Ko (/D).
Si maxp(H + a(y)) <0 vale (1). Si maxz(H + a(y)) > 0, por a) del principio

general de maximo, maxyp (H + @) = maxp(H + a).
Perosi g € aD, H,;/m(p,q;l) +a(y) < H,‘C/W(p, q;A) =

= — Ko (x/k@)Ip — 1) < 5= Ko (k@)1 ().
Esta ultima cota resulta de la monotonia de K,. Por tanto wvale (1). Luego,
1P (0, q:0) < vx P + = Ko (R KDLP)). QED.
TEOREMA 2.Sean 0 < f < a (< 1), p € D, l(p) = dist(p, dD). Entonces valen

) BP0, p—x?) € C((p, 1) € D x (0,0)),

ysiy > has (> 0),
.. k k _
i) —228 -8 < P, p;—x?) < 28B4 L (nKkDIP))-

hinfk hlnfk

*Principio General de Maximo, ([BP] §0.4.2). Sea D una regién, L(D) 3 c(x) < 0y sea
u € C(D) tal que Au + c(x)u = f(x) en D'(D) donde f € L*(D).

a)Si f(x) = 0y M = maxp u(x) > 0 entonces M = m = maxyp u(x).

b) Si f(x) < 0y ming u(x) < 0 entonces mingp u(x) = ming u(x).

¢)Sic(x) =0y f(x) = 0 entonces maxp u(x) = maxyp u(x).

d)Sic(x) =0y f(x) < 0 entonces ming u(x) = mingp u(x).
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DEMOSTRACION. i) sigue de la Proposicion 1, §4.15. ii) es exactamente el Teorema 1

con g = p donde se muestra el rol de h en el factor de y =7, QED.

4.17. La funcion F(p,p; A). Para demostrar el teorema de H. Weyl en el problema
clasico de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville con peso k(x) € Lip,(D,S),

D € B N S una region n-conexa, estudiaremos la funcion F (p; 1) = Fi(p, p; A).

Valen, Z%<00, Y1en(Apy1 —Ay) = 0o, (ver figura). Luego, para infinitos n:

_ Ans1tidy
—2 .

/12 < Ap41 — Ay, Definimos, Q: = {n:ﬁ <Api1— 4 }y paran € Q, R,:

SiA €T, ={A:|1] = R,}, vale
Ans1 < 2R, = 2|4|. Como

1/nsr = ) < (Ansy1)? tenemos

An | | An
max;, [——| < max
h|/1h—/1 = P an-Ryl =

A 21
< n+1 n+1 < 2).3 < 16|21 3.
An+1—Rn Any1—An n+l 1Al

Luego, si A € [, vale:

|41
A

0<|<xm

An
——A)Am| Sz maxh| | <16

An-2

Recordemos que

Fe(p,q; A) = /12§°=1 ¢j(P)¢j(Q)/(/1j(/1' - ).

Sea p € D. Puesto que F(p; 1) = —Z] L 81 (:))j sigue
LHO) "
(1 |F(p; DI < 16]4]* 272, ’; <C'AI*, A€, neQ=Q(D).
J

Por otra parte y para w = /k(p) obtenemos del §4.15,
Fp; 1) = {% Ko k@)lp — ql) = G(p, q)}qu - 1P, p; 1)

donde d = P(0)/2m y H(p,.) es la funcion armodnica asociada al nicleo de Green G.
De (1) y el Teorema 2 §4.16 obtenemos entonces el siguiente resultado,

TEOREMA 1.Si10 < 8 < «, x% B > h, entonces

Fi2) = S = ([~ 2+ d+ )| - 582 — 1 P, ),

i—A)(2j/2)
k G - L

; @, -A)| ShTOka B +§KO()(,/k(P)l(P)).
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4.18. La funciéon ¢(p;s) =27 /1]-"5¢f (p). Definimos, para n € Q, la curva C,, como

en la figura del §4.17 y donde a € (O, %). Sea s un nimero complejo con Re s > 6.

Estudiaremos para estos la funcién

. 1 da

(1) ¢(p: S) = llrnn—wo —%anF(P} A)F
— R HO I LHO)
- Tlll—{rolo 2miJen 2s Oy 2,04, )d’1 limy, 00 X2,5r, — 55— o

Como |F(p; )| = 0(1)|A|%, (cf. (1) §4.17), 1a integral sobre T, en (1) es 0(A;1).
Luego, siRes > 6,

@ o FOD % = 5, L2 iy B, B nsenme
Pero, —fcn\FnF(p;)L) - [2F(; te‘l”) m) cdt+ [” _F(p; ael"’) up) ido +
+f F(p; tel")( m)
= [ F(p;—t)t=5(e"™ —e=m)dt + [ _F(p; ae®)(ae?) " idg
Luego, como Re s > 6, lim,,_,c _ﬁan\Fn F(p; 2) j—j =
= R [PFp; -t dt +—[" F(p;ae™) (ae')dg.
El altimo término define una funcion Z,
(3) 2nZy(p;s) = f_n<(p<nF(p; aei®) e(l—S)Log(aei“’)d(p -
= [ repen o (2-5)Log(ae’®) 230:1% —y ¢n(p)f K(pq%‘fire% 0

La ultima integral, si s varia en un compacto K, es en mdédulo uniformemente acotada
enny s puesto que

| [ | < 21 2 q2Re(s)plm)| < (477¢2)q Re() omlm(s)],
—-T<P<T An—a

Por (v) Teorema 1 §4.4 tenemos,

@ |Zo(p;s)| < (2a2 y ¢i§p)) a~Re® prlm©)| < (242¢2)q Re(s) pmlim(s)],

Luego, si s € K entonces |Zy(p; s)| < C(K)a Re®),

Ademas la ultima serie en (3) converge uniformemente en p €D y s € K (cf. (4)

§4.14). Por tanto Z,(p; s) es una funcién continua en (p,s) € D X C y analitica entera

en s para cada p € D. Entonces, para F(p; 1) = Fi.(p,p; 1) vale el
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TEOREMA 1. Si Re s > 6 entonces

(5) G@;s) = limy,o —— [ T80 a3

2mi“Cp AS

2' (o]
= Zﬁl% = Ser:n fa F(p; —t)t™5dt + Zy(p; s),
J

donde Z,(p;s) € C(D x C) es analitica entera en s para cada p € D.
TEOREMA 2. Para cadap € D y con Z(p; s) holomorfa en Re s > 1, vale

(6) d(p;s) = + Z(p; ).

41 (s 1)
s 2
DEMOSTRACION. La serie en (5) es igual a };7° % [e‘(s_z)]“’g ln]. Esta es una
n

funcion holomorfa en Re s > 2 pues el corchete es holomorfo y uniformemente acotado

ennyssiRes > 24 &> 2. Por otra parte se tiene por Teor. 1 §4.17,

1 log k k
N Fid) = -2+ d+Hp,p) - 2| - 1", p; ).

a-B
ysiseelige h < a z entonces dicho teorema se aplica con t = y? > a.
Luego, para Re s > 2,
®) [ F@p-ttdt =
o H‘ k®)

wlog\/E logk(p) OOdt (».p;—t)
= |- [P de + (d + Hp,p) — =222 [ 5| — [ 2P
VE®)
o Hy -0
=L(p;s) - [, - dt.
El corchete L(p; s), luego de las integraciones, se reduce a:
Loy — (JogVa 1 d+H(pp) | logk®)) 1-s
©) L(p' 5) = (Zn(l—s) 41(1-5)2 1-s + 41'[(1—5)) a
En el §4.19 se demuestra que la funcion
e
)0pi-)
(10) 0.(p;s) = | Be PPTD gy,

tS
es, para cada p € D, una funcidon holomorfa en Re s > 1.

Entonces esto mismo vale para ¢(p; s). Del Teorema 1 obtenemos:

() $s) = 2T L(p;s) + (=220, (p;5) + Zo(; ).

Luego,

(12) ¢ s) = —+Z(p;5),

sen s1

(sn)

donde T es el residuo en s = 1 de la funcién meromorfa — L(p;s),s € C, que tiene

un unico polo en C. Este residuo vale,
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)sen ST sen s 1-s __ 1

L(p;s) = limg_,, — e n% T

T =limg,, (s—
Luego,
(13)  Z(p;s) = {2 L(p;s) -
es para cada p € D, holomorfa en Re s > 1.
+Z(p;s), QED.

Vk®)

4n(s—1)} + ( =220, (p;5) + Zo(p; 5))

Por tanto tenemos ¢ (p; s) = p (S 5

4.19. Integracion de las funciones H(p,p)t™* y H,, (p p; —t)t*. El objetivo es
integrar estas funciones sobre D X (a, o) respecto de la medida k(p)dp X dt.
TEOREMA 1. Sea k(x) € Lip,(D,S) y D € B NS una region fi-conexa.

Entonces,

a) H(p,p) € L'(D; k),

b) 6y(p;s):= faoo H(p,p)t~*dt es tal que (sen sm) [ 6,(p; s)k(p)dp es entera.
DEMOSTRACION. a) se probé en el §4.12, Teor. 2.

b) Tenemos para Res > 1, faoo H(p,p)t™5dt = H(p,p) g Integrando esta ultima

expresion sobre D obtenemos una funciéon holomorfa en Res > 1. Luego,

1—s Sén sm

f H(p,p)k(p)dp se prolonga a una funcion entera, QED.

TEOREMA 2. Sean k(x) € Lip,(D,S) y D € B NS una regién fi-conexa.
Entonces’ k € Lip, (D) N JI,(D) y valen

m(pp t)’

1)w_f dpfoo‘ dt < o,

i) 6:(p;2):= f;o H) (@) (p,p; —t)t™%dt y fD 0,(p; z)k(p)dp definen funciones
holomorfas en Re z > 1.

iii) [ b 01 (p; z)k(p)dp puede extenderse como una funcion continua a Re z > 1.
DEMOSTRACION. i) Por hipétesis 1 = ['|4(t)| 2252 gt < oo, M = diam D.
Tenemos, por Teorema 2 §4.16 ycon 0 < f < a,

ooIH(pp -t)| o Co(k) dt 1 ) dt _

| wdt (o ,
= CZ(ff'f Bl +omdp P fa %fl(,,) (—K5(\/tkG)w) )tk (p)du = A + B.

A es finito y de las propiedades de K, enunciadas en el §4.15 se deduce que

3 Por el Teor. 5 de la Introduccion existe a € (0, 1] tal que k € J1,(D).
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B <f dp f;dt.ﬂ?p) C1 \/tlnf du —f dp f:?dffooQ ——\/tm I{I(p)<u}du

Cambiando el orden de integraci(')n y usando la hipotesis sobre D, resulta,

_uvtinfk
f;bdtfoo(]l f IA(u)ld f : %
o _uVtinfk g, o _ Nsinfk 4 o0 st
Per0fa e 2 —= e 2 ?—finf{l,auZ}e 2 = <
1 \/SIT
< Jinfrau) s +f e 2 ds=Log" (—) + C < 2|Logul| + C, . Luego

B < [ 2|Logul + C)du < .

i1) Una aplicaci()n del Lema 1 §0.2 [BP], o bien, por ejemplo, de la Proposicion 1 §4.15
y de [Cp] §5.5 obtenemos que 6;(p;z) y fD 0.(p; 2)k(p)dp son holomorfas en
Rez > 1.

iii)) Sico > T >t > a > 0 entonces | - 1| < e si|Rez — 1| < 4. Por tanto, para

tRez—-1
T bastante grande (T o) tenemos
VEk(®)

oo Hy, (PP, t) oo Hy 7 (p,pi—t)
Jy dp [, F——F——dt— [, dp [, | S
V()
S fD dp fa ‘ tl | tRez—l - 1| dt
g k@ Takat

®pi—t) P wpi-t)
<ef dpfzwdt—l-z_f dp f # dt < ew + 0(1), QED.

TEOREMA A. Sean k(x) € Lip,(D,S) y D € BN S, una region fi-conexa. Entonces k € Lip, (D) N JI, (D) para

ciertoa. Si 0 < § < —— mf{a &) y 0:(p;s) = f H‘k(p (p, p; —t)t~5dt valen
V@
o |H (p.p;-t)
D, dp/, —| | < oo,

i) 0,(p;s) y fD 91 (p; s)k(p)dp definen funciones holomorfas en Re s > 1 — 4.

DEMOSTRACION. i) se demuestra como i) del Teorema anterior. Por hipotesis |A(w)| < Buf. Usando § tal que
0 < 28 < B < a tenemos

fy dpf7 '”(ffs”'dtq dp [ Epmat + -, dp [ Ko (k@) o5 =
=0(1) +5- f dpfw:ts lz;)(—l(o(dtk(p)u)),/tk(p )du.

La triple mtegral no supera a

o dt oo C ——x/t—f o dt oo C ——\/t—
f pf t1- 15 l(p):o " du = f dpf t1-6 ” nf I{l(l’)<u}du
Cambiando el orden de 1ntegracwn y usando la hipétesis sobre D, resulta,
m
o dt o dt uvemti
fa t1- Jf fa t1- Ef ul s du'
Vtinf L .
Seav = % La tltima 1ntegral doble es, salvo factor constante, menor o igual a

oo dt
fa_ t1- Jfo pl- sts/z Tz AV = 0(1)f t1- 5+£/2 < oo,

ii) De i) sigue, como antes, que fD 0,(p; s)k(p)dp es holomorfaen Res > 1 — §, lo mismo que 6;(p; s), QED.
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4.20. La serie de Dirichlet Y7, 1° = [ ¢(p; s)k(p)dp. Dado que Y"1 < oo la
serie Y.o—1 A" converge si Re s > 2.
Vimos que para Re s > 6 vale, (cf. Teor. 1 §4.18),
(1) ¢@is) =27 [ F(p; —t)t—"dt + Zo(p; s) = por (8) y (9) §4.18) =
_ [_ log/k(p)a N
2m

1—g Senms

N 4—11(5—1)] a m(s—1)

o' dat
+2 [P (Hp, p) — H®,p; =) 55 + Zo (03 5),

donde d es una constante. Como

sen s

=—14+G-D[F] y a2 =_14¢(s—1)+ (s—1)%entera,

m(s—1) m(s—1)
obtenemos
2) D(p;s) = T, L2 =
M(S D [(Log k(P))Z4(S) +Z3(s) + Zy(p; 5)] + 225 (6o(p; s) — 01(p; 5)),

donde Z5(s) y Z,(s) son analiticas enteras, Z,(p;s) es entera para cada p € D por el
Teorema 1 §4.18 y 8, — 6, representa a la ultima integral, (cf. Teoremas 1y 2 §4.19).
Integrando respecto de k(p)dp obtenemos,

(3) Y1 dn® = [, ¢ $)k(p)dp =

_ _Jkdp
- 41(s—1)

= Jkdp _ Ser:ﬂfel(p; s$)k(p)dp + [entera ens+ [ Zy(p; s)k(p)dp] =

41(s—1)

Sen s —Sen s’

[f (Zs(s)log k + Z3(s) + Zy(p; s) + Ho)kdp] + J, 61 kdp

Ane (2-5) Log(aeiv)

_ Jkdp  sensm
= fﬁl(p, s)k(p)dp + enteraens + — 2,12 f( o) —An—aeiv dv
kd .
= 47{(s—p1) — Ser:n fD 0. (p; s)k(p)dp + analitica enteraens =
_ Jp kdp

e T I
g(s) es holomorfa en Res>6 1y, por el Teorema 2 §4.19, prolongable
holomorficamente a Re s > 1 y continuamente a Re s > 1.
Sea g, la abscisa de convergencia de Y.;—; A,°. Recordemos que D es regular, pertenece

a Jl, para cierto a € (0, 1] y tiene la propiedad S. Hemos probado entonces i) del

fD kdp

en Res > 6 es una funcion holomorfa
4mt(s—1)

TEOREMA 1. i) g(s): = Y%, ;5 —

prolongable como tal a Re s > 1. Es también prolongable continuamente a Re s > 1.
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L[ kd
ii) o, = 1. O sea, paraRes > 1vale Y51 1;,° = szl P + g(s).

s—1
DEMOSTRACION. ii). Sabemos que o, < 2. Un teorema de Landau sobre series de

Dirichlet con coeficientes positivos afirma que en la abscisa de convergencia de la serie

la funcién definida por ella no es holomorfa. Luego, o, = 1, QED.

La abscisa de convergencia g, del teorema precedente depende exclusivamente del comportamiento de 6, (p;s), y
este a su vez mejora con la mayor regularidad del borde de D. En efecto, usando el Teorema A del §4.19 se obtiene,

Jp kdp

TEOREMA B. Sean k(x) € Lip,(D,S) y D € BN S, una region fi-conexa. Entonces, g(s) = Y%, 175 — o)

en Re s > 6, es una funcion holomorfa alli prolongable holomorficamente a Re s > 1 — inf (%, g) .

Las familias S, crecen de la siguiente manera: S; C - C Sg4, € -+ C Sg C -+ C §, pero los semiplanos calculados
de holomorfia de g, para « fijo, decrecen como

1 . 1 .
{Rez > E} ) {Rez >1- 1nf(%,;)} DD {Rez >1—inf (%é)} >--D{Rez>1}.
Las g correspondientes son todas continuas en {Re z = 1}. El caso @ = ¢ = 1 se presenta en regiones de Jordan con
contorno rectificable y k = 1. Ademas su semiplano {Re z> %} es optimo, (Teorema 1 §4.5).

4.21. El Teorema de Weyl-Carleman cuando D € B N S. Sean k(x) € Lip, (D,S’ ) y

D fi-conexa. Definamos: N(x) = 0six < A;, N(x) =nsil, < x < A,4,. Entonces, la

serie Y y—q A,° puede escribirse como faoo %dN (x), (aun si A; es multiple). Aplicando el

teorema tauberiano de Ikehara (cf. [C], [I], [BP] § 0.6) se obtiene Nix) o k(p)dp.

X—00 41T

NGn) _ n _ Jp kdp

En particular
p > An Ap nosoo 4T

. O sea, vale el Teorema 3 del §4.13: los autovalores

del problema de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville (- ﬁ)Ax verifican

M [, k(p)dp ~4mn.

El Teorema de Weyl-Carleman cuando D € B.

a) Sea D € W;({D,}) N B, k(x) € Lip,(D,S). Supongamos la familia aproximante
{D,} (c V) tal que {D,} c S.SivVnI(D,) <t < oo entonces D € Sy vale el Teorema
de Weyl-Carleman.

b) Veamos qué puede decirse en caso contrario.

TEOREMA 1. Sean k(x) € Lip,(D,S) y D € B una region fi-conexa.

YD EN.

2) Si |dD| = 0 entonces los autovalores del problema de Dirichlet para el operador de

Sturm-Liouville (- ﬁ)Ax verifican A, [, k(p)dp ~4mn.
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DEMOSTRACION. Vale D € W;({D,,}) con {D,,} una familia de regiones fi-conexas
poligonales, por ejemplo obtenidas a partir de un refinamiento de cuadriculas. Las
regiones D,, tienen la propiedad S;. (Si sup long dD,,, < oo estamos en el caso a)).

Pero en este caso, por el Lema 1 del §4.11, resulta D € V. Por otra parte, existe una
familia semejante {Dm} tal que D,,, | D. Podemos ahora, recurriendo al Teorema 1 §4.9,

repetir los argumentos del Teorema 8 §4.1 para obtener,

11m/1— - 11m < —faD k(x)dx, QED.

n
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APENDICE Parte III.
TEOREMA 1. Sea D una region de Jordan 7i-conexa.

La funcién de Green para D es G(x;&) = s(x;&) —H(x; &) = ilog 1€| — H(x;¢).

[x—

Para (x,§) € D X D, M = diam D y l(x) = dist(x,dD) vale

0l, |VeH|"dg = [f, {(37”)2 + (%)Z}dfl dg, < 1og% < oo

DEMOSTRACION. Para x € D, fijo, y £ € D, definimos

1 1 .
I{ZlOgW silx =& <1l(x)/2
§(x;8) = ) :
Eloglx—fl silx =&l =>1(x)/2

Sea Y (x) = {&:|x — &| = l(x)/2}. El conjunto X es de medida plana cero.
Sea B = {&:|(x — &| < I(x)/2}. La funcion 3(x; &) es armoénica en & € R? \ X. Vale
paraé € D\ 2,
(1) 2divg ((H(x; &) = 5(x;§))VeH (x; E)) =
= [VeHx O = Vs O + [VeH () — Vesx: ) 2
> |VeH(x; )| = |Ves(x; ).
La funcion H(x;&) —5(x;&) es continua en § €D y nula en & € J. Utilizando el

teorema clasico de Gauss, si es posible, vemos que la dive en la expresion (1) tiene

integral igual a 0. Por tanto obtenemos,

0> ff) [VeH@:©)|" dé — [, [Ves(x: )| de.

De aqui sigue (un caso particular del Principio de Dirichlet)

@) [, [VeH ;)| dé < [[ 1V5(x; £)12dE.
Como

2M

Jf, 95 ) ds = it (2) rr = log (22) < e,

sigue la cota,

2M

3) [I, [VeH(x ©)|” dé < log (E) < .

Para justificar la aplicacion del teorema de Gauss, sea {D,,} una familia de regiones de
Jordan 7i-conexas formadas por cuadrados de refinamientos de un reticulado formado
por paralelas a los ejes tal que D © D,,, D,, T D, M,, = diam D,, < M. Podemos suponer
que B c D,, para todo n.
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Por el principio de reflexion la funcion en &, H, (x; &) — 5(x; &), puede extenderse
armonicamente fuera de D,,, al menos para todo punto que no sea un vértice de dD,,.
Como 3(x; &) es arménica en € € R? \ X, también H, (x; ¢) puede, en la misma forma,
extenderse armonicamente fuera de D,,. Ahora es legitimo aplicar el teorema de Gauss y

se obtiene

(3 [y, |VeHn (i O d < log (22) < log () < o0

Por el Corolario 2 y el Teorema 3 del §4.3 tenemos para0 < j T ooy & € D,,,

Gn+j(68) =56 8) —Hpy j(6 ) TG 8) =s(x; &) — H(x; §).

Luego, para § € Dy, Hyyj(x;8) L H(x; &) sij T oo,

Por el teorema de Harnack la convergencia es localmente uniforme sobre D,. Y de la

OHnyj OHnyj

, a las derivadas primeras
28, ' 0, p

misma manera convergen las derivadas primeras ——

aH aH
651 afz

I |VeH (x; H)|” d& <lim infffDn+_|Van+j(x; 9| d¢ <log (,( ))

.Sea K = K c D,,. Por el lema de Fatou y (3”) tenemos,

En consecuencia, [f, |V¢H (x; €)|2 d¢ <log (l(x)) QED.

PROPOSICION 1. Sea D una regién de Jordan /i-conexa de contorno C. Supongamos

@ € Lipy(D). Entonces, w(€) = [[ G(x; €)@ (x)dx € Hy(D).
DEMOSTRACION. Llamemos

1
v(§) = [[ o) logi—dx. u(®) = [ Hx; e (x)dx.

Para probar que w € H(D) bastard ver que v y u pertenecen a ese espacio. Por el
Teorema 1 §0.2 [BP] sabemos que v € C1(R?), por lo que v € H1(D).

Por el Lema 1 §1.6 [BP] tenemos ;Tu &= ff (x &) (x)dx. Luego,

2
Veu|* = (VeH)pdx| < lloli3 ffsupp(p|V;H|2dx.

De aqui, usando la Proposicion 1 y el teorema de Fubini sigue:

11, 1Veul”dg < lloli3 [f, (I, [VeH|" dg) dx < ligll3 ff, log s dx.

Como J es rectificable, si A(p) = {x : l(x) < p} entonces |A(p)| = 0(p), (cf. §4.1).

SUPP ¢

Luego, [ log@dx < I(D) < oo, (cf. demostracion Teorema 2 §4.13).

Por otra parte, H(x; &) es continua en D X D y por tanto acotada en supp ¢ X D, por lo

que u € L*(D). Luego, u € H1(D). Entonces, w € H1(D).
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Del Teorema 1 del Apéndice Parte II obtenemos w € H, (D), QED.

Hemos probado entonces la Proposicion 3 de ese Apéndice para D 7i-conexa 'y J € CL.
Se deduce como alli, (ver a) y a’) Teorema 2, loc. cit.), que vale la

PROPOSICION 2. Sea D una region de Jordan fi-conexa arbitraria y ¢ € Lipy(D).
Entonces, w(§) = [[ G(x; &)p(x)dx € Hy(D).

Como en el Apéndice Parte II se demuestran ahora las proposiciones siguientes,
PROPOSICION 3. Sca D de Jordan /i-conexa y ¢ € Lipy(D). Entonces, G € Hy(D).
TEOREMA 2. ® = G sobre L?(D, k).
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G
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ap ()
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