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The present work is in fact Chapter 4 of the memoir [BP] (2011), MR 2849990, Zbl 1234.35002 
by the authors. A corrected and slightly enlarged version of this memoir, entitled “Distribución 
asintótica de autovalores, Teoremas de H. Weyl y T. Carleman” (2012), has been published 
online in http://www.edutecne.utn.edu.ar/monografias.html. 
 
 

SUMMARY 

We consider only the differential operator െ ଵ௞ ∆ because it is sufficient for studying the 

distribution of eigenvalues of the more general operator െ∆ݒ ൅ ݇ଵݒ ൌ  cf. [BP], §3.11) ,ݒଶ݇ߣ
and §0.1). 
 
Section 4.1. We define the concepts of (plane) region, domain, ñ-connectedness, property ܵఌ, 
continuability of the weight ݇ሺݔሻ and the families of real functions Şሺܦሻ, ݌݅ܮ௟௢௖ሺܦሻ,݌݅ܮାሺܦሻ, ,ܦା ሺ݌݅ܮ  ሶܵሻ and Лఊሺܦሻ for ܦ a region. Also we state several theorems in the easier 

context of Jordan regions and prove some of them. Among others we prove a Proposition like 
this: if D is an ñ-connected Jordan region with boundary of measure zero and ݇ is continuable: ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, then the (classical) eigenvalues of the operator െ ଵ௞ ∆ for the Dirichlet problem 

on D verify 
௡ఒ೙ ՜ ׬ ௞ௗ௣ವସగ . We say that a solution of the Dirichlet problem is a classical solution if 

it belongs to  Şሺܦሻ ൌ ഥሻܦ଴ሺܥ ת  .ሻܦଶሺܥ
 
Section 4.2. Here ܦ is a region. We start distinguishing between Green kernel and Green 
function which is a function that verifies: 

,݌ሺܩ  ሻݍ ൌ ଵଶగ log ୢ୧ୟ୫ ஽|௣ି௤| െ ,݌ሺܪ ,݌ሺܪሻ; ∆௤ݍ ሻݍ ൌ Ͳ on D, ܪሺ݌, . ሻ א ,݌ഥሻ; if ሺܦሺܥ ሻݍ א ܦ ൈ  ܦ߲

then 
ଵଶగ log ୢ୧ୟ୫ ஽|௣ି௤| െ ,݌ሺܪ ሻݍ ൌ Ͳ.  

We say that ܦ א  or that D is regular, whenever D has a barrier function at any of its ,࡮
boundary points and that ܦ א  if D admits a Green kernel. This basically means that the ࡳ

integral operator ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ߶ሺݍ  with a kernel ܩ א  ଶ (and other properties) is the inverse ofܮ

the differential operator െ∆, (݇ ൌ ͳ). 
For any region: ܦ א ࡳ ֜ ܦ א  On the other hand for ñ-connected regions it holds that .࡮
ܦ  א ࡮ ֜ ܦ א ܦ because ࡳ א  implies the existence of a Green function that is also a Green ࡮
kernel. And also that ܦ ഥא  has isolated points (a finite number of them ܦ߲ if and only if ࡮
because of the finite connectedness). 
 
Section 4.3. We introduce the generalized Green function ԭ஽ሺ·,·ሻ for D a region. ԭ஽ is a 
symmetric positive function that increases with D such that if ܦ א ,݌then ԭ஽ሺ ࡮ ሻݍ ൌ ,݌ሺܩ  .ሻݍ
By definition it is an application ԭ஽: ܦ ՜ ሺെ∞, ∞ሿ such that for ݍ א  :verifies ܦ
(a) ԭ஽ሺ·, ܦ ሻ is a harmonic function onݍ ך ሼݍሽ such that for any ߝ ൐ Ͳ it is bounded on ܦ ך  ,ሻݍఌሺܤ

(b) ԭ஽ሺݍ, ሻݍ ൌ ∞ and if ݌ ՜ ,݌ԭ஽ሺ ,ݍ ሻݍ ൌ ଵଶగ log ଵ|௣ି௤| ൅  ܱሺͳሻ, 

(c) ݌ ՜ ֜ ߞ ԭ஽ሺ݌, ሻݍ ՜ Ͳ for nearly everywhere ߞ א   .ܦ߲
Nearly everywhere (n.e.) means everywhere on ߲ܦ except for a set ܧ ؿ ,݌a Borel polar set. ԭ஽ሺ ܧ ,ܦ߲  .ሻ exists and is unique whenever D is a regionݍ
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Section 4.4. We assume that ݇ א   .is an ñ-connected regular region ܦ ሻ and thatܦାሺ݌݅ܮ

If  ିܦ ∆ೖሺܦሻ ൌ ሼݑ א :ഥሻܦ଴ሺܥ ݑ∆ א ;ܦଶሺܮ ݇ሻሽ and ۵ ሺؠ ۵୩ሻ is the operator defined on ܮଶሺܦ, ݇ሻ by ሺ۵݂ሻሺ݌ሻ ؔ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ , we show that the classical Dirichlet boundary problem െ ଵ௞ሺ௫ሻ ሻݔሺݑ∆ ൌ ݑ ,ሻݔሺݑߣ א Şሺܦሻ, has infinitely many eigenvalues of finite multiplicity such 

that ߣ௡ ՜ ∞, Ͳ ൏ ଵߣ ൑ ଶߣ ൑ The corresponding real eigenfunctions, ߶௝ .ڮ א Şሺܦሻ, form a 

complete orthonormal system in ܮଶሺܦ, ݇ሻ such that ට∑ ଵఒೕమ∞ଵ ൌ ԡܩԡଶ,௞ൈ௞ ൏ ∞ since in ܮଶሺܦ ൈ ,ܦ ݇ ൈ ݇ሻ it holds that ܩሺ݌, ሻݍ ൌ ∑ ߶௡ሺ݌ሻ߶௡ሺݍሻ/ߣ௡. Moreover, െ ଵ௞ ∆ is a closed 

operator verifying ቀെ ଵ௞ ∆ቁିଵ ൌ ۵.  

 

Section 4.5. Here ܦ א ܵఌ is a regular ñ-connected region and ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. Thus ݇ א Лఈሺܦሻ 
for certain ߙ, Ͳ ൏ ߙ ൑ ͳ. Then, the Dirichlet series ∑  ሻ holomorphicݏ௡ି௦ defines a function ݃ሺߣ

on Re ݏ ൐ ঄ א ሾͳ/ʹ, ͳሻ where ঄ ൌ ͳ െ ୧୬୤ ሺఈ,ఌሻଶ . This is an optimal result. If D is a rectifiable 

Jordan region and ݇ ؠ ͳ then ঄ ൌ ͳ/ʹ.  
About the Weyl-Berry-Lapidus conjecture we assert that if there exists m, Ͳ ൏ ݉ ൏ ͳ, such that 
the counter ܰሺߣሻ verifies with ܣ, ܹ ൐ Ͳ, ܰሺߣሻ െ ߣܣ ൌ െܹߣ௠ ൅ ߣ ,௠ሻߣሺ݋ ՜ ∞, then ݉ ൑ ঄ . 
This section is the end of Part I of the work.  
 

Part II. Sections 4.6, 4.7. We introduce, for ܵ an open bounded plane set, the family ܥା଴ሺܵሻ of 
bounded continuous positive functions which are bounded away from zero and the bilinear 

functional ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ ׬ ݂׏ ൈ ௌ݃׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀݇ ݂݃  on ܪ଴ሺܵሻ where ݇ א ݐ  ା଴ሺܵሻ andܥ ൒ Ͳ. ܪ଴ሺܵሻ is the Sobolev space denoted usually as ܪ଴ଵሺܵሻ. ඥܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ is a norm equivalent to the 

usual norm on ܪ଴: ԡ|݂|ԡ ൌ ට׬ |݂|ଶ ൅ ௌݔଶ݀|݂׏| .  

Following Lars Gårding we construct an operator ॄ௧, symmetric, positive and compact from ܮଶሺܵ, ݇ሻ into ܮଶሺܵ, ݇ሻ which is the inverse of the differential operator െ ଵ௞ ∆ ൅ ∆ࡰ whose domain is ݐ ൌ ሼ݂ א :଴ሺܵሻܪ ∆݂ א  ଶሽ. We refer to this procedure as the variational method. Anܮ

eigenfunction ख़௠ verifies with ߣ௠ ൐ Ͳ, െ ଵ௞ ∆ख़௠ ൌ ௠ख़௠ߣ א   .଴ܪ

 
Section 4.8. We continue in this section the examination of the concepts of classical, strong and 
weak solutions that we began in §4.4. The function ݑ defined on an open bounded set S is a 

weak solution of the Dirichlet problem ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ݑ ൌ ݂, ݂ א ,ଶሺܵܮ ݇ሻ, ݐ ൒ Ͳ, ݑ ൌ Ͳ on the 

boundary, if ݑ א ݒ ଴ሺܵሻ and for anyܪ א ,ݑ଴ሺܵሻ it holds that ܽ௧,௞ሺܪ ሻݒ ൌ ሺ݂, ሻ௞ݒ ؔ ׬ ௌݔ݀݇ ݒ݂ . 

The eigenfunction ख़௠ of െ ଵ௞ ∆ ൅ ௠ߣ corresponding to the eigenvalue ݐ ൅  obtained with the ݐ

variational method verifies ܽ௧,௞ሺख़௠, ሻݒ ൌ ሺሺߣ௠ ൅ ,ሻख़௠ݐ  ሻ௞ and therefore is also called weakݒ

eigenfunction in contradistinction to the strong (or classical) eigenfunction ߶௠.  
 

Section 4.9. We say that ݇ א ݇ ାሺܵሻ if݌݅ܮ א  ,ା଴ሺܵሻ is a bounded function that satisfies, locallyܥ

a Hölder condition and that ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ ሶܵሻ if ሶܵ ـ ܵҧ and there exists ሶ݇ א ାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ such that 
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ሶ݇ ൌ ݇ on S. The subindex + means that the functions are bounded away from 0. It holds that if ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ ሶܵሻ then, for each i, ߣ௜ ൒ ሶ௜ߣ ൐ Ͳ and ߣ௜ ൎ ݅, (ൎ means ߣ௠ ൌ ܱሺ݉ሻ, ݉ ൌ ܱሺߣ௠ሻሻ. 
 

Section 4.10. We define ܥାஶሺܵ; ሶܵሻ as the family of bounded functions ݇ such that ݇ ൌ ሶ݇ ௌܫ א ሺܵሻ with ሶ݇∞ܥ א  ାஶሺܵሻ. We give an incomplete proof of the following theorem dueܥ

to Gårding: if S is a bounded open set and ݇ א ;ାஶሺܵܥ ሶܵሻ then 
௡ఒ೙ ՜ ׬ ௞ ௗ௣ೄ ସగ . The proof lacks the 

demonstration of the validity of the limit: lim௧՜∞ ∑ ௧ሺఒ೘ା௧ሻమ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌ , an interesting fact 

that is used in the proof of Gårding’s theorem.  

An example is exhibited which shows that the requirement on ݇ to be continuable to ሶ݇  restricts 
in some sense the range of applicability of the result. 
 
Appendix to Part II. We prove that if ܦ is a Jordan region and ݇ א  then the variational ܦା݌݅ܮ
and classical methods provide the same set of eigenvalues and eigenspaces. That is, strong and 
weak solutions are undistinguishable.  
 
Part III. Section 4.11. Although the variational method is of greater generality than the classical 
one, both methods coincide in many cases. We say that a finitely connected regular region ܦ is 

normal, ܦ א ࣨ, if the operators ቀെ ଵ௞ ∆ቁିଵ : ଶܮ ՜   .ଶ obtained by either method coincideܮ

This class is closed under limit: if ܦ is a finitely connected regular region and there exists a 

sequence ሼܦ௡ሽ ؿ ࣨ such that ܦഥ௡ ؿ ௡ାଵܦ ՛ ܦ then ܦ א ࣨ. This implies that the sets of 
eigenfunctions and the corresponding eigenspaces coincide and that the classical eigenfunctions ߶௠ verify ԡ|߶௠|ԡ~ඥߣ௠ ԡ߶௠ԡ௞. When ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ it also holds that the classical 

eigenvalues verify  ߣ௡ ൒ ሶ௡ߣ ൐ Ͳ for any ݊.  
 
Section 4.12. ॺ shall denote the family of regions ܦ such that ܫሺܦሻ ؔ ׬  ଵା|L୭୥ ௧|௧ୢ୧ୟ୫ ஽଴ ݐ݀|ሻݐሺܣ| ൏ ∞. It holds that ߝ׊  Ͳ ൏ ߝ ൑ ͳ, ॺ ـ ܵఌ. ॺ ,  ܵఌ are families 

closed by increasing limits. 
 
Section 4.13. We introduce the family ࢃñሺሼܦ௡ሽሻ of ñ-connected regions ܦ for which there 
exists a sequence of ñ-connected regions ሼܦ௡ሽ, ܦ௡ א ࣨ, such that 

(1) If ܦ௡ ؿ ,௡ାଵܦ ௡ܦ  ് ഥ௡ܦ ௡ାଵ thenܦ ؿ ଵܦ ௡ାଵ,  (2)ܦ ؿ ڮ ؿ ௡ܦ  ؿ ௡ାଵܦ ؿ ڮ ՛   .ܦ
Then, ܦ א ࡮ ֜ ܦ א ࣨ. 

Let ܦ be a non regular region. Then the irregular points of ߲ܦ are isolated and form a set ܬሚ of 

finite cardinality ݄ ൌ ሚܬ# ൏ ∞. Thus ܦ෩: ൌ ܦ ׫   .ሚ is an (ñ-݄)-connected regular regionܬ

Recalling that the eigenvalues of െ ∆௞ for the Dirichlet problem on ܦ, an ñ-connected region, are 

the reciprocals of the proper values of ۵ ൌ ቀെ ∆௞ቁିଵ
 we have: 

Theorem. Let ܦ א ሻ݌௠ሽሻ and ݇ሺܦñሺሼࢃ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. 1) If ܦ א ௠,௝ߣ then ࡮ ՝   .௝ߣ

2) If ܦ ഥא ௠,௝ߣ then ࡮ ՝ ௝݈ ൐ Ͳ. ߤ௝ ൌ ଵ௟ೕ ൌ j-th proper value of ऑ݂ሺ݌ሻ ൌ ׬ ࣡ሺ݌, ஽ݍ݀ ሻݍሻ݇ሺݍሻ݂ሺݍ , 

a Hilbert-Schmidt integral operator such that ࣡ሺ݌, ሻݍ ൌ ,݌෨ሺܩ ஽ൈ஽ a.e. Also ௝݈ܫሻݍ ൌ  .ሚ௝ߣ
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It also holds that if ܦ א ܤ ת ॺ then the harmonic function ܪሺ݌, . ሻ associated to the Green’s 

function for the Laplacian verifies ׬ ,݌ሺܪ| ሻ|஽݌ ݌݀ ൏ ∞. 

 
Section 4.14. We introduce the Green kernel ܩ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൌ ,݌ሺܩ ሻݍ ൅ ,݌௞ሺܨ ;ݍ ݇ ,ሻߣ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, and show that ܩ௧ሺଵሻ݂ሺ݌ሻ: ൌ ׬ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ஽ݍሻ݀ݍሻ݂ሺߣ  is a completely continuous 

operator from ܮଶሺܦሻ to ܥ଴ሺܦഥሻ. ܩ௧ሺଵሻ is the inverse of െሺ∆ ൅ ,ሻ݇ߣ ߣ ൏ Ͳ. 

 

Section 4.15. In this section ܩ௞ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶሻ is approximated by ܭ଴ሺ߯݌|ݓ െ  a positive ݓ ,ߨʹ/ሻ|ݍ
constant. 
 

Section 4.16. Upper and lower bounds for ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶሻ: ൌ ௄బሺఞ௪|௣ି௤|ሻଶగ െ ,݌௞ሺܩ ;ݍ െ߯ଶሻ are 

found. 
 
Section 4.17. This section is devoted to the function ܨ௞ሺ݌, ;݌  .ሻߣ
 

Section 4.18. We consider the series ∑ ௡ି௦߶௡ଶஶଵߣ ൌ lim௡՜ஶ ׬ ,݌௞ሺܨ ;݌ ஼೙ߣ௦݀ିߣሻߣ ൌ: ߶ሺ݌; ݏ ሻ, Reݏ ൐ 6, and prove that ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ଵସగሺ௦ିଵሻ ൅ ܼሺ݌; ;݌ሻ, ܼሺݏ ݏ ሻ holomorfic on Reݏ ൐ ͳ. 

 

Section 4.19. In this section we study the functions: ׬ ,݌ሺܪ ஶ௔ݐ௦݀ିݐሻ݌ ׬ , ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌ െݐሻିݐ௦݀ݐஶ௔ . 

 

Section 4.20. We prove for ܦ א ࡮ ת ॺ, ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵ) that the Dirichlet series ∑  ,௡ି௦  verifiesߣ

with ݃ሺݏሻ holomorphic on Re ݏ ൐ ͳ, ∑ ଵఒ೙ೞ ൌ ׬ ௞ሺ௣ሻௗ௣ವସగሺ௦ିଵሻ ൅ ݃ሺݏሻஶଵ . Besides ݃ሺݏሻ is continuous on Re ݏ ൒ ͳ. 
Seemingly, the half-plane of holomorphy of ∑  is less ܦ ௡ି௦  increases when the boundary ofߣ

rough but not further than Re ݏ ൐ ଵଶ. 

 
Appendix to Part III. This appendix is devoted to show that all finitely connected Jordan 
regions belong to ࣨ.  

We use in the proof the inequality ׭ หgradక ,ݔሺܪ  ሻหଶ஽ߦ ߦ݀ ൑ log ଶ ୢ୧ୟ୫ ஽ୢ୧ୱ୲ሺ௫,డ஽ሻ that we prove for 

these regions. This inequality was obtained by H. Weyl, (see §3 [W]), using Dirichlet’s 
Principle.  
 

Section 4.21. Let  ݇ሺݔሻ א ,ܦା൫݌݅ܮ ሶܵ൯ and ܦ be an ñ-connected region. If ܦ א ࡮ ת ॺ then the 

eigenvalues of the Dirichlet problem of the Sturm-Liouville differential operator ሺ– ଵ௞ሺ௫ሻሻ∆௫ 

verify ߣ௡ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽  Any ñ-connected regular region belongs to ࣨ. Besides, the same .݊ߨ4~

asymptotic behaviour holds when ܦ א |ܦ| and ࡮ ൌ Ͳ.  
 



1 

 

CAPÍTULO 4, (continuación de [BP]) 

I. El operador െ ଵ௞ሺ௫ሻ ∆௫ en un abierto acotado del plano. Introducción. 

4.1. Escribiremos ݄ሺ݊ሻ ؆ ݃ሺ݊ሻ si lim௡՜ஶ ௛ሺ௡ሻ௚ሺ௡ሻ ൌ ܿ, ܿ ൌ cte. ് Ͳ, es decir si 
௛ሺ௡ሻ௖௚ሺ௡ሻ ~ͳ, 

esto es, lim௡՜ஶ ௛ሺ௡ሻ௖௚ሺ௡ሻ ൌ ͳ El teorema de Weyl dice entonces que los autovalores del 

problema de Dirichlet para el operador diferencial െ ଵ௞ሺ௫ሻ ∆௫ verifican, con ݀݅݉ ൌ ʹ, 

௡ߣ                                       (1) ؆ ݊ మ೏೔೘     o     ඥߣ௡ ൌ ௡݂ ؆ √݊೏೔೘ .  

௡݂ௗ௜௠ ؆ ݊ es una ley muy general que se cumple para membranas de Jordan de densidad 

variable y contorno fractal. El objetivo de este capítulo es mostrar que esa ley se 

presenta con mucha más generalidad que la demostrada en [BP]. Allí hemos llamado 

indistintamente dominio o región a un abierto conexo. En este trabajo distinguiremos 

entre estas palabras. 

DEFINICIÓN 1. Llamaremos dominio a un conjunto abierto ሺ്  ሻ conexo de ܴଶ y׎

región a un dominio acotado. 

DEFINICIÓN 2. i) Una región D se dirá ñ-conexa, 

ñ ൌ Ͳ,ͳ,ʹ, … , si su contorno ߲ܦ está formado por ñ+1 

compactos conexos disjuntos. 

ii) De una región D se dirá que es de Jordan ñ-conexa si es 

una región ñ-conexa cuyos  ñ+1 contornos parciales son todos ellos curvas de Jordan. 

Es decir, ܬ ൌ ܦ߲ ൌ ଴ܬ ׫ ଵܬ ׫ ڮ ׫ ݅ ñ, donde siܬ ് Ͳ entonces ܬ௜ 
está contenido en el interior de ܬ଴. ܬ se dirá rectificable si todas 

las ܬ௜ lo son. 

Regiones aceptables. La definición de la propiedad ܵఌ (§3.0, 

[BP]) puede extenderse obviamente a regiones ñ-conexas.  

DEFINICIÓN 3. Diremos que ܦ ñ-conexa tiene la propiedad ܵఌ, Ͳ ൏ ߝ ൑ ͳ, si existe ߟ 

tal que para ݐ א ሺͲ, |ሻݐሺܣ| :ሿ valeߟ ൌ |ሼ݌ א :ܦ distሺ݌, ሻܦ߲ ൏ |ሽݐ ൑ |ܣ| ఌ, dondeݐሻܦሺܥ ൌ área de ܣ y  ܥሺܦሻ ൏ ∞.  

Por tanto, si 

,ܦሺߴ                                 (2) ሻߝ ؔ sup ቄ|஺ሺ௧ሻ|௧ഄ : Ͳ ൏ ݐ ൑ diam ,ܦሺߴ tiene la propiedad ܵఌ si y solo si ܦ ,ቅܦ ሻߝ ൏ ∞.  
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La familia de pesos k.  

Sea A un abierto acotado. Recordemos del §0.2 [BP] que ݂ א  ሻ significa que fܣ௟௢௖ሺ݌݅ܮ

es una función (real) acotada definida en A tal que para cada ݔ א  existe un entorno ܣ

circular ܤ ൌ തܤ ,௫ܤ ؿ ݔ tal que ,ܣ א  :ߙ y donde f satisface una condición de Hölder ܤ

si ݖ, ݕ א ሻݖ௫ entonces |݂ሺܤ െ ݂ሺݕሻ| ൑ ݖ|ሻݔሺܥ െ ሻݔሺܥ ఈ con|ݕ  ൏ ∞, ߙ ൌ ሻ tal que Ͳݔሺߙ ൏ ߙ ൑ ͳ.  

Una subclase de ݌݅ܮ௟௢௖ሺܣሻ es ݌݅ܮାሺܣሻ que es la familia de funciones ݂ א  ሻܣ௟௢௖ሺ݌݅ܮ

tales que infሺ݂ሻ ൐ Ͳ. 

DEFINICIÓN 4. Sea D una región de Jordan ñ-conexa. Diremos que ݂ א Лఊሺܦሻ, Ͳ ൏ ߛ ൑ ͳ, si ݂ א ,ݔ ሻ y para todoܦାሺ݌݅ܮ ݕ א  ,ሻ finitaݔ଴ሺܯ y para cierta ܦ

absolutamente integrable en D, vale |݂ሺݔሻ െ ݂ሺݕሻ| ൑ ݔ|ሻݔ଴ሺܯ െ  .ఊ|ݕ

La familia de funciones Лࢽሺܦሻ es una variedad aditiva de funciones continuas tal que 

para cada ݂ א Лࢽሺܦሻ existe ߝ ൌ ሺ݂ሻߝ ൐ Ͳ tal que ߝ  :ݔ׊ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ͳ/ߝ. Es la familia de 

donde extraeremos los pesos k para el operador diferencial െ ଵ௞ሺ௫ሻ ∆௫ para los que es 

seguramente válido el teorema de Weyl-Carleman. Sin embargo la existencia de 

infinitos autovalores para el problema de contorno puede probarse con solo exigir que el 

peso pertenezca a ݌݅ܮାሺܦሻ. 

TEOREMA 1. Sea ݇ሺݔሻ א  una región de Jordan ñ-conexa. El problema de ܦ ,ሻܦାሺ݌݅ܮ

contorno 0=+Δ uku λ , 0=
∂D

u , െ ଵ௞ሺ௫ሻ ሻݔሺݑ∆ ൌ ݑ ,ሻݔሺݑߣ א Şሺܦሻ, posee infinitos 

autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse según su magnitud 

creciente: ∞→≤≤< nλλλ ,...0 21 . Las correspondientes autofunciones (reales) ߶௝ א Şሺܦሻ forman un sistema ortonormal completo respecto de la medida dxxk )( . 

Demostraremos este teorema para regiones más generales en los párrafos siguientes. La 

definición de la familia Şሺܦሻ, donde se hallan las soluciones del problema, es (§0.3.1, 

[BP]), Şሺܦሻ ൌ ሼ݂ א :ഥሻܦ଴ሺܥ ݂ א  ሻሽ. Por ella diremos, cuando sea necesario, que elܦଶሺܥ

contexto del Teorema 1 es el del problema clásico de autovalores. 

El Teorema de Weyl-Carleman para regiones ñ-conexas. 

TEOREMA 2. Si la región de Jordan ñ-conexa D es tal que ܦ א ܵఌ y ݇ א Л஑ሺܦሻ 

entonces para los autovalores del problema de Dirichlet del operador െ ଵ௞ሺ௤ሻ ∆௤ vale 

௡ߣ                                   (3) ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽  .݊ߨ4~
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Más adelante volveremos sobre este teorema y su demostración; por el momento 

podemos decir que se puede probar repitiendo textualmente la demostración del 

Teorema 1, §3.8, [BP].  

Veremos como un corolario del próximo Teorema 6 que vale el  

TEOREMA 3. Una región D de Jordan ñ-conexa con contornos rectificables tiene la 

propiedad ଵܵ. 

Por tanto una región de ese tipo es aceptable para los Teoremas 1 y 2. 

Prolongación del peso k(x).  

Un punto sobre k indicará que ሶ݇  es una extensión de k.  

DEFINICIÓN 5. Sean ܵ ؿ ሶܵ, S y ሶܵ abiertos acotados tales que ܵҧ ؿ ሶܵ. Si k pertenece a 

una familia ॲሺܵሻ de funciones con dominio S y ciertas propiedades, diremos que ݇ א ॲሺܵ, ሶܵሻ si existe ሶ݇ א ॲሺ ሶܵሻ tal que ݇ ൌ ሶ݇  sobre S. 

Nos interesará  especialmente el caso en que ॲ es la familia ݌݅ܮ௟௢௖. También usaremos 

un punto sobre un autovalor, un operador, etc., para indicar que fueron obtenidos en una 

extensión. El contexto evitará confusiones. Veamos un ejemplo muy útil. 

Ejemplo. Sea ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ ሶܵሻ. Existe una función ߱ א ଴∞ሺܴଶሻ, Ͳܥ ൑ ߱ ൑ ͳ, tal que en 

un entorno abierto U de ܵҧ verifica  

    ሶܵ ـ sopሺ߱ሻ ൌ തܸ ـ ܸ ൌ ሼݔ: ߱ሺݔሻ ൐ Ͳሽ ـ ሼݔ: ߱ሺݔሻ ൌ ͳሽ ـ ܷ ൌ intሺܷሻ ـ ܵҧ . 
Por tanto, ݂: ൌ ሶ݇ ߱ ൅ ሺͳ െ ߱ሻ es positiva en todo ܴଶ, ݂ ൌ ሶ݇  sobre ܷ y por tanto ݂ ൌ ݇ 

sobre S, ݂ ൌ ͳ en el complemento de തܸ . Luego, ݂ א ܤ ,ܤ ାሺܴଶሻ.  ݂ es una extensión de  ݇ tal que para todo disco abierto݌݅ܮ ـ ܵҧ, ሶ݇ : ൌ  ஻݂ es unaܫ

extensión de ݇ por la que ݇ א ,ାሺܵ݌݅ܮ  .ሻܤ

Regiones de contorno de medida plana nula.  

Vale el siguiente resultado, 

TEOREMA 4. Sean ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, D de Jordan ñ-conexa con contorno ܬ y ሶ݇  su 

extensión al abierto ሶܵ. Supongamos |ܬ| ൌ Ͳ. Entonces los autovalores del problema de 

Dirichlet del operador de Sturm-Liouville en la región D verifican (3). 

Obsérvese que |߲ܦ| ൌ Ͳ ֙ ܦ א ܵఌ. O sea, si “mejoramos” el peso permitiéndole una 

extensión logramos obtener el teorema de Weyl-Carleman en regiones de “peor 

comportamiento”.  

En la demostración del Teorema 4 haremos uso del siguiente Teorema 5 que dice 

prácticamente que ݇ א Лఊሺܦሻ se verifica “cómodamente” si exigimos que                  ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. 
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TEOREMA 5. Sean ݇, ݂, ܵ, ሶܵ como en el ejemplo precedente y sea B un disco abierto 

tal que ܵҧ ؿ Si ሶ݇ .ܤ ൌ ߛ ஻݂, existeܫ א ሺͲ,ͳሿ tal que ሶ݇ א Лఊሺܤሻ con ܯሺ݌ሻ acotada. 

DEMOSTRACIÓN. Existe un cubrimiento finito ሼܤ௜: ݅ ൌ ͳ, ڮ , ܰሽ de ܤത  por discos 

abiertos de diamétro menor que infሺͳ, diam ܤሻ para los que existe ߙ௜ א ሺͲ,ͳሿ tal que el 

supremo para ݌, ݍ א  ௜ deܤ
|௙ሺ௤ሻି௙ሺ௣ሻ||௣ି௤|ഀ೔  no supera un número ܥ௜. Sea ߛ ൌ inf  ௜. Luego, loߙ

mismo vale para  
|௙ሺ௤ሻି௙ሺ௣ሻ||௣ି௤|ം  con las mismas cotas ܥ௜.  

Existe un número ߝ ൐ Ͳ  tal que para todo ݌଴ א തܤ , el disco ܤଶఌሺ݌଴ሻ de radio ʹߝ 

centrado en ݌଴ está contenido en algún ܤ௜. Por tanto, para todo ݌ א ଴ሻ݌ఌሺܤ ؿ   ௜ valeܤ

para todo ݍ א  :଴ሻ݌ଶఌሺܤ
|௙ሺ௤ሻି௙ሺ௣ሻ||௣ି௤|ം ൑   .௜ܥ

Existe entonces un número ܯ௜ tal que cualquiera sea ݌ א ݍ ଴ሻ para todo݌ఌሺܤ א ௙ሺ௤ሻି௙ሺ௣ሻ||௣ି௤|ം| :ܤ ൑ ௜ܯ ൏ ∞ . Si ܯ ൌ sup  ,௜ se tiene, para todo p en Bܯ

                             sup௤א஻   |௙ሺ௤ሻି௙ሺ௣ሻ||௣ି௤|ം ൑ ܯ ൏ ∞. 

En consecuencia, si ݌ א ஻א௤݌ݑݏ ,ܤ   ห௞ሶ ሺ௤ሻି௞ሶ ሺ௣ሻห|௣ି௤|ം ൌ ሻ݌ሺܯ ൑ ܯ ൏ ∞,                    QED. 

Un corolario del teorema de Jacob Steiner. J será aquí una curva de Jordan 

rectificable. Sea D su interior y ܦ௣ ൌ ሼݔ: distሺݔ, ሻܦ ൑  ,ሽ. Tenemos݌

                 área ܦ ؔ |ܦ| ൌ |ഥܦ| ൏ ∞,    long ܬ ؔ ۄܬۃ ൏ ∞.  

Sea ܧሺ݌; :ሻܬ ൌ ሼݔ ഥא :ܦ distሺݔ, ሻܦ ൑ ;݌ሺܧ| ሽ. Entonces݌ |ሻܬ ൌ หܦ௣ ך  ห. El teorema deܦ

Steiner dice que 

;݌ሺܧ|                              (4) |ሻܬ ൑ ݌ۄܬۃ ൅  .ଶ݌ߨ

Como esta fórmula es invariante por homotecias es suficiente demostrarla para curvas 

contenidas en una bola abierta ܤோሺͲሻ con centro en 0 y radio R. No la demostraremos 

aquí (cf. [Gu],[K]) pero la observación sobre la invariancia es válida para la aplicación 

que sigue. Sea ݉ un número, Ͳ ൏ ݉ ൏ ͳ/ʹ, y sea ܴ ൌ ͳ. Llamemos 

ሻݎሺ࡭                             ؠ ;ݎሺ࡭ :ሻܬ ൌ ሼݔ א ,ݔdistሺ :ܦ ሻܬ ൑  .ሽݎ

TEOREMA 6. Supondremos Ͳ א ܬ Si .ܦ ؿ ݎ തଶ௠ entonces paraܤ\ଵܤ ൏ ݉ vale  

|ሻݎሺ࡭|                  (5) ൌ |ሼݔ א ,ݔdistሺ :ܦ ሻܬ ൑ |ሽݎ ൑   .ݎۄܬۃሺ݉ሻܥ

Y si ݎ ൒ ݉ entonces |࡭ሺݎሻ| ൑ |ܦ| ൑ |ܦ| ௥௠ . 

DEMOSTRACIÓN. Obsérvese que la hipótesis implica que ܤതଶ௠ ؿ ሻݎሺ࡭ y también que ܦ ؿ ଵܤ ך ሻݖത௠. Sea ݂ሺܤ ؔ ͳ/ݖ. Vale: ݂ଶ ൌ ଵܤሺ݂ ,ܫ ך ത௠ሻܤ ൌ ଵ/௠ܤ ך ሻሻݎሺ࡭തଵ y ݂ሺܤ ؿ ଵ/௠ܤ ך  തଵ. Tambiénܤ
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(6)                      ͳ ൑ |݂′ሺݖሻ| ൑ ݉ିଶ   en ܤଵ ך   ,௠ܤ

(7)                      |݂′ሺݖሻ| ൑ ͳ               en ܴଶ ך  .ଵܤ

Entonces, por (6), ݂ሺ࡭ሺݎሻሻ ؿ ሺܧ ௥௠మ ; ݂ሺܬሻሻ. Aplicando el teorema de Steiner y teniendo 

en cuenta que por (6), ݂ۃሺܬሻۄ ൑ ଵ௠మ   resulta ,ۄܬۃ

(8)                       |݂ሺ࡭ሺݎሻሻ| ൑ ௥௠మ ۄሻܬሺ݂ۃ ൅ ߨ ௥మ௠ర ൑ ௥௠ర ۄܬۃ ൅ ߨ ௥మ௠ర . 

Por (7) el jacobiano de la transformación ݂ no supera a 1 en ܴଶ ך  ,ଵ. Vale entoncesܤ

|ሻݎሺ࡭|            ൑ ͳ. |݂ሺ࡭ሺݎሻሻ| ൑ ଵ௠ర ሺۄܬۃ ൅   .ݎሻݎߨ

Pero, como por hipótesis, ݎ ൏ ݉ y al rodear ܬ a ܤଶ௠, 4݉ߨ ൑ ݎߨ resulta ,ۄܬۃ ൏ ସۄ௃ۃ . Por 

tanto tenemos |࡭ሺݎሻ| ൑ ହସ௠ర  .QED                                                                  ,ݎۄܬۃ

COROLARIO 1. Si una familia de curvas de Jordan ܬ௦, ݏ א  es tal que cada curva ,ߑ

contiene en su interior a la esfera ܤത௠ሺͲሻ y está contenida en la esfera ܤோሺͲሻ entonces 

existe una constante ܥ ൌ ,ሺ݉ܥ ܴሻ tal que sup|࡭ሺݎ; |௦ሻܬ ൑  .ݎሻۄ௦ܬۃሺsupܥ

COROLARIO 2. Vale el Teorema 3: una región de Jordan ñ-conexa de contorno 

rectificable tiene la propiedad ଵܵ. 

En efecto, esto sigue del Corolario 1, QED. 

Decrecimiento de los autovalores con la extensión de la región.  

El siguiente Teorema 7 se demostrará más adelante, (cf. §4.11). 

TEOREMA 7. Sean D y ܦሶ  regiones de Jordan múltiplemente conexas. Si 

 ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ entonces ߣ  ݅׊௜ ൒ ሶ௜ߣ ൐ Ͳ . 
Demostración del Teorema 4. Veamos el siguiente Teorema 8 del cual el Teorema 4 

es una consecuencia inmediata. 

TEOREMA 8. Sean ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, D de Jordan ñ-conexa con contorno J y ሶ݇  su 

extensión al abierto ሶܵ. Los autovalores del problema de Dirichlet del operador de 

Sturm-Liouville en la región D verifican 

(9)                                  lımതതതത ௡ఒ೙ െ lim ௡ఒ೙ ൑ ଵସగ ׬ ሶ݇ ሺݔሻ ݀ݔ௃ .  

DEMOSTRACIÓN. En [BP] vimos que dada una curva de Jordan ܬ existe una familia 

de curvas de Jordan ܬ௠ , ݉ ൌ ͳ, ʹ, ͵,  con tangente no nula en cada ∞ܥ ௠ una curvaܬ) , …

uno de sus puntos), tales que ܬ௠ ՜ሶ  entorno-ߝ ௠ está en unܬ ,a partir de un m ,ߝ dado) ,ܬ

de J), con sus dominios interiores verificando  

ଵܦ                 ؿ ڮ ؿ ഥ௠ܦ ؿ ௠ାଵܦ ؿ ഥ௠ାଵܦ ؿ ڮ ؿ  .ܦ
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Se deduce, por medio de una inversión del plano respecto de un punto  ݌଴ א  que ,ܦ

también hay una familia de regiones de Jordan ܦሶ ௠ , ݉ ൌ ͳ,ʹ,͵, … , de contornos ܬሶ௠ tales 

que,  ܦሶଵ ـ ڮ ـ ሶഥ௠ܦ ـ ሶܦ ௠ ـ ሶഥ௠ାଵܦ ـ ڮ ـ  con tangente ∞ܥ ሶ௠ es una curvaܬ ഥ, dondeܦ

no nula en cada uno de sus puntos verificando ܬሶ௠ ՜ሶ ௠ܦ ,O sea .ܬ ՛ ,ܦ ሶܦ ௠ ՝  .ഥܦ

Lo mismo puede decirse cuando D es de Jordan ñ-conexa con contorno J.  

Además podemos suponer que todas las regiones ܦሶ ௠ y sus contornos están contenidos 

en ሶܵ. Por tanto, k es prolongable como ሶ݇  a  ܦଵሶതതത. Para todas esas regiones es válido el 

Teorema 3 y por tanto el Teorema 4 sobre la primera aproximación asintótica de H. 

Weyl.  

Llamemos ߣ௠,௝  ൫ߣሶ௠,௝൯ el j-ésimo autovalor cuando se considera la región ܦ௠ ൫ܦሶ ௠൯ y el 

operador െ ଵ௞ሶ ሺ௤ሻ ∆௤ para el problema de Dirichlet.  

Del Teorema 7 obtenemos las desigualdades:  
௡ఒ೘,೙ ൑ ௡ఒ೙ ൑ ௡ఒሶ ೘,೙.  

Entonces, para m fijo y ݊ ՜ ∞, vale  

(10)       
ଵସగ ׬ ݇ሺݔሻ݀ݔ஽೘ ൌ lim ௡ఒ೘,೙ ൑ lim ௡ఒ೙  ൑ lımതതതത ௡ఒ೙ ൑ lim ௡ఒሶ ೘,೙ ൌ ଵସగ ׬ ሶ݇ ሺݔሻ ݀ݔ஽ሶ ೘ .  

Esto implica 

(11)             Ͳ ൑ lımതതതത ௡ఒ೙ െ lim ௡ఒ೙ ൑ ଵସగ ׬ ሶ݇ ሺݔሻ ݀ݔ஽ሶ ೘\஽೘ . 

Haciendo tender ݉ ՜ ∞ se obtiene (9),                               QED. 

Observemos que para la validez de todos los resultados de esta Introducción quedan 

solamente por demostrar los Teoremas 1 y 7. Si bien ݇ א  ሻ es una hipótesisܦାሺ݌݅ܮ

suficiente para probar el Teor. 1 sobre la monotonía de los autovalores y ortogonalidad 

de las autofunciones necesitamos ݇ א Лఊሺܦሻ para demostrar el Teorema 2. Con 

respecto a este resultado véase el Teorema 3 §4.13. Por comodidad en general 

supondremos ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ que por el Teorema 5 implica ݇ א Лఊ. 

 

4.2. El método clásico. Generalizaciones. Continuando nuestra crónica sobre el 

teorema de aproximación asintótica de H. Weyl volvemos sobre este resultado en 

situaciones no cubiertas por los teoremas enunciados en §4.1.  

La función barrera. La definición de función barrera global es la siguiente. 

DEFINICIÓN 1. Dados ܦ región e ݕ א  diremos que en y hay función barrera si ܦ߲

existe una función subarmónica ݓ௬ሺݔሻ definida en ܦ tal que ݔ׊ א ሻݔ௬ሺݓ ,ܦ ൏ Ͳ y lim୶՜୷ ሻݔ௬ሺݓ ൌ Ͳ . Al punto y del contorno se lo llamará regular. Diremos que la 
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región D es regular, o posee la propiedad B respecto de ∆, si admite en todo punto ݕ א  .una función barrera ܦ߲

Es un hecho bien conocido que una región de Jordan tiene la propiedad B. Recordemos 

su demostración. Sea ݌଴ א ܬ y s un punto exterior de ܦ߲ ൌ  lo suficientemente ܦ߲

alejado como para que la circunferencia C de centro ݌଴ y radio ߩ ൌ ଴݌| െ  contenga |ݏ

en su interior a ܬ. Existe entonces un arco de Jordan K con extremos ݌଴ y s el cual         

–salvo por esos puntos– está contenido en el exterior de ܬ y en el interior de C. En el 

abierto (simplemente conexo) ܤఘሺ݌଴ሻ ך ݖഥ puede definirse una rama de logሺܭ െ  .଴ሻ݌

Entonces Re ቄ ଵ୪୭୥ሺ௭ି௣బሻ ି ୪୭୥|௦ି௣బ|ቅ es una función barrera para D en ݌଴, (cf. [P], [Br]). 

Más aún, todo subconjunto abierto propio del plano y simplemente conexo es regular, 

(cf. [R], p. 92). El concepto de función barrera es local pues vale el  

TEOREMA 1. Sean ܦ región, ݕ א ܤ ,ܦ߲ ൌ ݔ subarmónica en ݓ ሻ yݕ௥ሺܤ א ܦ ת   .ܤ

Si ݓ௬ሺݔሻ ൏ Ͳ y lim௫՜௬ ሻݔ௬ሺݓ ൌ Ͳ entonces existe una función barrera ݓ෥  en y. 

Se demuestra en [R], utilizando el método de Perron-Poincaré, el siguiente resultado 

fundamental de existencia de solución armónica con valores de contorno continuos 

preasignados. 

TEOREMA 2. Sea D una región tal que ܦ א ݂ Si .࡮ א ݑ ሻ, existe una única funciónܬሺܥ א ഥሻܦሺܥ ת ݑ∆ ሻ tal queܦଶሺܥ ൌ Ͳ en D, ݑ ൌ ݂ en J. Además, ԡݑԡ∞ ൑ ԡ݂ԡ∞. 

El teorema precedente dice que el problema de Dirichlet para ∆ es resoluble en regiones 

regulares. Si para una región D arbitraria vale el Teorema 2 entonces la solución de ∆ݑ ൌ Ͳ en D, ݂ሺݖሻ ൌ െ|ݖ െ ݕ ,|ݕ א  es una función armónica, continua hasta el ,ܬ

borde, negativa en ܦഥ ך ሼݕሽ (principio de máximo) y nula en y. Vale entonces el 

COROLARIO 1. La región D es regular si y solo si el problema de Dirichlet para el 

laplaciano admite solución allí. 

La propiedad G. Esta propiedad se refiere a la existencia de un operador integral con 

un núcleo de cuadrado integrable, inverso de െ∆, (cf. i), iii) de la Def. 2),  

DEFINICIÓN 2. Diremos que una región D posee la propiedad G respecto del 

operador െ∆ si existe un núcleo de Green, es decir, una función ܩሺ݌, ܦ ሻ definida enݍ ൈ ܦ ഥ, continua enܦ ൈ ഥܦ ך ሼሺ݌, :ሻ݌ ݌ א ,݌ሺܩ ሽ, tal queܦ ሻݍ ൌ Ͳ si ݍ א  :y verifica ܦ߲

i) ݑ א ሻܦଶሺܥ ת ߶ ,ഥሻܦ଴ሺܥ א ,ሻܦஶሺܮ ݑ∆ ൌ ߶ en D, implica, para ݌ א   ,ܦ

ሻ݌ሺݑ                          (1) ൌ െ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ߶ሺݍ ؠ െܩሺ߶), 

ii) ݌, ݍ א ,ܦ ݌ ് ֜ ݍ ,݌ሺܩ   ሻݍ ൌ ,ݍሺܩ  ,ሻ݌
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iii) ߶ א ,ሻܦஶሺܮ ݌ א ,ഥܦ ሻ݌ሺݑ ൌ െ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ߶ሺݍ  ֜ ݑ  א ሻܦଵሺܥ ת  ,ഥሻܦ଴ሺܥ

iv) ߶ א ሻܦஶሺܮ ת ሻܦଵሺܥ  ֜ ሻ݌ሺݑ   ൌ െ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ߶ሺݍ א ሻܦଶሺܥ ת  ഥሻ es tal queܦ଴ሺܥ

ݑ∆      ൌ ߶ en D, 

vi) ݌, ݍ א ,ܦ ݌ ് ݍ ֜ Ͳ ൑ ,݌ሺܩ ሻݍ ൏ ∞ y para cada Dp∈ , en un entorno q de p, vale  

,݌ሺܩ                    (2) ሻݍ െ ଵଶగ log ୢ୧ୟ୫ሺ஽ሻ|௣ି௤| ൌ ܱሺͳሻ, 

vii) ׬ ,݌ଶሺܩ ݍሻ݀ݍ ൑ ଶܥ ൏ ∞஽ഥ , Ͳ ൏ ܥ ൌ cte, ݌ א   . ܦ
Resulta inmediatamente que vii) implica viii): 

viii)       ԡܩԡଶ,஽ൈ஽ ൏ ∞  

Sea ߶ א  ଶ  por funciones regulares deܮ ሻ. Dado que ߶ puede aproximarse enܦଶሺܮ

soporte compacto resulta de iv) y vii) que ݑሺ݌ሻ ൌ െ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ߶ሺݍ  verifica  

iii’) ݑ א ݑ∆ ഥሻ y  valeܦ଴ሺܥ ൌ ߶ en ܦ′ሺܦሻ. 

También vale1  

v)     ߔ א ,ଶܮ ߔ ൌ ሻߔሺܩࣅ ฻ ߔ א Şሺܦሻ, െ∆ߔ ൌ  .ߔࣅ

En efecto, las propiedades i), ii), iii), iv), v), vi), vii), viii) son satisfechas por el núcleo 

de Green para el problema de Dirichlet y el Laplaciano en una región de Jordan como se 

ve en el Teor. 1, Cap. 1, [BP].  

La proposición v) para la función ܩ de la Definición 2 es idéntica a la proposición v) del 

T. 1, §1.0 , [BP], y puede repetirse la demostración de esta última que consiste en 

mostrar que vii) y i)-iv) implican v).  

Hemos visto entonces que, por definición, ܦ א   ,si existe un núcleo de Green, o sea ࡳ

PROPOSICIÓN 1. ܦ א ,݌ሺܩ si y solo si existe una función ࡳ  ሻ que satisface i)-viii) yݍ

iii’). 

La propiedad iii) identifica un operador de ܮ∞ en ܥଵሺܦሻ ת  ഥሻ. Vale elܦ଴ሺܥ

TEOREMA 3. Un núcleo que satisface iii) y viii) es único en ܮଶ con esas propiedades. 

DEMOSTRACIÓN. Basta imitar la sencilla demostración de la Proposición 2, §3.2, 

[BP],                                                                                               QED. 

TEOREMA 4. Sea D una región. Entonces, ܦ א ࡳ ฺ ܦ א  .࡮

DEMOSTRACIÓN. Sea ݕ א ݕ Podemos suponer .ܦ߲ ൌ Ͳ. Por iv) de la Definición 2 

sabemos que existe u tal que ∆ݑ ൌ െ4, ݑ ൌ Ͳ en ߲ܦ. Sea ݓሺݔሻ ൌ ሻݔሺݑ ൅  .ଶ|ݔ|

                                                 
1 Recordemos que Şሺܦሻ: ൌ ഥሻܦ଴ሺܥ ת ഥሻܦ଴ሺܥ ሻ, dondeܦଶሺܥ ؔ ሼݒ א :ഥሻܦሺܥ ݕ א ܦ߲ ฺ ሻݕሺݒ ൌ Ͳሽ. 
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Entonces, ∆ݓ ൌ Ͳ, ݓሺݔሻ ൌ ݓ Por otra parte .ܦ߲ ଶ sobre|ݔ| ൐ Ͳ en D. Luego, െݓ es 

función barrera en ݕ ൌ Ͳ,                                                 QED. 

Función de Green. Precisaremos el concepto de función de Green sin identificarlo 

todavía con el de núcleo de Green. Básicamente una función de Green es una familia de 

soluciones fundamentales del laplaciano, nulas en el contorno, (cf. [BP], §1.0). 

DEFINICIÓN 3. Una función de Green para una región D es una función que verifica 

,݌ሺܩ (1 ሻݍ ൌ ଵଶగ log ெ|௣ି௤| െ ,݌ሺܪ ܯ     ,ሻݍ ൌ diam ݌ ,ܦ, ݍ א  ,ܦ

2) ∆௤ܪሺ݌, ሻݍ ൌ Ͳ en D, ܪሺ݌, . ሻ א  ,ഥሻܦሺܥ

3) 
ଵଶగ log ெ|௣ି௤| െ ,݌ሺܪ ሻݍ ൌ Ͳ si ሺ݌, ሻݍ א ܦ ൈ   .ܦ߲

TEOREMA 5. Una región D admite una función de Green si tiene la propiedad B. 

DEMOSTRACIÓN. Si ܦ א .ሺܩ definimos la función ࡮ , . ሻ como en el caso en que D es 

una región de Jordan utilizando el Teorema 2 de este párrafo, (cf. [BP]),         QED. 

Nos interesa el caso en que la función de Green G es efectivamente un núcleo de Green.  

PROPOSICIÓN 2. Si ሼݕሽ es una componente de ߲ܦ entonces y no es regular.  

DEMOSTRACIÓN. ݑ: ܦ ՜ ሾെ∞, ∞ሻ es subarmónica si es semicontinua superiormente 

y satisface la desigualdad ݑሺݖሻ ൑ ଵଶగ ׬ ݖ൫ݑ ൅ ,ݐ௜௧൯݀݁ݎ Ͳ ൑ ݎ ൏ ,ሻݖሺߩ ݖ׊ א ଶగ଴ ܦ . Si y 

fuera regular entonces existiría función barrera u en él. En ese caso u tendría una 

singularidad evitable en y, (cf. [R], p. 67), donde su prolongación subarmónica ݑ෤  debe 

ser ൒ Ͳ. Por tanto, Ͳ ൑ ሻݕ෤ሺݑ ൑ ଵଶగ ׬ ݕ൫ݑ ൅ ݐ௜௧൯݀݁ݎ ൏ Ͳ ଶగ଴ , contradicción,         QED. 

TEOREMA 6. Una región D ñ-conexa sin componentes de ߲ܦ puntuales tiene la 

propiedad B. O sea, ܦ ഥא  .tiene puntos aislados ܦ߲ si y solo si ࡮

DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis toda componente de ߲ܦ tiene más de un punto. 

Usando este hecho se ve que la demostración indicada al principio de esta sección para 

curvas de Jordan puede adaptarse a la nueva situación; es decir, todo punto del contorno 

es regular (cf. [R], Ch. 4),                       QED. 

TEOREMA 7. i) Sea D una región ñ-conexa y ܦ א ܦ Entonces .࡮ א  Además existe .ࡳ

una familia de regiones de Jordan ñ-conexas ܦ௠ de contornos ܬ௠ rectificables tales que 

ଵܦ                 ؿ ڮ ؿ ഥ௠ܦ  ؿ ௠ାଵܦ ؿ ഥ௠ାଵܦ  ؿ ڮ ՛ ௠ܬ        ,ܦ .՜  .ܬ

DEMOSTRACIÓN. Si ܦ א .ሺܩ existe la función de Green ࡮ , . ሻ. Las propiedades i)-

viii) de la Definición 2 son satisfechas por el operador integral definido con la función 

de Green como núcleo para el problema de Dirichlet y el Laplaciano en la región ܦ  
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como se prueba imitando las demostraciones del Teorema 1, §1.0, [BP]. Salvo por 

algunos detalles la repetición de las demostraciones es prácticamente literal,       QED. 

Hemos demostrado entonces que al menos para regiones ñ-conexas vale: 

TEOREMA 8. Si ܦ es ñ-conexa entonces ܦ א ࡮ ฻ ܦ א   .ࡳ

 

4.3. La función de Green generalizada. Es posible, y tiene numerosas ventajas, 

extender el concepto de función de Green como se hace en [R], p. 106. Allí se define 

una función ԭ஽ሺݖ, ,ݖሻ, o simplemente ԭሺݓ ܦ ሻ, que para dominiosݓ א ,݌ሺܩ verifica ࡮ ሻݍ ൌ ԭሺ݌, ܦ ሻ pero que puede definirse para dominiosݍ ഥא  .࡮

DEFINICIÓN 1. Sea D una región. Una función de Green generalizada es una 

aplicación ԭ: ܦ ՜ ሺെ∞, ∞ሿ tal que para cada ݍ א  :ܦ

(a) ԭሺ·, ܦ ሻ es armónica enݍ ך ሼݍሽ y acotada en ܦ ך ߝ ሻ para todoݍఌሺܤ ൐ Ͳ, 

(b) ԭሺݍ, ሻݍ ൌ ∞ y para ݌ ՜ ,݌ԭሺ ,ݍ ሻݍ ൌ ଵଶగ log ଵ|௣ି௤| ൅  ܱሺͳሻ, 

(c) ԭሺ݌, ሻݍ ՜ Ͳ si ݌ ՜ ߞ para aproximadamente en todo ߞ א   .ܦ߲

Escribiremos “n.e.” (= nearly everywhere) en lugar de “aproximadamente en todo”; 

“n.e.” significa en todo ߞ א ܧ salvo en un subconjunto ܦ߲ ؿ   .de Borel, polar2 ܧ ,ܦ߲

Los conjuntos polares de Borel en ܴଶ forman una familia Զ de conjuntos medibles que 

tienen medida de Lebesgue nula, contiene a los puntos, es cerrada por uniones 

numerables y subconjuntos, y es invariante por transformaciones conformes.  

Un conjunto ܧ א Զ no es necesariamente numerable pero vale la 

PROPOSICIÓN 1. Si ܧ א Զ es un ܨఙ entonces es totalmente desconexo.  

En particular, si ܦ es un dominio y ܧ ൌ തܧ א Զ entonces ܦ ך  .sigue siendo conexo ܧ

Observemos que un abierto acotado no vacío A, plano, tiene necesariamente un 

contorno ߲ܣ compacto no vacío. Para este vale  

                    ͳ ൌ dim୲୭୮߲ܣ ൑ dimୌୟ୳ୱ߲ܣ ൑ dimୠ୭୶߲ܣ ൑ ʹ. 

Pero si un conjunto ܺ es compacto entonces dim୲୭୮ܺ ൌ Ͳ si y solo si ܺ es totalmente 

desconexo, ([GJ]). Luego, usando la Proposición 1 se demuestra la  

PROPOSICIÓN 2. Si D es una región entonces ߲ܦ ഥא Զ. 

Vale el siguiente teorema. 

                                                 
2 Sea ߤ una medida de Borel finita de soporte compacto. Su potencial es ݌ఓሺݖሻ ൌ ׬ log|ݖ െ  ሻ yݓሺߤ݀|ݓ

su energía es ܫሺߤሻ ൌ ׬ ܧ .ሻݖሺߤሻ݀ݖఓሺ݌ ؿ ሻߤሺܫ se llama polar si ࡯ ൌ െ∞ para toda tal ߤ ് Ͳ con soporte 

contenido en E.  
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TEOREMA 1. Sea ܦ una región, ߞ א ܦ Ԣ una región tal queܦ Sea .ܦ߲ ؿ  ,Ԣ . Entoncesܦ

(1) existe una sola función de Green generalizada ԭ para D, 

(2) ԭሺ݌, ሻݍ ൌ ԭሺݍ, ܦ ሻ, es decir, ԭ es simétrica en݌ ൈ   ,ܦ

(3) ԭሺ݌, ሻݍ ൐ Ͳ, 

(4) lim௤՜఍ ԭሺ݌, ሻݍ ൌ Ͳ ֞ ߞ es un punto regular del contorno, 

,݌׊ (5) ݍ א ,݌ԭሺ    ܦ ሻݍ ൑ ԭԢሺ݌,  ,ሻݍ

(6) si para ݌଴, ଴ݍ א ,ܦ ଴݌  ് ,଴݌଴, vale ԭሺݍ ଴ሻݍ ൌ ԭԢሺ݌଴, ,݌׊ ଴ሻ entoncesݍ ݍ א  vale ܦ

     ԭሺ݌, ሻݍ ൌ ԭԢሺ݌,  ,ሻݍ

(7) si para ݌଴, ଴ݍ א ,ܦ ଴݌  ് ,଴݌଴, vale ԭሺݍ ଴ሻݍ ൌ ԭԢሺ݌଴, ܦ ଴ሻ yݍ א ܦ entonces ࡮ ൌ  . Ԣܦ
COROLARIO 1. Sean ܦ y ܦԢ  regiones tales que ܦ ؿ ് Ԣܦ ܦ א   ,Entonces .࡮

,݌׊            ݍ א ݌ ,ܦ ് ,݌ԭሺ  ,ݍ ሻ݌ ൌ ԭᇱሺ݌, ሻ݌ ൌ ∞,  ԭሺ݌, ሻݍ ൏ ݃Ԣሺ݌,  .ሻݍ

COROLARIO 2. Sea D una región tal que ܦ א ,݌Entonces, ԭሺ .࡮ ሻݍ ൌ ,݌ሺܩ  .ሻݍ

En efecto, basta comparar la Definición 3 §4.2 con la Definición 1 del presente párrafo.  

TEOREMA 2. (1) Si una región D es simplemente conexa entonces es regular (todos 

los puntos de su contorno son regulares, cf. [R] §4.2). 

(2) Si ߞ א ,ܦ߲ ߞ א C, C componente de ߲ܦ con más de un punto entonces ߞ es regular. 

(3) Si ሼߞሽ ൌ C entonces ߞ no es regular. 

TEOREMA 3. Sean ܦ௠ y D regiones tales que ܦ௠ ՛ ,݌׊ ,Entonces .ܦ ݍ א  ,ܦ

 ԭ஽೘ሺ݌, ሻݍ ՛ ԭ஽ሺ݌,   .ሻ, (cf. [R])ݍ

 

4.4. Desarrollo en autofunciones. Monotonía de los autovalores con el índice. 

Supondremos de la función peso ݇ሺݔሻ que ݇ א -que es ñ ܦ ሻ y de la regiónܦାሺ݌݅ܮ

conexa y admite función barrera en todos sus puntos frontera.  

Por tanto vale el Teorema 7 del §4.2 por lo que existe una función ܩሺ݌,   ሻ tal queݍ

  ,satisface i)-viii) y iii’) del §4.2 ܩ                   

vale también el principio de máximo del §0.4.1 [BP]: 

ഥሻܦሺܥ   ת ሻܦଶሺܥ ד ݑ ് cte. ݑ∆   , ൌ ݂ ൒ Ͳ,   ݑሺݔሻ ൌ max஽ഥ ฺ  ݑ ݔ   א ,ܦ߲ ݔ ഥא  ,ܦ

y el Lema de Weyl del §0.2.5 y su corolario el Teorema 1 del §1.8 [BP]:  

ߠ                    א ௟௢௖݌݅ܮ ฺ ׬ ,݌ሺܩ ஽  ݍሻ݀ݍሺߠሻݍ א   .ሻܦଶሺܥ

Podemos entonces probar, imitando la demostración del T. 1 del §1.9 [BP] y de su 

Corolario, los puntos (i)-(viii) del siguiente teorema sobre el desarrollo en autofunciones 

del operador െ݇ିଵሺݔሻ∆௫, que implica en particular el T. 1 del §4.1.  

DEFINICIÓN 1. Sean ݇ሺݔሻ א ܦ ሻ yܦାሺ݌݅ܮ א   región ñ-conexa. Llamaremos ࡮



12 

 

ሻܦೖሺ∆ିܦ ؠ :ሻܦሺ∆ܦ ൌ ሼݑ א :ഥሻܦ଴ሺܥ ݑ∆ א ሻሽ al dominio de െܦଶሺܮ ∆௞ y ۵ ؠ ۵௞ al operador  

sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ definido por ሺ۵݂ሻሺ݌ሻ ؔ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ .  

NB. ݑ es solución clásica del problema de Dirichlet െ ଵ௞ ݑ∆ ൌ ݂ si ݑ א Şሺܦሻ. Sobre ܦ∆ 

entendemos que la igualdad െ∆ݑ ൌ ݃ א ݃ ሻ es en el sentido de las distribuciones. Siܦଶሺܮ ൌ ݂݇, será la solución de െ ݑ ଵ௞ ݑ∆ ൌ ݂ que en este trabajo nosotros llamaremos 

fuerte. En Şሺܦሻ ת  ሻ coincide con la solución ordinariaܦᇱሺܦ ሻ la solución enܦሺ∆ܦ

obtenida por derivación. Haciendo abuso del lenguaje usaremos, a veces, fuerte por 

clásica. 

TEOREMA 1. Sean ݇ሺݔሻ א ܦ ሻ yܦାሺ݌݅ܮ א  .región ñ-conexa ࡮

(i) El problema de contorno  

(1)                 െ ଵ௞ሺ௫ሻ ሻݔሺݑ∆ ൌ ݑ ,ሻݔሺݑߣ א Şሺܦሻ,  

posee infinitos autovalores reales de multiplicidad finita que pueden ordenarse según su 

magnitud creciente:  

(2)                             Ͳ ൏ ଵߣ ൑ ଶߣ ൑ ௡ߣ    ,ڮ ՜ ∞. 

(ii) Las correspondientes autofunciones ߶௝ א Şሺܦሻ, reales, normalizadas en ܮଶሺܦ, ݇ሻ: 

     ฮ߶௝ฮ௞: ൌ ට׬ ห߶௝ሺݔሻหଶ݇ሺݔሻ݀ݔ஽ ൌ ͳ, verifican ׬ ߶௜߶௝஽ ݔ݀݇  ൌ Ͳ si ݅ ് ݆,  

y forman un sistema ortonormal completo respecto de la medida ݇ሺݔሻ݀ݔ en ܦ.  

(iii) Toda función ݑ א Şሺܦሻ tal que ∆ݑ א  ሻ admite un desarrollo uniformementeܦஶሺܮ

convergente en ܦഥ (también absolutamente convergente): 

ݑ      (3) ൌ ∑ ௝ܿஶଵ ߶௝,       ௝ܿ ൌ ௝ܿሺݑሻ ൌ ׬ ஽ݑ ߶௝  ,ݔ݀݇ 

(iv)  
థ೙ሺ௣ሻఒ೙ ൌ ׬ ,݌ሺܩ ሻ஽ݍ ߶௡ሺݍሻ ݇ሺݍሻ݀ݍ ൌ ۵ሺ߶௡ሻ,     ߶௡ ൌ ߶௡ሺ·ሻ ൌ ߶௡ሺ· ; ݇ሻ, 

(v)  ∑ หథೕሺ௣ሻหమఒೕమ∞ଵ ൌ ׬ ,݌ଶሺܩ ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍ ൑஽ ଶܥ ൏ ܥ     ,∞ ൌ ඥԡ݇ԡஶ diam ܦ, 

(vi) ට∑ ଵఒೕమ∞ଵ ൌ ԡܩԡଶ,௞ൈ௞ ൑ ′ܥ ൏ ᇱܥ                      ,∞ ൌ ԡ݇ԡஶඥ|ܦ| diam ܦ, 

(vii) ݌׊ א ,݌ሺܩ ,ഥܦ ሻݍ ൌ ∑ థ೙ሺ௣ሻథ೙ሺ௤ሻఒ೙ ,          ሺܮଶሺݍ א  ,ሻሻܦ

(viii) ܩሺ݌, ሻݍ ൌ ∑ ߶௡ሺ݌ሻ߶௡ሺݍሻ/ߣ௡,               ܮଶሺܦ ൈ  ,ሻܦ

(ix) െ ∆௞ lleva ିܦ∆ೖሺܦሻ sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ en forma biunívoca. Vale ቀെ ଵ௞ ∆ቁିଵ ൌ ۵. 
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DEMOSTRACIÓN de (ix). Veamos que ∆ሺܦ∆ሻ ـ ݒ ሻ. Por iii’) §4.2, siܦଶሺܮ א  ଶܮ

entonces ݑሺ݌ሻ ൌ െ ׬ ,݌ሺܩ ݍ݀ ሻݍሺݒሻݍ א ஽∆ܦ  y ∆ݑ ൌ  ,Por la Proposición 1 §3.2 [BP] .ݒ

(véase también el §4.14), ∆ es biunívoca sobre su dominio. Por tanto, െ ଵ௞ ∆ ൬ିܦ∆ೖ൰ ൌ ,ܦଶሺܮ ݇ሻ y ቀെ ଵ௞ ∆ቁିଵ ሺݒሻ ൌ ׬ ,݌ሺܩ ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሺݒሻݍ ൌ ۵ሺݒሻ஽ ,      QED. 

NOTAS. i) Sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ vale ۵ ൌ  Vimos que ۵ିଵ existe y que el dominio de ۵ିଵ .כ۵

es denso en ܮଶ por lo que existe ሺ۵ିଵሻכ. Luego, ሺ۵ିଵሻכ ൌ ሺ۵כሻିଵ ൌ ۵ିଵ. Es decir, െ ଵ௞ ∆ൌ ቀെ ଵ௞ ∆ቁכ
. En particular, െ ଵ௞ ∆ es cerrado. 

ii) Vale: ܧ ൌ െ ଵ௞ ∆ሺܥ଴ஶሺܦሻሻ no es denso en ܮଶሺܦ, ݇ሻ. En efecto, sea ܮଶ ד ݂ ٣   ;ܧ

entonces א ߮׊ ሻ vale Ͳܦ଴ஶሺܥ ൌ ቀ݂, െ ଵ௞ ∆߮ቁ௞ ൌ ሺ݂, െ∆߮ሻ ൌ െۃ∆݂, ݂∆ Por tanto .ۄ߮ ൌ Ͳ y ݂ puede identificarse con una función armónica. Además toda función  

armónica de cuadrado integrable es ortogonal a E en ܮଶሺܦ, ݇ሻ. 

 

4.5. Series de Dirichlet. Vale el, (con ߙ ൌ   ,(del Teor.5 §4.1 ߛ

TEOREMA 1. Sean ܦ א ࡮ ת ܵఌ una región ñ-conexa y ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ ת Лఈሺܦሻ. 

Entonces,  

i) la función ݃ሺݏሻ ൌ ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ െ భరഏ ׬ ௞ௗ௣ವ௦ିଵ  es holomorfa en  

(1)                                    Re ݏ ൐ ঄: ൌ ͳ െ ୧୬୤ ሺఈ,ఌሻଶ , 

ii) si D es de Jordan rectificable y ݇ ؠ ͳ entonces ঄ ൌ ͳ/ʹ, 

iii) no es cierto en general que ݃ሺݏሻ ൌ ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ െ భరഏ ׬ ௞ௗ௣ವ௦ିଵ  sea holomorfa en  Re ݏ ൐ ঄ െ ߳, ߳ ൐ Ͳ,  

iv) para una región de Jordan ܥଶ y el problema clásico de Dirichlet no vale  ሼߣଵ, ,ଶߣ ,ଷߣ ڮ ሽ ൌ ࡺ ؔ ሼͳ,ʹ,͵, ڮ ሽ. Ni tampoco ൛ߣ௝ൟ ൌ ܿ൛ࡺ ך ሼͳ, ڮ , ݉ሽൟ. 

v) si para el problema de Dirichlet de la ecuación de Sturm-Liouville en D existe m tal 

que Ͳ ൏ ݉ ൏ ͳ y vale, (cf. [La]),  

(2) ܰሺߣሻ െ ߣܣ ൌ െܹߣ௠ ൅ ,ܣ ,௠ሻߣሺ݋ ܹ ൐ Ͳ, ͳ ൏ ߣ ՜ ∞    ֜  ݉ ൑ ঄ . 
DEMOSTRACIÓN. i) Se demuestra como el Corolario 2 del Teorema 1, [BP] §3.8, 

(véase también el Teorema 1, §4.20).  

ii) sigue de i). 
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iii) De una región de Jordan diremos que es ܥଶ si su contorno ܬ definido por ሼݕଵሺݏሻ, ௜ݕ ሻሽ, s parámetro longitud de arco, es tal queݏଶሺݕ א ,ଶܥ ݅ ൌ ͳ,ʹ, y posee versor 

tangente en cada uno de sus puntos. Una definición más detallada puede verse en [Z], 

pgs. 11-12. 

Para el problema clásico de Dirichlet con ݇ ൌ ͳ y una región de Jordan ܥଶ vale en Re ݖ ൐ ͳ:  

(3)                         ∑ ଵఒೕ೥ ൌ ׬ ௗேሺఒሻఒ೥ ൌ ୟ୰ୣୟ ஽ସగሺ௭ିଵሻஶ଴ାஶଵ െ ୪୭୬୥ ௃଼గሺ௭ିభమሻ ൅ ݄ሺݖሻ, 

donde ݄ሺݖሻ es holomorfa en Re ݖ ൐ Ͳ, (Pleijel, cf. [Z]). Esto prueba iii) en vista de ii). 

iv) ߞሺݖሻ െ ଵ௭ିଵ es una función entera y por tanto holomorfa en Re ݖ ൐ Ͳ. 

v) Repetimos la demostración del párrafo 3.9 de [BP]. Supongamos que valga para Ͳ ൏ ঄ ൏ ݉ ൏ ͳ, ͳ ൏ ߣ ൏ ∞, la igualdad ߜሺߣሻ ؔ ܰሺߣሻ െ ߣܣ ൌ െܹߣ௠ ൅   .௠ሻߣሺ݋

Entonces, si ܭሺݔሻ ൌ ݏ ,௦ିݔ ൌ ߪ ൅ ݅߬, ͳ ൐ ߪ ൐ ܤ ,݉ ൐ ܥ ՜ ∞, se tiene  ܭሺݔሻ ൌ ሻݔ ఙሺcosሺ߬ logିݔ െ ݅ senሺ߬ log ݔሻ y vale ׬ ሻ஻஼ݔሺߜሻ݀ݔሺܭ ൌ ሺߜܭሻሺܤሻ െ ሺߜܭሻሺܥሻ െ ׬ ሻ஻஼ݔሺܭሻ݀ݔሺߜ ൌ ሺͳሻ݋ ൅ ݏ ׬ ଵିఙ஻஼ିݔሻݔሺߜ  .ݔ݀

Luego, ׬ ሻ஻஼ݔሺߜሻ݀ݔሺܭ ՜ Ͳ. Más aún, ׬ ሻ஻஼ݔሺߜሺఙା௜ఛሻ݀ିݔ ՜ሶ Ͳ si ݏ ൌ ߪ ൅ ݅߬ pertenece a 

un compacto contenido en Re ݏ ൐ ݉.  

Por tanto, ଵ݃ሺݏሻ ൌ ׬ ሻ∞ିଵାݔሺߜ௦݀ିݔ  es una función  holomorfa en ͳ ൐ ߪ ൐ ݉. Pero 

                         ଵ݃ሺߪሻ ൌ ߪ ׬ ଵିఙ∞ଵାିݔሻݔሺߜ ݔ݀ െ ሺͳߜ  ൅ሻ. 

La última integral es tal que ห׬ ଵିఙ∞ଵାିݔሻݔሺߜ หݔ݀ ՜ ∞ cuando ߪ ՝ ݉. Luego, ଵ݃ሺݏሻ no 

es prolongable holomórficamente a ߪ ൒ ݉.  

Esto contradice el hecho de que en ߪ ൐ ʹ la función ଵ݃ሺߪሻ ൌ ׬ ሻߣఙ݀ሺܰሺିߣ െ ሻ∞ିଵାߣܣ  es 

igual a ݃ሺߪሻ െ ஺ఙିଵ ൅ función entera en ߪ. En efecto, esta última define una función 

holomorfa en Re ݏ ൐ ঄ ൏ ݉, contradicción.  

Luego, si vale (2) entonces ঄ ൒ ݉,                                                             QED. 

 

  



15 

 

II. El método variacional. 

4.6. Normas en espacios de Sobolev. Sea S un abierto acotado de ܴଶ. 

DEFINICIÓN 1. ܥା଴ሺܵሻ designará a la familia de funciones reales ݇ሺݔሻ א   ଴ሺܵሻܥ

(= familia de funciones continuas) para las que existe ߝ ൌ ሺ݇ሻߝ א ሺͲ, ∞ሻ tal que ݔ׊ א ߝ :ܵ ൏ ݇ሺݔሻ ൏ ͳ/ߝ.  

Queremos determinar el inverso del operador de Sturm-Liouville െ ଵ௞ሺ௫ሻ ∆, ݇ א  .ା଴ሺܵሻܥ

Recurriremos al método de Gårding para la determinación del operador de Green del 

operador diferencial. Si es necesario llamaremos método variacional a este tratamiento 

del operador en contraposición al que hemos llamado método clásico y utilizado en 

[BP], Caps. 1 y 3 y en la Introducción de este capítulo.  

Definamos ܦ௜ ൌ డడ௫೔ , ݅ ൌ ͳ,ʹ,  ׏ൌ ቀ డడ௫భ , డడ௫మቁ  y sea 

଴ሺܵሻܪ               (1) ൌ la completación de ܥ଴ஶሺܵሻ (real) respecto de la norma 

(2)              ԡ|݂|ԡ ൌ ቀ׬ ሺ|݂|ଶ ൅ ଶሻௌ|݂׏| ቁଵ/ଶݔ݀ ൌ ቀ׬ ൫|݂|ଶ ൅ ௌݔ௜݂|ଶ൯݀ܦ|∑ ቁଵ/ଶ
, 

(cf. [A], [Tr], donde ܪ଴ se denota con ܪ଴ଵ). ܪ଴ሺܵሻ ؿ ଵሺܵሻܪ ൌ el espacio real de 

Sobolev constituído por las funciones en ܮଶሺܵሻ cuyas primeras derivadas pertenecen a ܮଶሺܵሻ munido de la norma (2). ܪଵሺܵሻ es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar 

(producto interior) se define como  ൫ሺݑ, ሻ൯ݒ ؔ ׬ ௌݔ݀ ݒݑ ൅ ׬ ݑ׏ ൈ ௌݔ݀ ݒ׏ ൌ ׬ ௌݔ݀ ݒݑ ൅ ׬ ∑ ݒ௜ܦݑ௜ܦ ௌݔ݀  ,  

                                        ԡ|ݑ|ԡ ൌ ඥሺሺݑ, ஶሺܵሻܥ  .ሻሻݑ ת  ଵሺܵሻ este producto escalar yܪ ଴ሺܵሻ hereda deܪ .ଵሺܵሻܪ ଵሺܵሻ es denso enܪ

siendo un subspacio cerrado del mismo es a su vez un espacio de Hilbert. 

Como S es un abierto acotado, ܫሺݑ, :ሻݒ ൌ ׬ ݑ׏ ൈ ௌݔԝ݀ݒ׏  es también un producto escalar 

en ܪ଴ሺܵሻ que da lugar a una norma equivalente |·|ுబ, (cf. [A], Ch. VI). En efecto, 

PROPOSICIÓN 0. Sea ܵ ؿ ሺെܭ, ሻܭ ൈ ሺെܭ, ,ሻܭ ߮ א  ଴ஶሺܵሻ. Entoncesܥ

׬                               ߮ଶሺݔሻ݀ݔ ൑ ሺʹܭሻଶ ׬ ௌௌݔଶ݀|߮׏|  . 

DEMOSTRACIÓN. Si ߮ א ,ଵݔ଴ஶሺܵሻ, ߮ሺܥ ଶሻݔ ൌ ׬ డఝడ௦ ሺݏ, ௫భି௄ݏଶሻ݀ݔ . Luego, 

 |߮ሺݔଵ, ଶሻ|ଶݔ ൑ ܭʹ ׬ ቚడఝడ௦ ሺݏ, ଶሻቚଶݔ ௄ି௄ݏ݀ . Integrando sobre S, obtenemos la tesis,    QED. 

COROLARIO 1. Para ݒ א   ଴ሺܵሻ valeܪ

,ݒሺܫ                            ሻݒ ൑ ԡ|ݒ|ԡଶ ൑ ሺͳ ൅ ,ݒሺܫଶሻܭ4  .ሻݒ
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Sigue que si ܵ es un abierto acotado, ͳ ഥא ଴ܪ ଴ yܪ ്  .ଵ, (cf. [T], Prop. 24.10)ܪ

Definimos, para ݂, ݃ א ,଴ሺܵሻܪ ݐ ൒ Ͳ,  

(3)                 ሺ݂, ݃ሻ௧ ؔ ׬ ݂׏ ൈௌ ݔ݀ ݃׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀ ݂݃ .  

O sea, ሺሺ݂, ݃ሻሻ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௧ୀଵ. La norma ԡ·ԡ௧ correspondiente al producto escalar (3) 

incorpora la constante t y se escribe como ԡ݂ԡ௧ : ൌ ඥ݂׏|׬|ଶ݀ݔ ൅ ݐ ׬ ݂ଶ݀ݔ.  

Es equivalente, para cada t, a ԡ|·|ԡ. En particular, ԡ·ԡ଴~ԡ·ԡଵ ൌ ԡ|·|ԡ.  

Por tanto ܪ଴ሺܵሻ es un espacio de Hilbert respecto al producto escalar ሺ·,·ሻ௧ , ݐ ൒ Ͳ.  

En lo que sigue el contexto evitará la confusión originada por la notación: 

     ԡ݂ԡ ൌ ඥ׬ ݂ଶ݀ݔ,  ԡ݂ԡ௞ ൌ ඥ׬ ݂ଶ. y  ԡ݂ԡ௧  ݔ݀݇ ൌ ඥܫሺ݂, ݂ሻ ൅  .ԡ݂ԡଶݐ

La funcional ࢑,࢚ࢇሺ·,·ሻ.  Sean ܫሺ݂, ݃ሻ ൌ ׬ ݂׏ ൈ ௌ݃׏ ሻݔሺ݇  ,ݔ݀ א ,ା଴ሺܵሻ y  ሺ݂ܥ ݃ሻ௞ ൌ ׬ ௌ ݔ݀݇ ݂݃ . 

DEFINICIÓN 2. Sea ݐ ൒ Ͳ. Si ݂, ݃ א  ଴ሺܵሻ definimosܪ

                    ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ: ൌ ,ሺ݂ܫ ݃ሻ ൅ ,ሺ݂ݐ ݃ሻ௞ ൌ ׬ ݂׏ ൈௌ ݔ݀ ݃׏ ൅ ݐ ׬ ௌ ݔ݀݇ ݂݃  . 

En particular, ܽ଴,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ ,ሺ݂ܫ ݃ሻ. Vale además ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ ܽ௧,௞ሺ݃, ݂ሻ y  

(4)          หܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻห ൑ ԡ|݂|ԡ. ԡ|݃|ԡ ൅ .ԡ݇ԡஶԡ݂ԡݐ ԡ݃ԡ ൑ ሺͳ ൅ .ԡ݇ԡஶሻԡ|݂|ԡݐ ԡ|݃|ԡ . 

Luego, ܽ௧,௞ሺ·,·ሻ define una funcional bilineal continua simétrica sobre ܪ଴ሺܵሻ que 

verifica (4). Notemos que si ݂, ݃ א  ଴ஶሺܵሻ entoncesܥ

(5)       ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ ݐ ׬ ݔ݀݇ ݂݃ ൅ ׬ ቀെ ଵ௞ ∆݂ቁௌ ௌݔ݀݇ ݃  ൌ ׬ ቂቀݐ െ ଵ௞ ∆ቁ ݂ቃௌ  .ݔ݀݇ ݃

PROPOSICIÓN 1. Si  ݂ א ݂∆ ,଴ሺܵሻܪ א ߮ ଶሺܵሻ yܮ א   ଴ஶሺܵሻ entoncesܥ

(6)                   ܽ௧,௞ሺ݂, ߮ሻ ൌ ׬ ቄ݂ݐ ൅ ቀെ ଵ௞ ∆݂ቁቅ ߮ௌ  .ݔ݀݇ 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos ܥ଴ஶ ד ௡݂ ՜ ݂ en ܪ଴ሺܵሻ. Luego, ׬ ׏ ௡݂.ௌ ݔ݀߮׏ ൌ ൌ ∆െۃ ௡݂, ۄ߮ ՜ ׬ ௌ.݂׏ ݔ݀߮׏ ൌ ,݂∆െۃ ۄ߮ ൌ ׬ ቀെ ଵ௞ ∆݂ቁ ௌݔ݀݇ ߮ ,                        QED. 

De la Definición (2), para )(, 0 SHgf ∈  y ܯ ൌ ,ሺ݇ܯ ܵሻ, una constante independiente 

de t, obtenemos,  

(7)                                      หܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻห ൑  . ԡ݂ԡ௧ԡ݃ԡ௧ܯ

Por otra parte, si Ͳ ് ݂ א ݐ ,଴ሺܵሻܪ ൒ Ͳ y ߙ ൌ infሺͳ, inf ݇ሻ ሺ൐ Ͳ),  

(7’)    ܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ ൌ ݔଶ݀|݂׏|׬ ൅ ԡ݂ԡ௞ଶݐ ൒ ݔଶ݀|݂׏|׬ሺߙ ൅ ԡ݂ԡଶሻݐ ൒ ԡ݂ԡ௧ଶߙ ൐ Ͳ . 

O sea, la forma es coerciva sobre ܪ଴ሺܵሻ munido con la norma ԡ·ԡ௧. Vale entonces la  
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PROPOSICIÓN 2. Si ݐ ൒ Ͳ, ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ define un producto escalar sobre ܪ଴ሺܵሻ cuya 

norma asociada es equivalente a (3). 

En efecto, para ݐ ൒ Ͳ, obtenemos หܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻห ൑ ඥܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ . ඥܽ௧,௞ሺ݃, ݃ሻ. Eligiendo 

una constante positiva ܯ ൌ  ,ሺ݇ሻ adecuadamente valeܯ

ଵԡ݂ԡ௧ଶିܯ              (8) ൑ ܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ ൑ ݂ ԡ݂ԡ௧ଶ   para todaܯ א ݐ ଴ y todoܪ ൒ Ͳ. 

En consecuencia, ܪ଴ሺܵሻ es un espacio de Hilbert con el producto escalar ܽ௧,௞ሺ·,·ሻ. 

El operador ࢚ࡺ. De (8) se deduce, por el teorema de representación de funcionales 

lineales continuas, que para toda ݒ א ݍ ଴ሺܵሻ existe una únicaܪ ൌ ሻݒሺݍ א  ଴ሺܵሻ tal queܪ

para toda ݂ א   ଴ valeܪ

(9)                              ܽ௧,௞ሺ݂, ሻݒ ൌ ሺ݂,  .ሻሻ௧ݒሺݍ

Por el mismo argumento, dado ݍ א ሻݍ଴ existe un único ௧ܰሺܪ ൌ ,verificando ܽ௧,௞ሺ݂ ݒ ሻݒ ൌ ሺ݂, ,ݍ ଴ሺܵሻ. Entonces, siܪ ଴ሺܵሻ sobreܪ ሻ௧. Es decir, ௧ܰ establece una correspondencia biunívoca y lineal deݍ ݂ א  ଴ tenemosܪ

(10)                              ܽ௧,௞ሺ݂, ௧ܰሺݍሻሻ ൌ ሺ݂,  .ሻ௧ݍ

De (8) y (10) se deduce que ௧ܰ es un operador que además de 1-1 y lineal es acotado 

respecto de la norma ԡ. ԡ௧ con ԡ ௧ܰԡ ൑ Vale entonces ฮ .ܯ ௧ܰିଵฮ ൒ ͳ ԡ ௧ܰԡൗ ൒ ͳ/ܯ.  

Podemos elegir ܯ ൌ ,ሺ݇ܯ ܵሻ tan grande de manera que verifique simultáneamente, 

(7’)          หܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻห  ൑       ,ԡ݂ԡ௧ԡ݃ԡ௧ܯ
ଵெ ൑ ԡ ௧ܰԡ, ԡ ௧ܰି ଵԡ ൑  .ܯ

El operador ௧ܰ permite vincular la forma bilineal simétrica ሺ. , . ሻ௧ con la forma bilineal 

simétrica ܽ௧,௞ሺ. , . ሻ. 

El operador ࢚ࡹ. Si ݂, ݃ א  ଴ஶ tenemosܥ

                           |ሺ݂, ݃ሻ| ൑ ԡ݂ԡԡ݃ԡ. 
En vista de la Proposición 0 tenemos entonces,

 (11)             |ሺ݂, ݃ሻ| ൑  . ԡ݂ԡԡ݃ԡ௧ܭʹ

Esta desigualdad vale aún para ݃ א ,଴ሺܵሻ. ሺ݂ܪ ݃ሻ define entonces una funcional lineal 

continua sobre ݃ א   .଴ሺܵሻ con norma ԡ·ԡ௧ܪ

Por tanto define un operador lineal ܯ෩௧: ଴ஶሺܵሻܥ ՜  :଴ሺܵሻ tal queܪ

(12)                                 ሺ݂, ݃ሻ ൌ ሺܯ෩௧݂, ݃ሻ௧ . 

De (11) y (12) obtenemos para ݂ א  ,଴ஶሺܵሻܥ

(13)                             ฮܯ෩௧݂ฮ௧ ൑  .ԡ݂ԡܭʹ
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Pero, como por el corolario de la Proposición 0: |ԡ·ԡ| ൑ ሺͳ ൅  ሻԡ·ԡ௧, sigue de (13)ܭʹ

que el operador ܯ෩௧ verifica, con ܤ ൌ ሺͳܭʹ ൅  ,ሻܭʹ

(13’)                         หฮܯ෩௧݂ฮห ൑ ݂ ԡ݂ԡ       para todoܤ א  .଴ஶሺܵሻܥ

Por tanto ܯ෩௧ puede extenderse continuamente a todo ܮଶሺܵሻ, ܯ෩௧: ଶሺܵሻܮ ՜  ଴ሺܵሻ. Laܪ

extensión satisface entonces (12) para ݂ א ,ଶሺܵሻܮ ݃ א ,଴ሺܵሻ:  ሺ݂ܪ ݃ሻ ൌ ሺܯ෩௧݂, ݃ሻ௧.  

Sigue ahora que el operador ܯ෩௧ es inyectivo, lineal y continuo. Las mismas propiedades 

tiene el operador ܯ௧ que definimos como ܯ௧ሺ݂ሻ ൌ :෩௧ሺ݂݇ሻܯ ଶሺܵሻܮ ՜   .଴ሺܵሻܪ

Vale entonces la siguiente relación entre las formas bilineales simétricas ሺ·,·ሻ௞ y ሺ·,·ሻ௧, 

׬   (14) ݔ݀݇ ݂݃ ൌௌ ሺ݂, ݃ሻ௞ ൌ ሺܯ௧݂, ݃ሻ௧      para toda ݂ א ݃ ଶሺܵሻ, para todaܮ א  .଴ሺܵሻܪ

Por el teorema de inmersión de Rellich-Kondrachov, (cf. [A]), vale la  

PROPOSICIÓN 3. El operador ܯ௧: ଶሺܵሻܮ ՜  .ଶሺܵሻ es compactoܮ

El operador ড࢚. En general escribiremos ॄ en lugar de ॄ௧. Vimos en (10) que para 

funciones reales ݃, ݄ א ,଴ሺܵሻ, vale la fórmula, ܽ௧,௞ሺ݃ܪ ௧݄ܰሻ ൌ ሺ݄, ݃ሻ௧. 

De esta fórmula y (14) sigue entonces para ݄ ൌ ,௧݂ܯ ݂ א ,ଶሺܵሻܮ ݃ א  ଴, queܪ

                             ܽ௧,௞ሺ݃, ௧ܰܯ௧݂ሻ ൌ ሺܯ௧݂, ݃ሻ௧ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௞. 

Luego, si ݂ א ,ଶሺܵሻܮ ݃ א  ଴ሺܵሻ, valeܪ

(15)                                    ܽ௧,௞ሺ ௧ܰܯ௧݂, ݃ሻ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௞. 

DEFINICIÓN 3. ॄ ؠ ॄ௧ ؔ ௧ܰܯ௧: ଶሺܵሻܮ ՜ ଴ሺܵሻܪ ؿ   .ଶሺܵሻܮ

Recolectando fórmulas, para ݂ א ,ଶሺܵሻܮ ݃ א  ,଴ሺܵሻ, logramos la relaciónܪ

(16)                          ሺܯ௧݂, ݃ሻ௧ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௞ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ݂, ݃ሻ. 

TEOREMA 1. i) ॄ ൌ ௧ܰܯ௧ es un operador biunívoco y continuo de ܮଶሺܵሻ en ܪ଴ሺܵሻ. 

ii) ॄ es simétrico, positivo y compacto de ܮଶሺܵ; ݇ሻ en ܮଶሺܵ; ݇ሻ. 

DEMOSTRACION. i) sigue de lo dicho en los párrafos precedentes. 

ii) ॄ es simétrico y positivo pues 

         ሺ݂, ॄ݃ሻ௞ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݃ሻ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ݃, ॄ݂ሻ ൌ ሺ݃, ॄ݂ሻ௞ ൌ ሺॄ݂, ݃ሻ௞,        QED. 

 

4.7. Las autofunciones de ড࢚. De la desigualdad (8), (16) y el Teorema 1 sigue que si ݐ ൒ Ͳ y  Ͳ ് ݂ א ,ଶሺܵܮ ݇ሻ  entonces 

ԡॄ݂ԡ௧ଶܯ           (1) ൒ ሺ݂, ॄ݂ሻ௞ ൌ ܽ௧,௞ሺॄሺ݂ሻ, ॄሺ݂ሻሻ ൒ ଵԡॄ݂ԡ௧ଶିܯ ൐ Ͳ.  

De (1) y Teorema 1 ii), se deduce que existe una familia  ሼख़௠ሽ  ortonormal en ܮଶሺܵ, ݇ሻ 

tal que ॄ௧ሺख़௠ሻ ൌ ௠ख़௠ߤ ԝ, con ߤ௠ ൐ Ͳ. De (1) se deduce también que el rango de ॄ௧ es 
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denso en ܮଶሺܵ, ݇ሻ. En consecuencia,  #ሼߤ௠ሽ ൌ Յ଴ y ߤ௠ ՝ Ͳ.  

Los autovalores son de multiplicidad finita. Por tanto #ሼख़௠ሽ ൌ Յ଴. Hemos probado 

entonces el siguiente resultado, 

TEOREMA 1. Los valores propios ߤ௠ de ॄ son positivos, de multiplicidad finita y 

tienden a cero. La familia de autofunciones ሼख़௠ሽ ൌ ሼख़௠ሽ௠ୀଵஶ ؿ  ଴ሺܵሻ es ortonormal yܪ

completa en ܮଶሺܵ; ݇ሻ y verifica entonces ॄख़௠ ൌ  .௠ख़௠ߤ

Este teorema es análogo al T.1 §4.4. Dado que ݇ א  ା଴ሺܵሻ la situación aquí es másܥ

general y no podemos afirmar, aun suponiendo ܵ de Jordan, que ख़௠ א  .ଶሺܵሻܥ

Rango y dominio del operador diferencial െି࢑૚∆ ൅ ,࢚ ሻ࢞ሺ࢑   א ା૙࡯ ሺࡿሻ. 

DEFINICIÓN 1. A la variedad lineal de ܪ଴, ࡰ∆ ؔ  ሼ݂ א :଴ሺܵሻܪ ∆݂ א  ଶሺܵሻሽ, laܮ

llamaremos dominio (variacional) del operador െ݇ିଵ∆ ൅  Al rango lo notaremos con .ݐ

ℜ ؔ ൫ሺെ݇ିଵ∆ሻ ൅ ؿሺ   ∆ࡰ൯ݐ   .ଶሺܵሻሻܮ

TEOREMA 2. Sean ݐ ൒ Ͳ, ߣ௠ ൅ ݐ ൌ  .௠ିଵߤ

i) Sobre ࡰ∆ vale ॄሺെ݇ିଵ∆ ൅ ሻݐ ൌ  ,ܫ

ii) Sobre ℜ vale ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ॄ ሻݐ ൌ  ,ܫ

iii) ℜ ൌ ℜഥ ൌ ,ଶሺܵܮ ݇ሻ, 

iv) ॄ = ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁିଵݐ
 sobre ܮଶሺܵ, ݇ሻ ൌ ℜ, 

v) ℜ ൌ dominio de ॄ ൌ ,ଶሺܵܮ ݇ሻ,    ܪ଴ሺܵሻ ـ rango de ॄ ൌ ࡰ∆ ـ ሼख़௠ሽ ׫  ,଴ஶሺܵሻܥ

vi) ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ሻख़௠ݐ ൌ ሺߣ௠ ൅  ,ሻख़௠ݐ

vii) െ ଵ௞ ∆ख़௠ ൌ , ௠ख़௠ߣ ௠ߣ ൐ Ͳ.  

DEMOSTRACIÓN. i) Sean ݂ א ܨ y ∆ࡰ ൌ െ ଵ௞ ∆݂ ൅  De (16) y la Proposición 1 del .݂ݐ

§4.6 sigue, para toda ߮ א ,଴ஶ, que ܽ௧,௞ሺ݂ܥ ߮ሻ ൌ ሺܨ, ߮ሻ௞ ൌ ܽ௧,௞ሺॄܨ, ߮ሻ. Por tanto,  ܽ௧,௞ሺॄܨ െ ݂, ߮ሻ ൌ Ͳ. Por la densidad de ܥ଴ஶሺܵሻ en ܪ଴ሺܵሻ, de (7) §4.6 obtenemos ܽ௧,௞ሺॄܨ െ ݂, ܨॄ െ ݂ሻ ൌ Ͳ. De (7’) §4.6 sigue entonces que ॄܨ െ ݂ ൌ Ͳ. 

ii) Si ܨ א ℜ entonces existe ݂ א ܨ tal que ∆ࡰ ൌ ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ∆ሻ݂. Aplicando i) se obtiene  ሺെ݇ିଵݐ ൅ ܨሻॄݐ ൌ ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ሻ݂ݐ ൌ  .ܨ

iii) ℜഥ ൌ ,ଶሺܵܮ ݇ሻ pues la cápsula lineal de ሼख़௠ሽ  es densa ܮଶሺܵ, ݇ሻ, (cf. T. 1). Vale que െ݇ିଵ∆ ൅ En efecto, supongamos ߮௡ .∆ࡰ es un operador cerrado sobre ݐ ՜ ݓ א ଴ y െܪ en ∆ࡰ ଵ௞ ∆߮௡ ൅ ௡߮ݐ ՜ ݄ en ܮଶ. Entonces ∆߮௡ ՜ ሺݓݐ െ ݄ሻ݇ en ܮଶ y ∆߮௡ ՜ ݓ∆ ሻ, valeܦᇱሺܦ ሻ. Por tanto, enܦᇱሺܦ en ݓ∆ ൌ ሺݓݐ െ ݄ሻ݇, o sea ∆ݓ א ݓ ଶ yܮ א  En .∆ࡰ

consecuencia, ݄ ൌ െ ଵ௞ ݓ∆ ൅ ݓݐ א ℜ y el operador diferencial es cerrado. Luego 
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ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ∆ሻିଵ es también cerrado. Pero ሺെ݇ିଵݐ ൅ ሻିଵݐ ൌ ॄ sobre ℜ y ॄ es acotado. 

Por tanto el dominio de ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ሻିଵ es cerrado: ℜݐ ൌ ℜഥ .  

iv) y v) siguen de i)-iii) y Teorema 1. 

vi) ख़௠ א ∆Entonces, ሺെ݇ିଵ .∆ࡰ ൅ ௠ख़௠ߤሻݐ ൌ ሺെ݇ିଵ∆ ൅ ሻॄख़௠ݐ ൌ ख़௠. 

vii) ߣ௠. ͳ ൌ ׬ ቀെ ଵ௞ ∆ख़௠ቁ ख़௠݇݀ݔௌ ൌ ׬ ௌݔख़௠|ଶ݀׏| . Como ख़௠ ് Ͳ, por el Corolario 1 de 

la Proposición 0 §4.6, obtenemos ׬ ௌݔख़௠|ଶ݀׏| ൐ Ͳ,                                     QED. 

TEOREMA 3. Sea ख़ א    ,ሺܵሻ . Valen (A) y (A’)∆ࡰ

(A)           ݂׊, ݃ א ,଴ሺܵሻ         ܽ௧,௞ሺॄ௧݂ܪ ݃ሻ ൌ ܽ௧,௞ሺ݂, ॄ௧݃ሻ,  

(A’) ݃׊ א ,଴ሺܵሻ  ܽ௧,௞ሺख़ܪ ݃ሻ ൌ ׬ ख़׏ ൈ ݔ݀ ݃׏ ൅ ݐ ׬ ख़݃ ݇݀ݔௌௌ ൌ ׬ ቄെ ଵ௞ ∆ख़ ൅ ख़ቅݐ ௌݔ݀݇ ݃ . 

Además son equivalentes (B), (C) y (D), 

(B)  ݃׊ א ,଴ሺܵሻ           ܽ௧,௞ሺख़ܪ ݃ሻ ൌ ׬ ሺߣ௠ ൅ ௌݔ݀݇ ሻख़݃ݐ ,  

(C)                                      ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ख़ ൌ ሺߣ௠ ൅  ,ሻख़ݐ
(D) ख़ pertenece al mismo autoespacio que ख़௠, autofunción correspondiente al autovalor ߣ௠ ൅  .ݐ

DEMOSTRACIÓN. (A) sigue de la Definición 2 §4.6 y de ܽ௧,௞ሺॄ௧݂, ݃ሻ ൌ ׬ ௌݔ݀݇ ݂݃ , 

que es la fórmula (16) del §4.6. (A’) es consecuencia de (6) y (7), §4.6. 

(D) implica (C) por Teorema 1 y vi) Teorema 2.  

(C) es equivalente a 
ख़ఒ೘ା௧ ൌ ॄ௧ख़, (cf. iv) Teorema 2).  

Veamos que (C) implica (D). Si ߣ௡ ് ׬ ,௠, por (A) tenemosߣ ख़ख़௡ ݇݀ݔௌ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ௧ख़, ख़௡ሻ ൌ ܽ௧,௞ሺख़, ॄ௧ख़௡ሻ; por tanto,  

׬                      ख़ख़௡ ݇݀ݔௌ ൌ ܽ௧,௞ ቀ ख़ఒ೘ା௧ , ख़௡ቁ ൌ ܽ௧,௞ ቀख़, ख़೙ఒ೙ା௧ቁ.  

Luego, ׬ ख़ख़௡ ݇݀ݔௌ ൌ Ͳ, por lo que ख़ debe estar en el mismo autoespacio que ख़௠, y vale 

(D). 

(B) dice que ܽ௧,௞ ቀ ख़ఒ೘ା௧ , ݃ቁ ൌ ׬ ख़݃ ݇݀ݔௌ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ௧ख़, ݃ሻ. Por (1) §4.7, ॄ௧ख़ ൌ ख़ఒ೘ା௧ que 

implica (C).  

(B) se deduce de (C) usando (A’),                                      QED.  
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4.8. Soluciones débiles y fuertes.  

DEFINICIÓN 1. Una función u definida en un abierto acotado S es una solución débil, 

o variacional, del problema de Dirichlet  

(1)                  ቀെ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ݑ ൌ ݂, ݐ ൒ Ͳ, ݑ ൌ Ͳ sobre ߲ܵ, ݂ א ,ଶሺܵܮ ݇ሻ,  

si ݑ א ݒ ଴ሺܵሻ y para todaܪ א  ଴ሺܵሻ valeܪ

(2)                             ܽ௧,௞ሺݑ, ሻݒ ൌ ሺ݂,   .ሻ௞ݒ

Es decir, vale para toda ݒ א ׬ ,଴ሺܵሻܪ ݑ׏ ൈ ݔ݀ ݒ׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀݇ ݒݑ ൌௌ ׬ ௌݔ݀݇ ݒ݂ .  

La autofunción ख़௠ de െ ଵ௞ ∆ ൅ ௠ߣ correspondiente al autovalor ݐ ൅  obtenida con el ݐ

método variacional pertenece a ܪ଴ y verifica vi) T. 2 §4.7. Por el T. 3 §4.7 satisface la 

ecuación ܽ௧,௞ሺख़௠, ݃ሻ ൌ ሺሺߣ௠ ൅ ,ሻख़௠ݐ ݃ሻ௞ cualquiera sea ݃ א  ଴ሺܵሻ, (esto es equivalenteܪ

a ܽ଴,௞ሺख़௠, ݃ሻ ൌ ሺߣ௠ख़௠, ݃ሻ௞), por lo que también llamamos autofunciones débiles a las 

autofunciones variacionales y en contraposición con las autofunciones clásicas a las que 

también llamamos fuertes. 

Por (16) §4.6 y Teor. 2 §4.7 sabemos que una solución de (1) viene dada por ݑ ൌ ॄ௧݂. 

La solución es única pues, por (8) §4.6, ܽ௧,௞ሺݑ, ሻݑ ൌ Ͳ implica ݑ ൌ Ͳ. 

Para conocer los autovalores y autofunciones de െ ଵ௞ ∆ ൅ basta conocer los de െ ݐ ଵ௞ ∆ 

pues los primeros difieren en una constante y las segundas son compartidas: en efecto, 

de 
ିଵ௞ ∆߰ ൌ  sigue ߰ߣ

ିଵ௞ ∆߰ ൅ ߰ݐ ൌ ሺߣ ൅  ሻ߰ y recíprocamente. Lo mismo vale paraݐ

las autofunciones débiles: si ݒ, ߰ א ,଴ܪ ଶሺܵሻܮ ד ∆߰ entonces ׬ ߰׏ ൈ ݔ݀ݒ׏ ൌ λ ׬ ୗௌݔ݀݇ݒ߰  ֞ ׬ ߰׏ ൈ ݔ݀ݒ׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀݇ݒ߰ ൌ ሺλ ൅ ሻݐ ׬ ୗௌݔ݀݇ݒ߰ . 

Luego, ݒ׊ א ,଴ஶܥ ׬ ሾെ݇ିଵ∆߰ െ ݔ݀݇ ݒሿ߰ߣ ൌ Ͳ ௌ  (Prop. 1§4.6),  െ∆߰ ൌ  .ଶሺܵሻሻܮሺ   ,݇߰ߣ

Notemos que para ݑ א Şሺܵሻ, ݄ א ଶܮ ת ሺܵሻሻ, si ቀെܥ ଵ௞ ∆ ൅ ቁݐ ݑ ൌ ݄ entonces, por 

definición, ݑ es solución clásica (fuerte) del problema de Dirichlet (1) con ݂ ൌ ݄ , (cf. 

NB §4.4). Si ߮ א ׬ ଴ஶ tenemosܥ ݑ׏ ൈ ݔ݀ ߮׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀݇ ߮ݑ ൌௌ ׬ ௌݔ݀݇ ݄߮ . Si 

además ݑ א  es solución débil de ese problema pues se deduce que para ݑ ଴ entoncesܪ

toda ݒ א ׬ ,଴ሺܵሻܪ ݑ׏ ൈ ݔ݀ ݒ׏ ൅ ݐ ׬ ௌݔ݀݇ ݒݑ ൌௌ ׬ ௌݔ݀݇ ݒ݄ .  

 

4.9. Decrecimiento de los autovalores variacionales con la extensión de la región. 

Queremos probar el siguiente Teorema 1 sobre el comportamiento de los autovalores 
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con el cambio de la región D pero en el marco de referencia del método variacional para 

el problema que nos ocupa y con ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ ؿ  .ሻܦା଴ሺܥ

NOTACIÓN. Designaremos con |݂| ൌ ඥܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ la norma asociada a ܽ௧,௞ሺ·,·ሻ.  

Sean ݂, ݃ א ݐ ,ሻܦ଴ஶሺܥ ൒ Ͳ, ॖ௠ሺ݂ሻ ൌ ׬ ݂஽ ख़௠ ݇݀ݔ ൌ m-ésimo coeficiente de Fourier de 

f. Tenemos, ݂ ൌ ∑ ॖ௠ሺ݂ሻख़௠ஶଵ   ሺܮଶሺܦ; ݇ሻሻ. Del Teorema 3 §4.7 sabemos que vale, ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ ׬ ቄ݂ݐ ൅ ቀെ ଵ௞ ∆݂ቁቅ ݃஽ Como െ .ݔ݀݇  ଵ௞ ∆ख़௠ ൌ ௠ߣ ,௠ख़௠ߣ ൐ Ͳ, obtenemos െ∆݂ ൌ ∑ ௠ॖ௠ሺ݂ሻஶଵߣ ݇ख़௠    ሺܦᇱሺܦሻሻ. Luego, 

(1)                      ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ ൌ lim ∑ ሺߣ௠ ൅ ሻॖ௠ሺ݂ሻॖ௠ሺ݃ሻேଵݐ .  

Sabemos que หܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻห ൑ ݂ ԡ݂ԡ௧ԡ݃ԡ௧. Siܯ ് Ͳ, de (7) y (8) del §4.6, obtenemos 

(2)                     |݂|ଶ ൌ ∑ ሺߣ௠ ൅ ሻஶ௠ୀଵݐ ॖ௠ଶ ሺ݂ሻ ൒ ଵԡ݂ԡ௧ଶିܯ ൐ Ͳ.  ܽ௧,௞ሺ݂, ݃ሻ define un producto escalar sobre ܥ଴ஶሺܦሻ que satisface (2). Completando ܥ଴ஶሺܦሻ respecto de la norma |·| asociada se obtiene un espacio de Hilbert ܺሺܦሻ 

identificable con ܪ଴ሺܦሻ . En efecto, por (2) una sucesión en ܥ଴ஶሺܦሻ es de Cauchy en ܪ଴ 

si y sólo si lo es en la norma |. |, y volvemos a obtener la Proposición 2 del §4.6.  

TEOREMA 1. Sean ܦ y ܦሶ  abiertos acotados planos tales que ܦሶ ـ ݇ ഥ. Supongamosܦ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ. Valen, 

a) ߣ  ݅׊௜ ൒ ሶ௜ߣ ൐ Ͳ , 
b)3 ߣ௠ ൎ ݉,  

c) ∑ ௠ିଶஶଵߣ ൏ ∞. 

DEMOSTRACIÓN. a) Para ݐ ൒ Ͳ y por el T.1 §4.7 tenemos, ॄख़௠ ൌ ख़೘ఒ೘ା௧.  
Si ݂ א  ,ሻ vale, (§4.7)ܦ଴ஶሺܥ

(3)          ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݂ሻ ൌ ׬ ሺॄ݂஽ ሻ݂݇݀ݔ ൌ ∑ ܿ௠ሺ݂ሻ ௖೘ሺ௙ሻఒ೘ା௧ . 

Luego, como ݐ ൒ Ͳ, del Teorema 2 §4.7 obtenemos |ߣ௠ ൅ ଶ|ݐ ൒  ଵଶ. De (2) y del §4.6ߣ

sigue que con una constante positiva ज़ ൌ ज़ሺ݇,   ,ሻ valeܦ

(4)                       ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݂ሻ ൑ ଵఒభమ ԡ݂ԡଶ,௞ଶ ൑ ज़ଶܽ௧,௞ሺ݂, ݂ሻ.   

En consecuencia,  

(5)                                  |ॄ݂| ൑ ज़ |݂| sobre ܥ଴ஶሺܦሻ.  

Luego, ॄ admite una extensión lineal y acotada en la norma |. | de ܥ଴ஶሺܦሻ a ܺሺܦሻ y por 

tanto a ܪ଴ሺܦሻ que por (16) §4.6 verifica además ܽ௧,௞ሺॄ݂, ݃ሻ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௞. 

                                                 
3 ൎ significa ߣ௠ ൌ ܱሺ݉ሻ ݕ  ݉ ൌ ܱሺߣ௠ሻ. 
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El operador ॄ satisface en ܥ଴ஶሺܦሻ las relaciones: |ॄ݂|ଶ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݂ሻ  y 

(6)  ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݂ሻ ൌ sup ൜ห௔೟,ೖሺॄ௙,௚ሻหమ௔೟,ೖሺ௚,௚ሻ : ݃ א ሻൠܦ଴ஶሺܥ ൌ sup ൜|ሺ௙,௚ሻೖ|మ௔೟,ೖሺ௚,௚ሻ : ݃ א  ,ሻൠܦ଴ஶሺܥ

donde Ͳ ് ݃. Análogamente y usando que ܥ଴ஶሺܦሻ ؿ ሶܦ଴ஶሺܥ ሻ,  

(7)  ሶܽ௧,௞ሶ ൫ ሶॄ ݂, ሶॄ ݂൯ ൌ sup ൜หሺ௙,௛ሻೖሶ หమ௔ሶ ೟,ೖሶ ሺ௛,௛ሻ : Ͳ ് ݄ א ሶܦ଴ஶሺܥ ሻൠ ൒ sup ൜หሺ௙,௚ሻೖሶ หమ௔ሶ ೟,ೖሶ ሺ௚,௚ሻ : Ͳ ് ݃ א  .ሻൠܦ଴ஶሺܥ

Como para ݃ א ,ሻ, ሺ݂ܦ଴ஶሺܥ ݃ሻ௞ሶ ൌ ሺ݂, ݃ሻ௞ y ሶܽ௧,௞ሶ ሺ݃, ݃ሻ ൌ ܽ௧,௞ሺ݃, ݃ሻ los miembros 

derechos de (6) y (7) son iguales.  

Luego, y siempre suponiendo ݂ א ሻܦ଴ஶሺܥ ؿ ሶܦ଴ஶሺܥ ሻ, obtenemos, 

      Ͳ ൑ ׬ ݂ሺॄ݂ሻ݇݀ݔ ൌ ܽ௧,௞ሺॄ݂, ॄ݂ሻ ൑஽ ሶܽ௧,௞ሶ ൫ ሶॄ ݂, ሶॄ ݂൯ ൌ ׬ ݂൫ ሶॄ ݂൯ ሶ݇ ஽ሶݔ݀ ,  o sea, 

(8)           Ͳ ൑ ׬ ݂ሺॄ݂ሻ݇݀ݔ஽ ൑ ׬ ݂ሺ ሶॄ ݂ሻ ሶ݇ ஽ሶݔ݀ .  

Aproximando ݂ א ,ܦଶሺܮ ݇ሻ por una sucesión ൛߶௝ൟ ؿ  ሻ y suponiéndola extendidaܦ଴ஶሺܥ

por 0 para poder aplicarle el operador ሶॄ , vale,  

(9)               Ͳ ൑ ׬ ݂ሺॄ݂ሻ݇݀ݔ஽ ൑ ׬ ݂൫ ሶॄ ݂൯ ሶ݇ ஽ሶݔ݀ ൌ ׬ ݂൫ ሶॄ ݂൯݇݀ݔ஽ . 

Definimos: ෩ॄሺ݄ሻ ൌ ߯஽ ሶॄ ሺ߯஽݄ሻ,  ݄ א ሶܦଶሺܮ ሻ. 

Por el Teorema 1, §4.6, ෩ॄ  es un operador simétrico, positivo y completamente continuo 

de ܮଶሺܦ, ݇ሻ en ܮଶሺܦ, ݇ሻ. Verifica, en virtud de (9),  

(10)                                         ෩ॄ ൒ ॄ.  

Luego, sus valores propios guardan la misma relación, 

෤௜ߤ   :݅׊                                            ൒  .௜ߤ
Por Teorema 2, §4.7, ߣ௜ , ሶ௜ߣ  ൐ Ͳ y vale, 

(11)   
ଵఒሶ ೔ା௧ ൌ ሶ௜ߤ ൌ sup ቄ൫ ሶॄ ݂, ݂൯௞ሶ : ԡ݂ԡ௞ሶ ൌ ͳ, ݂ ٣ ख़ሶଵ, … , ख़ሶ௜ିଵቅ 

                         ൒ sup ቄ൫ ሶॄ ሺ߯஽݂ሻ, ߯஽݂൯௞ሶ : ԡ߯஽݂ԡ௞ሶ ൌ ͳ, ߯஽݂ ٣ ख़ሶଵ, … , ख़ሶ ௜ିଵቅ 

                         ൌ sup ቄ൫෩ॄ݃, ݃൯௞: ԡ݃ԡ௞ ൌ ͳ, ݃ ٣ ߯஽ख़ሶଵ, … , ߯஽ख़ሶ௜ିଵቅ   
                         ൒ infሼ௛భ,…,௛೔షభሽؿ௅మሺ஽,௞ሻsup ቄ൫෩ॄ݃, ݃൯௞: ԡ݃ԡ௞ ൌ ͳ, ݃ ٣ ݄ଵ, … , ݄௜ିଵቅ 

                         ൌ ෤௜ߤ ൒ ௜ߤ ൌ ଵఒ೔ା௧ . 
Luego, para todo i, ߣ௜ ൒  .(ሶ௜. O sea, vale aߣ

 

En el Apéndice parte II probaremos el siguiente teorema, que usaremos a continuación. 
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TEOREMA 2. Si ܦ ൌ ܤ ൌ disco abierto y ݇ א  ሻ entonces los autovalores y lasܤାሺ݌݅ܮ

autofunciones clásicas y variacionales coinciden. 

b) y c) Por el Teorema 5 §4.1, ݇ tiene una extensión ሷ݇ א Лఈሺܤሻ para un ߙ tal que Ͳ ൏ ߙ ൑ ͳ, donde B es un disco abierto que contiene a la clausura de ܦ. También ሷ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ  ሻ. Como B es perimetrizable para los autovalores clásicosܤ

correspondientes vale el Teorema de Weyl: ߣሷ௠ ൎ ݉. Por lo ya visto y el Teorema 2, ߣ௠ ൒ ሷ௠ߣ ൐ Ͳ y ∑ ௠ିଶߣ ൑ ∑ ሷ௠ିଶߣ ൑ ܥ ∑ ଵ௠మ ൏ ∞. O sea, c) es válida.  

Sea ܷ un disco abierto tal que ഥܷ ؿ ௎݇ܫ ௎݇. Comoܫ ௠ሽଵஶ la familia de autovalores para el pesoߩy sea ሼ ܦ א ,ାሺܷ݌݅ܮ ௠ߩ ሻ se tieneܦ ൎ ݉ y ߩ௠ ൒  .௠. Sigue entonces b),  QEDߣ

TEOREMA 3. Sean ܦ abierto acotado, ݐ ൒ Ͳ , ݇ א ,ݔሺܭ ,ሻܦା଴ሺܥ ሻݕ ൌ ݇ሺݔሻ݇ሺݕሻ,   ॄ௧ ൌ ቀെ ∆௞ ൅ ቁିଵݐ
 y  ሺെ ଵ௞ ∆൅ݐሻख़௡ ൌ ሺߣ௡ ൅ ሻख़௡ݐ ൌ ௡ିߤ ଵख़௡, ሺߣ௡ ൐ Ͳሻ.  

i) si ∑ ଵሺఒ೙ା௧ሻమ ൏ ∞ஶଵ  entonces la serie ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ஶଵ  converge en ܮଶሺܦ ൈ ;ܦ   ,(ܭ

ii) ौ௧ሺݔ, ሻݕ ؔ ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ஶଵ  es el núcleo de ॄ௧ como operador integral con peso ݇ሺݕሻ, iiiሻ ߤଵ ൌ ԡॄ௧ԡ ൑ ԡौ௧ԡଶ,௄ ൌ ඥ∑ ௡ଶߤ ൏ ∞, 
iv) si además ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ vale ∑ ଵሺఒ೙ା௧ሻమ ൏ ∞ஶଵ  y ॄ௧ es un operador integral Hilbert-

Schmidt, (nuclear: ∑ ௡ଶߤ ൏ ∞). 

DEMOSTRACIÓN. ॄ௧ es un operador compacto de ܮଶሺܵ, ݇ሻ en sí mismo y vale ॄ݂ ൌ ∑ ௡ஶ௡ୀଵߤ ሺ݂, ख़௡ሻख़௡. Por ser ॄ hermitiano, real y positivo tenemos ԡॄԡ ൌ sup |ሺॄ௙,௙ሻೖ|ԡ௙ԡమ,ೖమ ൌ sup ሺॄ௙,௙ሻೖԡ௙ԡమ,ೖమ ൌ supԡ௛ԡୀଵ ∑ ௡ஶ௡ୀଵߤ ሺ݄, ख़௡ሻ௞ଶ ൌ   .ଵߤ
Sea ݄ሺݔ, ሻݕ א ܦଶሺܮ ൈ ;ܦ .ሻ tal que  ԡ݄ሺܭ , . ሻԡଶ,௄ ൌ ͳ y ौெ,ேሺݔ, :ሻݕ ൌ ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ேெ .  

Dado ߝ ൐ Ͳ, si ܰ ൒ ܯ ൒ ׭ሻ,  ቚߝ଴ሺܯ ौெ,ேሺݔ, ,ݔሻ݄ሺݕ ௌൈௌݕ݀ݔሻ݀ݕሻ݇ሺݔሻ݇ሺݕ ቚ ൌ ቚ∑ ষ೙,೙ሺ௛ሻఒ೙ା௧ே௡ୀெ ቚ ൑  

                                                        ൑ ԡ݄ԡଶ,௄ඥ∑ ሺߣ௡ ൅ ሻିଶேெݐ ൑ ඥ∑ ሺߣ௡ ൅ ሻିଶஶெݐ ൑   .ߝ

Luego, ฮौெ,ேሺݔ, ሻฮଶ,௄ݕ ൑ ,ݔy ൛ौଵ,ேሺ ߝ ܦଶሺܮ ሻൟ es de Cauchy enݕ ൈ ;ܦ  ሻ. Entonces laܭ

serie ∑ ख़೙ሺ௫ሻख़೙ሺ௬ሻఒ೙ା௧ஶଵ  converge en media 2 con peso K. Por tanto, si ݂ א ,ܦଶሺܮ ݇ሻ vale  ׬ ौሺݔ, ݕሻ݀ݕሻ݇ሺݕሻ݂ሺݕ ൌ lim௜ ׬ ौଵ,ேሺ௜ሻሺݔ, ஽஽ݕሻ݀ݕሻ݇ሺݕሻ݂ሺݕ  a.e. x. En consecuencia,  ׬ ौሺݔ, ݕሻ݀ݕሻ݇ሺݕሻख़௡ሺݕ ൌ஽ ख़೙ሺ௫ሻఒ೙ା௧ ൌ ሺॄ௧ख़௡ሻሺݔሻ y ሺॄ௧݂ሻሺݔሻ ൌ ׬ ौሺݔ, ஽ݕሻ݀ݕሻ݇ሺݕሻ݂ሺݕ . 
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Por tanto, ԡॄ௧݂ԡଶ,௞ ൑ ԡौԡଶ,௄ԡ݂ԡଶ,௞ y ԡॄ௧ԡଶ ൑ ԡौԡଶ,௄ଶ ൌ ∑  .௡ଶ,           QEDߤ

Llamaremos a ौ௧ núcleo de Green (variacional) y a ॄ௧ operador de Green en el 

problema que nos ocupa, (cf. Teor. 1 §4.4). 

 

4.10. La familia ࡯ାஶሺࡿ, ሶࡿ ሻ y el teorema asintótico de Lars Gårding.  

Sean ܵ, ሶܵ abiertos acotados planos tales que ሶܵ ـ ܵҧ. Denotamos con ܥାஶሺܵሻ a la familia 

de funciones f definidas en S indefinidamente diferenciables tales que para todo ݔ א ߝ ,ܵ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ͳ/ߝ, donde Ͳ ൏ ߝ ൌ ,ାஶሺܵܥ ሺ݂ሻ. De acuerdo a la nomenclatura de la introducciónߝ ሶܵሻ es la familia de las funciones ݂ א  ାஶሺܵሻ que admiten una prolongacion de laܥ

misma naturaleza a ሶܵ. Esta es la clase de los pesos k en la teoría que nos ocupa ahora. 

El Teorema 3 §4.9 permite afirmar que para ݐ ൒ Ͳ tenemos 

(1)                              ∑ ଵሺఒ೘ା௧ሻమஶ௠ୀଵ ൏ ∞. 

Vale el siguiente resultado, que no demostraremos en este capítulo, 

TEOREMA 1. Sea S sea un abierto acotado y ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ. Entonces, 

(2)                   lim௧՜ஶ ∑ ௧ሺఒ೘ା௧ሻమ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ ൌ: ܣ ് Ͳௌ .  

De aquí sigue el teorema de Gårding, 

TEOREMA 2. Sea S sea un abierto acotado y ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ. Entonces,  

(3)                     lim଴ழఒ՜ஶ ேሺఒሻఒ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌ . 

DEMOSTRACIÓN. Recordemos que los autovalores de nuestro problema de Dirichlet, 

ahora con una ݇ א ,ାஶሺܵܥ ሶܵሻ, se cuentan según su multiplicidad y que el contador N se 

define como ܰሺݏሻ: ൌ #ሼߣ௠ ൑   .ሽݏ

De (1) obtenemos ∑ ሺߣ௠ ൅ ሻିଶݐ ൌ ሺͳሻஶଵ݋  para ݐ ՜ ∞. El límite (2) dice más y 

precisamente que ∑ ሺߣ௠ ൅ ~ሻିଶݐ ஺௧  ஶଵ , donde ܣ ൌ ଵସగ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌ௌ .  

Sea ݐ ൐ Ͳ. Entonces,  

 ∑ ሺߣ௠ ൅ ሻିଶݐ ൌ ׬ ሺݏ ൅ ሻݏሻିଶ݀ܰሺݐ ൌ limఙ՜ஶ ׬ ሺݏ ൅ ሻఙ଴ஶ଴ஶଵݏሻିଶ݀ܰሺݐ  

                          ൌ lim ቂ ேሺఙሻሺఙା௧ሻమ ൅ ʹ ׬ ሺݏ ൅ ఙ଴ݏሻ݀ݏሻିଷܰሺݐ ቃ 
Dado ε  existe 0σ  tal que para todo 0σσ > ߝ , ൐ ∑ ଵሺఒ೘ା௧ሻమ ൒ ேሺఙሻିேሺఙబሻሺఙା௧ሻమఙబழఒ೘ஸఙ ൒ Ͳ. 

Se deduce entonces que ܰሺߪሻ/ሺߪ ൅ ሻଶݐ ՜ Ͳ para ߪ ՜ ∞. Por tanto, 

׬                    ሺݏ ൅ ሻݏሻିଶ݀ܰሺݐ ൌ ʹ ׬ ேሺ௦ሻሺ௦ା௧ሻయஶ଴ஶ଴ ~ݏ݀ ஺௧ ݐ   , ՜ ∞. 
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Aplicando ahora un teorema tauberiano debido a Hardy y Littlewood, ([Ti] p. 364, [BP] 

§0.10), resulta ܰሺݏሻ~ݏܣ,                                                                                  QED. 

Ejemplo. El Teorema 1 es muy general. Sin embargo la exigencia de que k admita una 

extensión ሶ݇  impone restricciones a la aplicabilidad del resultado. Veamos un ejemplo. 

Sea ܳ ൌ ሺͲ,4ሻ ൈ ሺെʹ,ʹሻ y ܴା ൌ ሺͲ,4ሻ ൈ ሺͲ,ʹሻ. Subdividimos ܴା en cuadrados 

௝ܴ,௡ା ൌ ൬ሺ݆ െ ͳሻ ଶଶ೙శభ , ݆ ଶଶ೙శభ൰ ൈ ቀʹ െ ଶଶ೙షభ , ʹ െ ଶଶ೙ቁ disjuntos, de lado 
ଵଶ೙, donde ݊, ݆ ൌͳ,ʹ,   .ڮ

Sea ܳ௝,௡ା ൌ el cuadrado abierto 

con el mismo centro que ௝ܴ,௡ା , de 

lados paralelos y de lado de 

longitud 
ଵଶ೙శభ.  

Sea ܳ௝,௡ି su simétrico respecto al 

eje de las abscisas.  

Definimos el abierto 

      ܵ: ൌ ڂ ൫ܳ௝,௡ା ׫ ܳ௝,௡ି൯௝,௡ .  

Su clausura ܵҧ ሺൌ ݈ܿ ܵሻ es igual a 

 

                                                      

                           ܵҧ ൌ ሾͲ,4ሿ ൈ ሼെʹሽ ׫ ሾͲ,4ሿ ൈ ሼʹሽ ׫ ڂ ൫݈ܿ ܳ௝,௡ା ׫ ݈ܿ ܳ௝,௡ି൯௝,௡ . 

Sea ݁ሺݕሻ una función de ܥஶሺRሻ, monótona creciente en ሺെʹ,ʹሻ, igual a 1 en ሺെ∞, െʹሻ 

e igual a 2 en ሺʹ, ∞ሻ. Sea ݇ሺݔሻ ൌ ݇ሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ݁ሺݔଶሻܫௌሺݔଵ,  ଶሻ. ܵ es unión de cuadrados abiertos. Quedan determinadas en cada cuadrado ܳ lasݔ

autofunciones del problema variacional de Dirichlet y sus autovalores cuando se usa 

como peso ݇ܫொ, (cf. Teor. 3 del siguiente Apéndice). 

Los autovalores sobre los ܳԢݏ determinan a toda la familia de autovalores sobre ܵ cuya 

distribución asintótica ahora conocemos gracias al teorema de Gårding.  

Sea ݇ᇱሺ·,·ሻ tal que ݇ᇱሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ݇ሺݔଵ, ,ଵݔଶሻ   si ሺݔ ଶሻݔ א ܳ௝,ଶ௠ାଵേ , ݇ᇱሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ݇ሺݔଵ, ߬௠ሺݔଶሻሻ   si ሺݔଵ, ଶሻݔ א ܳ௝,ଶ௠ି ,  

donde ߬௠ es la traslación en R tal que ሺݔଵ, ଶሻݔ ՜ ൫ݔଵ, ߬௠ሺݔଶሻ൯ lleva ܳ௝,ଶ௠ି  sobre ܳ௝,ଶ௠ା ,  ݇ᇱሺݔଵ, ଶሻݔ ൌ ݇ሺݔଵ, ߬௠ିଵሺݔଶሻሻ   si ሺݔଵ, ଶሻݔ א ܳ௝,ଶ௠ା . 
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Esto puede escribirse como ݇ᇱሺܶሺݔሻሻ ൌ ݇ሺݔሻ. Veamos que el problema de Dirichlet en ܵ con peso ݇Ԣ tiene los mismos autovalores que con el peso ݇. La verificación de (B) del 

Teorema 3 §4.7 ݃׊ א ݃׊ ଴ஶሺܵሻ es equivalente a su verificaciónܥ א   .଴ሺܵሻܪ

Pero una función de ܥ଴ஶሺܵሻ tiene su soporte en un número finito de cuadrados por lo 

que la transformación T deja invariante ܥ଴ஶሺܵሻ y por tanto a ܪ଴ሺܵሻ. Luego, 

si ݃׊ א ,଴ஶሺܵሻ, ܽ௧,௞ሺख़௠ܥ ݃ሻ ൌ ׬ ሺߣ௠ ൅ ௌݔ݀݇ ሻख़௠݃ݐ  entonces para ݃ᇱ൫ܶሺݔሻ൯ ൌ ݃ሺݔሻ, 

etc., también valen,  

  ܽ௧,௞ሺख़௠, ݃ሻ ൌ ܽ௧,௞ᇱሺख़௠ᇱ , ݃Ԣሻ,     ׬ ሺߣ௠ ൅ ௌݔ݀݇ ሻख़௠݃ݐ ൌ ׬ ሺߣ௠ ൅ ሻख़௠ᇱݐ ݃Ԣ ݇Ԣ݀ݔௌ ,   qed. 

Pero ݇Ԣ no admite una extensión continua a ܵҧ, por lo que no le es aplicable el Teorema 2 

del §4.10 tal como está enunciado. 
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APÉNDICE Parte II. 

Demostraremos en este Apéndice una generalización del Teor. 2 del §4.9 siguiendo la 

demostración que se encuentra en [Z] §6. Recurriremos al siguiente teorema auxiliar, 

(ver [Tr]). 

TEOREMA 1. i) Sean D y E abiertos acotados tales que ܦ ؿ  A partir de las .ܧ

funciones u en ܪ଴ሺܦሻ definimos las funciones ݑ෤ ሻݔ෤ሺݑ , ؔ ݔ ሻ siݔሺݑ א ሻݔ෤ሺݑ ,ܦ ൌ Ͳ si ݔ א ܧ ך Entonces, en el sentido de las distribuciones vale ቀ .ܦ డ௨డ௫ഢቁ෫ ൌ డ௨෥డ௫೔.  
ii) Las funciones extendidas ݑ෤  forman un subespacio de ܪ଴ሺܧሻ isomorfo a ܪ଴ሺܦሻ tal 

que |ݑ෤|ுబሺாሻ ൌ  .ுబሺ஽ሻ|ݑ|
iii) Sea D una región de Jordan con contorno ܥଵ y sea ݑ א ഥሻܦ଴ሺܥ ת ݑ  ,ሻ. Entoncesܦଵሺܪ א  .ሻܦ଴ሺܪ

Recordemos que: ۵݂ሺ݌ሻ ൌ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሻ݂ሺݍ ሻ݌ሺ݂ܩ , ൌ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ݂ሺݍ , ሺܩ ؠ   .଴ሺଵሻሻܩ

DEFINICIÓN 1. ݌݅ܮ଴ሺܦሻ es la familia de funciones Hölder continuas de soporte 

compacto contenido en ܦ. 

TEOREMA 2. Sea ܦ una región de Jordan. Supongamos ݇ א  .ሻܦାሺ݌݅ܮ

a) La solución débil ݑ de െ ଵ௞ ݑ∆ ൌ ߰, ߰ א  ,ݒ ሻ coincide con la solución clásicaܦ଴ሺ݌݅ܮ

b) ॄ ൌ ۵ sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ, 

c) ࡰ∆ሺܦሻ ൌ  .ሻܦሺ∆ܦ

Autofunciones clásicas y variacionales de െ ૚࢑ ∆ en el disco unitario . Consideremos 

para este operador diferencial el problema de Dirichlet en ܷ ൌ ሼݔ: |ݔ| ൏ ͳሽ. Sea ߮ א ߦ ଴ሺܷሻ. Notamos para݌݅ܮ א ܴଶ: ߦመ ൌ  .ଶ|ߦ|/ߦ

El núcleo de Green ܩሺݔ,  ሻ para esta región esߦ

,ݔሺܩ                (1) ሻߦ ൌ ିଵଶగ ൣlog|ݔ െ |ߦ െ logหݔ െ መหߦ െ log|ߦ|൧     si ݔ ് ߦ ് Ͳ. 

La función ݑሺݔሻ ؔ ׬ ,ݔሺܩ ௎ߦ݀ ሻߦሻ ݇ሺߦሻ ߮ሺߦ  es la solución clásica de െ ଵ௞ ݑ∆ ൌ ݑ ,߮ א ଶሺܷሻܥ ת ሺܥ ഥܷሻ, ݑሺݔሻ ൌ Ͳ si ݔ א ߲ܷ ൌ ሼݔ: |ݔ| ൌ ͳሽ, (cf. por ejemplo T.2, §3.2 

[BP]).  

Veamos que u pertenece a ܪ଴ሺܷሻ. (En este caso ݑ א  el dominio variacional de ∆, y ,∆ࡰ

vale por (A’) Teor. 3 §4.7: 

݃׊                  א ,ݑ଴     ܽ଴,௞ሺܪ ݃ሻ ൌ ׬ ሺെ∆ݑሻ݃݀ݔ ൌ ׬ ௌௌݔ݀݇ ݃߮ . 
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O sea, la solución clásica es también la solución débil.) 

PROPOSICIÓN 1. a) Si ܭሺݔ, ,ݔሺܩ ሻ es igual al núcleo de Greenߦ  ሻ, del problema deߦ

Dirichlet para െ ଵ௞ ∆ en U, o a alguna de sus primeras derivadas,  

                                
డడ௫೔ ,ݔሺܩ ሻߦ ൌ ିଵଶగ ൜ ௫೔ିక೔|௫ିక|మ െ ௫೔ିక෠೔ห௫ିక෠ หమൠ   

entonces verifica 

׬          (2) ,ݔሺܭ| ߦ݀|ሻߦ ൑ ܥ ൏ ∞௎ ׬     ,  ,ݔሺܭ| ݔ݀|ሻߦ ൑ ܥ ൏ ∞௎  ,      para ݔ, ߦ א ܷ. 

b) Si ߮ א ሻݔሺݑ ଴ሺܷሻ entonces݌݅ܮ ൌ ׬ ,ݔሺܩ ௎ߦ݀ ሻߦሻ݇ሺߦሻ߮ሺߦ  pertenece a ܪ଴ሺܷሻ . 

DEMOSTRACIÓN. (2) vale en vista de las acotaciones  Ͳ ൑ ,ݔሺܩ ሻݕ ൑ log ሺݔ|/ܯ െ   ,ሻ|ݕ

     ቚ డడ௫೔ ,ݔሺܩ ሻቚߦ ൌ ฬ ଵଶగ ൜ ௫೔ିక೔|௫ିక|మ െ ௫೔ିక෠೔ห௫ିక෠ หమൠ ฬ ൑ ଵଶ ቄ|ݔ െ ଵି|ߦ ൅ หݔ െ መหିଵቅߦ ൑ ݔ| െ  , ଵି|ߦ

pues ൫ߦ ൅ ʹ/መ൯ߦ ഥא ഥܷ.  

Sea ݓሺݔሻ: ൌ ׬ ,ݔሺܭ ௎ݕሻ݀ݕሻ߮ሺݕ . Entonces, ׬ ሻ|ଶݔሺݓ| ൑ ଶԡ߮ԡଶଶ௎ܥ  pues 

ሻ|ଶݔሺݓ|  ൌ ቚ׬ ,ݔሺܭ ௎ݕሻ݀ݕሻ߮ሺݕ ቚଶ ൑ ׬ ,ݔሺܭ| ௎ݕ݀|ሻݕ ׬ ,ݔሺܭ| ௎ݕሻ|ଶ݀ݕሻ||߮ሺݕ  

               ൑ ܥ ׬ ,ݔሺܭ| ௎ݕሻ|ଶ݀ݕሻ||߮ሺݕ .  

 Luego, ׬ ݔሻ|ଶ݀ݔሺݓ| ൑ ܥ ׬ ݔ݀ ׬ ,ݔሺܭ| ௎ݕሻ|ଶ݀ݕሻ||߮ሺݕ ൑ ଶԡ߮ԡଶଶ௎௎ܥ . 

Como ߮݇ א ଴ሺܷሻ݌݅ܮ ؿ ,ݑ ሺܷሻ, por el Teorema 1 §1.0 [BP], sabemos que∞ܮ డ௨డ௫భ , డ௨డ௫మ 

se obtienen de ߮݇ vía operadores integrales con los núcleos mencionados en (1) y a). 

Luego, 

(3)                                 ԡݑԡଶ, ቛ డ௨డ௫భቛଶ , ቛ డ௨డ௫మቛଶ ൑  , ଴ԡ߮ԡଶ,௞ܯ

y tenemos ݑ א ݑ ଵሺܷሻ. Por ii) del Teorema 1 concluímos queܪ א  .଴ሺܷሻ,       QEDܪ

Por lo dicho, ॄ ൌ ۵ sobre ݌݅ܮ଴ሺܷሻ, que es una familia densa en ܮଶ, y dado que ambos 

operadores son continuos sobre ܮଶ vale la  

PROPOSICIÓN 2. ॄ ൌ ۵ sobre ܮଶሺܷ, ݇ሻ. 

PROPOSICIÓN 3. Sea ܦ una región de Jordan, ܬ ൌ ݇ ,ܦ߲ א  ሻ. La soluciónܦାሺ݌݅ܮ

clásica ݒ א ഥሻܦሺܥ ת ሻ de െܦଶሺܥ ଵ௞ ݒ∆ ൌ ߰, ߰ א ݒ ,ሻܦ଴ሺ݌݅ܮ ൌ Ͳ en ܬ, pertenece a ܪଵሺܦሻ. Si ܬ א ݒ ଵ entoncesܥ א ሻ y es la solución débil de െܦ଴ሺܪ ଵ௞ ݒ∆ ൌ ݒ ,߰ ൌ Ͳ en ܬ. 

DEMOSTRACIÓN. Sea ݃ la aplicación conforme que lleva ܦ sobre ܷ y ܦഥ  
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topológicamente sobre ഥܷ, (teorema de Riemann-Carathéodory). Acorde a nuestra 

notación la escribimos en su forma real: ߦ ൌ ݃ሺݔሻ ൌ ሺ݃ଵሺݔଵ, ,ଶሻݔ ݃ଶሺݔଵ, ߦ ଶሻሻ, dondeݔ ൌ ሺߦଵ, ݔ ,ଶሻߦ ൌ ሺݔଵ, ,ଵݔଶሻ, recordando que ଵ݃ሺݔ ଶሻݔ ൅ ݅݃ଶሺݔଵ,  ଶሻ es una funciónݔ

holomorfa en la variable ݖ ൌ ଵݔ ൅ ,ଵݔଶ de derivada no nula para ሺݔ݅ ଶሻݔ א   .ܦ

Por tanto valen las ecuaciones de Cauchy-Riemann  
డ௚భడ௫భ ൌ డ௚మడ௫మ,  

డ௚భడ௫మ ൌ െ డ௚మడ௫భ. 

Sea ߔሺݔሻ ൌ ߮ሺ݃ሺݔሻሻ, ݔ א   .ܦ

Entonces, ߔ א ߮ ሻ si y sólo siܦ଴ሺ݌݅ܮ א   .଴ሺܷሻ݌݅ܮ

Supondremos ߮ א   ଴ሺܷሻ. Sean݌݅ܮ

ሻߦሺݑ      (4) ൌ ׬ ,ߦሺܩ ߬ሻ߮ሺ߬ሻ ෨݇ሺ߬ሻ݀߬௎  ,     ෨݇ሺ߬ሻ ؔ ݇൫݃ିଵሺ߬ሻ൯ א  .ାሺܷሻ݌݅ܮ

Puesto que ߮ ෨݇ א ݑ ଴ሺܷሻ vale݌݅ܮ א ଶሺܷሻܥ ת ሺܥ ഥܷሻ, ݑ ൌ Ͳ en ߲ܷ, െ∆కݑ ൌ ߮ሺߦሻ ෨݇ሺߦሻ 

donde ߦ א ܷ. Sea  ݒሺݔሻ: ൌ   .ሻሻݔሺ݃ሺݑ

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos 

(5)   െ∆௫ݒ ൌ ൫െ∆కݑ൯ డሺకభ,కమሻడሺ௫భ,௫మሻ ൌ ൣ߮൫݃ሺݔሻ൯ ෨݇൫݃ሺݔሻ൯൧ డሺకభ,కమሻడሺ௫భ,௫మሻ ൌ ቀߔሺݔሻ డሺకభ,కమሻడሺ௫భ,௫మሻቁ ݇ሺݔሻ. 

Si   ߰ሺݔሻ ؔ ሻݔሺߔ డሺకభ,కమሻడሺ௫భ,௫మሻ  entonces resulta ߰ א  ሻ es la solución clásicaݔሺݒ ሻ yܦ଴ሺ݌݅ܮ

en ܦ de െ ଵ௞ ݒ∆ ൌ డ஽|ݒ ,߰ ؠ Ͳ.  

Nuevamente por las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos  

ଶ|ݒ௫׏|                            ൌ ห൫׏కݑ൯ሺ݃ሺݔሻሻหଶ డሺకభ,కమሻడሺ௫భ,௫మሻ.  
Por (3), ԡ׏௫ݒԡ௅మሺ஽ሻ ൌ ฮ׏కݑฮ௅మሺ௎ሻ ൑ ଵԡ߮ԡ௅మሺ௎,௞ሻ y la solución clásica de െܯ ଵ௞ ݒ∆ ൌ ݒ ,߰ ൌ Ͳ en ܬ, está en ܪଵሺܦሻ.  

La segunda parte de la Proposición 3 sigue de iii) del Teorema 1,              QED. 

DEMOSTRACIÓN del TEOREMA 2. a) Existen regiones de Jordan nD  con contornos ܬ௡ א ௡ܬ ,ଵ, versor tangente continuo en todo puntoܥ ՜ሶ  ߰ tales que el soporte de ,ܬ

verifica supp ߰ ؿ ଵܦ ؿ ഥ௡ܦ ؿ ௡ାଵܦ ؿ ഥ௡ାଵܦ ؿ ڮ ؿ ݊ ,ܦ ൌ ͳ, ʹ, … .  

Por ejemplo, ܦ௡ ؔ ሼݔ א :ܦ ,଴ݔሺܩ ሻݔ ൐ ௡ߝ ,௡ሽߝ ՝ Ͳ, donde ݔ଴ es un punto de ܩ ,ܦሺݔ଴,  ,௡ son adecuadamente elegidosߝ y los ,ܦ ሻ es el núcleo de Green para la regiónݔ

(cf. [BP], Cap. 1). Sea ݒ௡ la solución clásica sobre ܦ௡ y definimos ݒ෤௡ ൌ ෤௡ݒ ,௡ܦ ௡ enݒ ൌ Ͳ en ܦ ך la solución clásica de െ ݒ ௡. Seaܦ ଵ௞ ݒ∆ ൌ ߰ sobre D. 

De െ ଵ௞ ௡ݒ∆ ൌ ௡ݒ ,߰ ൌ Ͳ en ܬ௡, sigue que ݒ െ ܦ ෤௡ es una función armónica sobreݒ ך  ,௡ܬ

continua sobre ܦഥ. Por tanto, ԡݒ െ ∞෤௡ԡݒ ൑ sup௭א௃೙|ݒሺݖሻ| ௡՜∞ ሱۛ ሮۛ Ͳ. Esto es, ݒ es el límite 
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en ܮ∞ሺܦሻ, y por tanto en ܮଶሺܦሻ, de ሼݒ෤௡ሽ. En particular tenemos, ݊׊  ԡݒ෤௡ԡଶ,௞ ൑ ܯ ൏ ∞. 

En vista de la Proposición 3, ݒ௡ coincide con la solución débil ݑ௡ del mismo problema. 

Luego, por i) del Teorema 1, obtenemos, 

׬  ஽ݔ෤௡|ଶ݀ݑ׏| ൌ ׬ ෤௡ݑ׏ ൈ ෤௡஽ݑ׏ ݔ݀ ൌ ׬ ௡ݑ׏ ൈ ௡஽೙ݑ׏ ݔ݀ ൌ ׬ ቀെ ଵ௞ ௡ቁݑ∆ .௡ݑ ݇ሺݔሻ݀ݔ஽೙  

                       ൌ ׬ ஽೙ݔ௡݇݀ݑ߰ ൑ ԡ߰ԡଶ,௞ԡݑ෤௡ԡଶ,௞ ൌ ԡ߰ԡଶ,௞ԡݒ෤௡ԡଶ,௞ ൑ ԡ߰ԡଶ,௞ܯ ൌ   ′ܯ

Existe entonces ܭ ൏ ∞ tal que ԡ|ݑ෤௡|ԡଶ ൏   .ଶܭ

a’) Usaremos a continuación en ܪ଴ሺܦሻ la norma equivalente |·|ுబ asociada al producto 

escalar, (cf. Corolario de la Proposición 0), ܫሺݑ, ሻݒ ൌ ׬ ݑ׏ ൈ ஽ݔ݀ ݒ׏ . 

Definamos ݓଵ ؔ ௡ݓ ,෤ଵݑ ؔ ෤௡ݑ െ ∑ ෤௡ିଵ, por lo queݑ ௝ݓ ൌ ෤ேேଵݑ . Vale, con |·|ுబ, 

௡ݓ                                    א ௡ሻܦ଴ሺܪ ٚ  .௡ିଵሻܦ଴ሺܪ

En efecto, sea ߮ א ,௡ݓ௠, tenemos  ܽ଴,௞ሺܦ ௠ es una solución débil enݑ ௡ିଵሻ. Puesto queܦ଴∞ሺܥ ߮ሻ ൌ ,௡ݓሺܫ ߮ሻ ൌ ׬ ෤௡ݑሺ׏ െ ෤௡ିଵሻݑ ൈ ஽׏ ݔ݀߮ ൌ ׬ ෤௡ݑሺ׏ െ ෤௡ିଵሻݑ ൈ ஽೙׏   ݔ݀ ߮

                    ൌ ׬ ௡ݑ׏ ൈ ஽೙׏ ݔ݀ ߮ െ ׬ ௡ିଵݑ׏ ൈ ஽೙షభ׏ ݔ݀ ߮ ൌ ׬ ሺ߰ െ ߰ሻ߮ ݇݀ݔ ൌ Ͳ஽೙షభ . 

Entonces vale en ܪ଴ሺܦሻ: ܰ׊  ∑ หݓ௝หுబଶ ൌ ෤ே|ுబଶேଵݑ| ൑ ∑ ,ଶ. En consecuenciaܭ ௝ݓ ൌ ෤ேேଵݑ  

converge en ܪ଴ሺܦሻ en la norma |·|ுబ, y por tanto en la norma ԡ|·|ԡ, a una función ݑ א ෤ேݑ ሻ. Comoܦ଴ሺܪ ൌ  .ݒ ଶ a la solución clásicaܮ ෤ேሽ converge enݑ෤ே la sucesión ሼݒ

Así, ݑ ൌ  .ݒ

b) Hemos probado que ॄ ൌ ۵ sobre ݌݅ܮ଴ሺܦሻ que es denso en ܮଶሺܦ, ݇ሻ.  Como ambos 

operadores son completamente continuos de ܮଶ en ܮଶ obtenemos su igualdad sobre este 

espacio.  

c) Véanse §4.7 y §4.4 para las definiciones de ࡰ∆ y ܦ∆, respectivamente. El punto c) 

dice simplemente que el rango de ॄ es igual al rango de ۵,                              QED. 

Veamos ahora el siguiente corolario del teorema precedente. 

TEOREMA 3. Sean ݇ א  ሻ, D de Jordan. Vale entoncesܦାሺ݌݅ܮ

1) Las familias de autovalores variacionales y clásicos del problema െ ∆௞ ݒ ൌ  ݒߣ

coinciden lo mismo que sus multiplicidades. Los autoespacios correspondientes a un 

mismo autovalor son iguales y pueden usarse indistintamente las familias ሼख़௠ሽ, ൛߶௝ൟ . 
2) Las soluciones débiles y fuertes del problema de Dirichlet െ ∆௞ ݒ ൌ ݂ א  ଶ sonܮ

iguales. 
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DEMOSTRACIÓN. Los puntos 1) y 2) son consecuencias de b) del Teorema 2. Véanse 

la NB del párrafo §4.4, el Teorema 3 del §4.7 y el § 4.8,        QED. 
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III. Las ideas de T. Carleman nuevamente. 

 

4.11. Autovalores en una región regular finitamente conexa.  

Todas las regiones que consideraremos en esta parte III serán finitamente conexas (FC). 

Si ܦ א ࡮ ת  entonces podemos calcular sus autovalores clásicos y variacionales que ܥܨ

coinciden como veremos. Una demostración de este hecho para regiones de Jordan FC 

se presenta en el Apéndice a esta Parte III . Pero esto sugiere la conveniencia de acuñar 

un nombre para una subclase de la familia de regiones regulares finitamente conexas. 

DEFINICIÓN 1. Diremos que ܦ א ࡮ ת ॄ es normal si para ella vale ܥܨ ൌ ۵. 

Denotaremos a esta familia con ࣨ. 
El siguiente lema describe una propiedad importante de la familia ࣨ. 

LEMA 1. Sea ܦ א ࡮ ת ௡ሽܦSi ሼ .ܥܨ ؿ ࣨ, ௡ାଵܦ  ـ ௡ܦ ഥ௡ yܦ ՛ ܦ entonces ܦ א ࣨ. 

DEMOSTRACIÓN. Basta imitar a’) de la demostración del Teorema 3 en el Apéndice 

Parte II, QED. 

TEOREMA 1. Sea ܦ א ࣨ y ݇ሺݔሻ א  ,ሻ. Entoncesܦାሺ݌݅ܮ

i) las familias de autovalores variacionales y clásicos del problema de Dirichlet para el 

operador െ ଵ௞ ∆ coinciden lo mismo que sus multiplicidades y los autoespacios 

correspondientes a un mismo autovalor son iguales por lo que pueden usarse 

indistintamente las familias ሼख़௠ሽ, ൛߶௝ൟ , 
ii) ܦ୼ ൌ ሼ݂ א ഥሻܦ଴ሺܥ ׷ Δ݂ א ሻሽܦଶሺܮ ൌ ሼ݂ א ሻܦ଴ሺܪ ׷ Δ݂ א ሻሽܦଶሺܮ ൌ  ,∆ࡰ

iii) sea ܦሶ  una región como ܦ tal que ܦሶ ـ ݇ ഥ y seaܦ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܦ ሻ. Entonces los 

autovalores clásicos verifican  

a) ߣ  ݅׊௜ ൒ ሶ௜ߣ ൐ Ͳ , 
b) ߣ௠ ؆ ݉. 

DEMOSTRACIÓN. ॄ ൌ ۵ ֜ i), ii). 
iii) En esta situación es lícito usar la tesis a) del Teorema 1 del §4.8 sobre el 

decrecimiento de los autovalores con el crecimiento de los dominios, aplicada ahora a 

los autovalores clásicos,                                                  QED.  

COROLARIO 1. Sean ݇ א ܦ ,ሻܦାሺ݌݅ܮ א ࣨ, ߶௡ autofunción clásica de െ ଵ௞ ∆ tal que ԡ߶௡ԡ௞ ൌ ͳ. Entonces,  

௡ߣ                      ൅ ሺsup ݇ሻିଵ ൑ |ԡ߶௡ԡ|ଶ ൑ ௡ߣ ൅ ሺinf ݇ሻିଵ. 

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 1 tenemos ݊׊: ߶௡ א  ଴ y deܪ
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 |ԡ߶௡ԡ|ଶ ൌ ׬ ߶௡ଶ݀ݔ ൅ ׬ ௡߶׏ ൈ ௡߶׏ ݔ݀ ൌ ׬ ߶௡ଶ݀ݔ െ ׬ ∆߶௡. ߶௡݀ݔ  

               ൌ ׬ ߶௡ଶ݀ݔ ൅ ௡ߣ ׬ ߶௡ଶ݇݀ݔ ൌ ׬ ଵ௞ ߶௡ଶ. ݔ݀݇ ൅ .௡ߣ ͳ,                                 QED. 

 

4.12. La familia ॺ y la propiedad ܵఌ. 

Nos interesan los casos en los que cuando D admita función barrera en todo punto de ߲ܦ tengamos un núcleo de Green, y esto lo tenemos asegurado cuando la región es ñ-

conexa, (cf. Teor. 7 §4.2). En ese caso también contamos con un teorema de desarrollo. 

Con frecuencia nos restringiremos a pesos k que verifiquen la siguiente hipótesis en ܦ: ݇ሺ݌ሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. Por el Teorema 5 de la Introducción existe entonces un ߛ א ሺͲ,ͳሿ tal 

que ݇ א Лఊሺܦሻ y con una función ܯሺ݌ሻ acotada ሺܯሺ݌ሻ ൑ ܯ ൏ ∞ሻ. (Esta restricción no 

implica que los resultados que obtengamos no puedan generalizarse). 

DEFINICIÓN 1. ॺ designará a la familia de regiones ܦ tales que 
|஺ሺ௧ሻ| L୭୥ ௧௧  es 

integrable en un semientorno del origen. O sea,  

ܫ                            ൌ ሻܦሺܫ ൌ: ׬ |ሻݐሺܣ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ୧ୟ୫ ஽଴ୢݐ݀ ൏ ∞.  

Recordemos que ܣሺݐሻ ൌ ሼ݌ א :ܦ distሺ݌, ሻܦ߲ ൏ ሽ.  Vale ॺݐ ـ ܵఌ cualquiera sea ߝ א ሺͲ,ͳሿ. La propiedad ܵఌ se presenta realmente pues dado ߝ, Ͳ ൏ ߝ ൑ ͳ, existe una 

región de Jordan ܦ tal que |ܣሺݐሻ| ൎ  pequeño. También se preserva por límites ݐ ఌ paraݐ

crecientes. Sea ܦ una región ñ-conexa para la que exista una sucesión de regiones ñ-

conexas ሼܦ௡ሽ, ܦ௡ א ܵఌ೙, ܬ௡ ൌ  ௡, tal queܦ߲

(i) Si ܦ௡ ؿ ,௡ାଵܦ ௡ܦ  ് ഥ௡ܦ ௡ାଵ entoncesܦ ؿ  ,௡ାଵܦ

(ii) ܦଵ ؿ ڮ ؿ ௡ܦ  ؿ ௡ାଵܦ ؿ ڮ ՛  .ܦ

Obviamente (ii) implica ܬ௡ .՜ ܬ ൌ   .ܦ߲

Supongamos que con ߴሺܦ௡, ௡ሻߝ ؔ supሼ|ܣ௡ሺݐሻ|ିݐఌ೙: Ͳ ൏ ݐ ൑ diam ߴ ሽ se verificaܦ ൌ sup௡ ,௡ܦሺߴ ௡ሻߝ ൏ ∞. Supongamos además que Ͳ ൏ ߟ ൌ inf ߝ௡.  Entonces,  ܣሺݐሻ ؿ ሼܦ ך ௡ሽܦ ׫   ሻ yݐ௡ሺܣ

|ሻݐሺܣ|                       (*) ൑ ܦ| ך |௡ܦ ൅  , |ሻݐ௡ሺܣ|
por lo que para Ͳ ൏ ݐ ൑ ͳ vale 

|஺ሺ௧ሻ|௧ആ ൑ |஽ך஽೙|௧ആ ൅ |஺೙ሺ௧ሻ|௧ആ ൌ ሺͳሻ݋ ൅ |஺೙ሺ௧ሻ|௧ആ ൑ ሺͳሻ݋ ൅ |஺೙ሺ௧ሻ|௧ഄ೙ . 

Por tanto, 
|஺ሺ௧ሻ|௧ആ ൑ ܦ y ߴ א ܵఎ.  

La propiedad ܵఌ puede prácticamente caracterizarse de la siguiente manera.  

LEMA 1. Si Ͳ ൏ ߬ ൏ ߝ ൑ ͳ entonces ܦ א ܵఌ ֜ ׬ |஺ሺ௫ሻ|௫భశഓெ଴ ݔ݀ ൏ ∞.  
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Si Ͳ ൏ ߬ ൑ ͳ entonces ׬ |஺ሺ௫ሻ|௫భశഓெ଴ ݔ݀ ൏ ∞ ֜ ܦ א ܵఛ. 

DEMOSTRACIÓN. La primera implicación es inmediata. Veamos la segunda. La 

integral ߬ ׬ |஺ሺ௫ሻ|௫భశഓெ௧ ݔ݀ ൌ െ ׬ ݀|ሻݔሺܣ| ଵ௫ഓெ௧  existe y es finita. Como |ܣሺݐሻ| es una función 

monótona y continua también existe ׬ ଵ௫ഓ ݀ெ௧  ሻ| y valeݔሺܣ|

                ߬ ׬ |஺ሺ௫ሻ|௫భశഓெ௧ ݔ݀ ൌ െ |஺ሺெሻ|ெഓ ൅ |஺ሺ௧ሻ|௧ഓ ൅ ׬ ଵ௫ഓெ௧   .|ሻݐሺܣ|݀
Por tanto, 

|஺ሺெሻ|ெഓ ൅ ߬ ׬ |஺ሺ௫ሻ|௫భశഓெ଴ ݔ݀ ൒ |஺ሺ௧ሻ|௧ഓ ,                                                        QED.  

Por otra parte, si ߛ א ሺͲ,ͳሻ, existe una curva de Jordan ܮ de área nula de región interior ܧ tal que para cierto ݉ ൐ Ͳ y ݐ ൐ Ͳ suficientemente pequeño satisface |ܣሺݐሻ| ൒ ݉|Log ݐ|ିఊ , ([K]). Por tanto, ܫሺܧሻ ൌ ∞ y ܧ ഥא  ॺ. 

La propiedad ॺ también se conserva por límites crecientes. Esto sigue de la desigualdad 

(*) utilizando el lema de Fatou. En efecto, supongamos sup ௡ሻܦሺܫ ൏ ∞. Entonces, |ܣሺݐሻ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ൑ lim ൬ሺ|ܦ ך |௡ܦ ൅ ሻ|ሻݐ௡ሺܣ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ൰ ൌ lim ቀ|ܣ௡ሺݐሻ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ቁ; luego,  ܫሺܦሻ ൑ ׬ lim ቀ |ܣ௡ሺݐሻ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ቁୢ୧ୟ୫ ஽଴ ݐ݀ ൑ lim ׬ |ሻݐ௡ሺܣ| ଵା|L୭୥ ௧|௧ ୧ୟ୫ ஽଴ୢݐ݀   

         ൌ lim ቀ׬ ൅ ୧ୟ୫ ஽ୢ୧ୟ୫ ஽೙ୢ୧ୟ୫ ஽೙଴ୢ׬ ቁ ൌ limሺܫሺܦ௡ሻ ൅ ሺͳሻሻ݋ ൌ lim ܫሺܦ௡ሻ ൑ sup ௡ሻܦሺܫ ൏ ∞.  

 

4.13. Regiones no regulares. Límite de autovalores.  

El concepto de autovalor fue definido (explícita o tácitamente) en los párrafos §4.1, 

§4.4, y §4.7 y utilizado en los teoremas: 1 §4.1, 1 §4.4, 1, 2 y 3 §4.7. La siguiente 

definición, necesaria y conveniente para lo que sigue, las comprende conceptualmente a 

todas. 

DEFINICIÓN 1. Por autovalor ߣ௡ de െ ଵ௞ሺ௤ሻ ∆௤ en ܦ región ñ-conexa entenderemos el 

recíproco del valor propio ߤ௡ ሺ് Ͳሻ del operador inverso ۵ ൌ ቀെ ଵ௞ ∆ቁିଵ
. 

Hemos visto (T. 8, §4.2) que las regiones ܦ א  ñ-conexas, admiten núcleo de Green1 ,࡮

y por tanto operador de Green, por lo que la Definición 1 se aplica al caso ܦ regular. 

DEFINICIÓN 2. Una región ܦ se dirá que pertenece a ࢃñሺሼܦ௡ሽሻ si es ñ-conexa y 

existe una sucesión de regiones ñ-conexas ሼܦ௡ሽ ؿ घ tal que 

(i) Si ܦ௡ ؿ ,௡ାଵܦ ௡ܦ  ് ഥ௡ܦ ௡ାଵ entoncesܦ ؿ  ,௡ାଵܦ

(ii) ܦଵ ؿ ڮ ؿ ௡ܦ  ؿ ௡ାଵܦ ؿ ڮ ՛  .ܦ

                                                 
1  Para comparar con el caso variacional véase Teor. 3 §4.9. 
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Tenemos ahora ܦ א घ si ܦ א  .(cf. Lema 1 §4.11) ,࡮

Supongamos que D es una región ñ-conexa tal que ܦ ഥא  Por el Teorema 2 del §4.3 .࡮

resulta que los puntos irregulares de ߲ܦ son aislados y forman un conjunto ܬሚ de 

cardinalidad h finita y positiva.  

NOTACIÓN. ܦ෩ ൌ ܦ ׫  .ሚܬ
PROPOSICIÓN 1. ܦ෩ es una región ሺñ െ ݄ሻ-conexa tal que ܦ෩ א  .࡮

TEOREMA 1. Sean D una región de ࢃñሺሼܦ௡ሽሻ y ݇ሺ݌ሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. 

i) Si D tiene la propiedad B entonces ߣ௠,௝ ՝  .௝ߣ

ii) Si ܦ ഥא ௠,௝ߣ entonces ࡮ ՝ ௝݈ ൐ Ͳ. ߤ௝ ൌ ͳ/ ௝݈ es el j-ésimo valor propio del operador 

Hilbert-Schmidt ऑ݂ሺ݌ሻ ൌ ׬ ࣡ሺ݌, ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ  con núcleo ࣡ሺ·,·ሻ definido en iii). 

iii) Si ܦ ഥא puede extenderse a ෨݇ ݇ ,࡮ א ,෩ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y vale 

       ࣡ሺ݌, ሻݍ ൌ ,݌෨ሺܩ ஽ൈ஽ a.e.    y    ௝݈ܫሻݍ ൌ  .ሚ௝ߣ

DEMOSTRACIÓN. Definimos ܩሺ௠ሻ a partir del núcleo de Green ܩ௠: 

,݌ሺ௠ሻሺܩ         ሻݍ ൌ ,݌௠ሺܩ ,݌ሻ   si ሺݍ ሻݍ א ௠ܦ ൈ   ,௠ܦ

,݌ሺ௠ሻሺܩ         ሻݍ ൌ Ͳ               si ሺ݌, ሻݍ א ܦ ൈ ܦ ך ௠ܦ ൈ   .௠ܦ

Los operadores ࡳሺ௠ሻ y ۵௠ correspondientes tienen los mismos valores propios 

positivos y extendiendo por cero la j-ésima autofunción de ۵௠ se obtiene la j-ésima 

autofunción de ࡳሺ௠ሻ. De los Teoremas 1-3 §4.3 y sus Corolarios sigue que  

,݌ሺ׊ (1) ሻݍ א ܦ ൈ ,݌ሺ௠ሻሺܩ       ܦ ሻݍ ՛ ࣡ሺ݌, ሻ         Ͳݍ ൏ ࣡ሺ݌, ሻݍ א ܦଶሺܮ ൈ ,ܦ ݇ ൈ ݇ሻ, 

pues por (v) Teor. 1 §4.3: ฮࡳሺ௠ሻฮଶ,௞ ൑ ඥԡ݇ԡஶ diam ܦ. Por tanto, ࣡ሺ݌, ሻݍ ൌ ࣡ሺݍ,   .ሻ݌

El operador de Hilbert-Schmidt  

(2)                   ሺऑ݂ሻሺ݌ሻ ൌ ׬ ࣡ሺ݌, ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ   

es tal que su núcleo verifica 

(3)                 ࣡ ൌ ሺ௠ሻܩ ൅ ൫࣡ െ ሺ௠ሻ൯,    ฮ࣡ܩ െ ሺ௠ሻฮଶ,௞ܩ ՜ Ͳ. 

En consecuencia, ࡳሺ௠ሻ y ऑ son completamente continuos y ฮऑ െ ሺ௠ሻฮ௢௣ࡳ ՜ Ͳ. 

i) ܦ es regular. Vale ܩሺ݌, ሻݍ ൌ ԭ஽ሺ݌, ሻ݌ሻ, ۵݂ሺݍ ൌ ׬ ,݌ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሻ݂ሺݍ .  

Aplicando resultados de Weyl y Courant, (cf. [RN] §95), deducimos que para cada ݆ ൌ ͳ,ʹ, y ሺͲ ڮ ൏ ሻ ߬௝ ൌ j-ésimo valor propio de ۵, vale 

௠,௝ߤ                                          (4) ՜ ௝߬.  

Por el Teorema 1 §4.11,  ߤ௠,௝ିଵ ൌ ௠,௝ߣ ՝ ௝ߣ ൌ ௝߬ି ଵ ൐ Ͳ,  ߣ௝ ൌ j-ésimo autovalor de ۵. 



 

37 

 

(Otra demostración de (4): ߤ௠,௝ ՛ ௝߬ sigue de ߤଵ,௝ ൑ ଶ,௝ߤ ൑ ڮ ൑ ௝߬ y de ∑ ௠,௝ଶߤ ൌ ฮܩሺ௠ሻฮଶ,௞ൈ௞ଶ௝ ՛ ԡܩԡଶ,௞ൈ௞ଶ ൌ ∑ ௝߬ଶ௝ .) 

ii) y iii) Si ܦ ഥא  no existe operador de Green, por lo tanto no se puede hablar de sus ࡮

valores propios, cuyos inversos habíamos llamado autovalores del problema de 

Dirichlet del operador െ ଵ௞ሺ௤ሻ ∆௤ en la región ܦ. Sin embargo existe ௝݈ ൌ lim௠ ߣ௠,௝. 

Ignorando en las ܬ௠ las componentes que rodean a puntos de ܬሚ se obtiene una familia ൛ܦ෩௠ൟ tal que ܦ෩௠ ՛ ෩ܦ෩. Estamos entonces en la situación del punto i) y de manera que หܦ ך หܦ ൌ Ͳ, y vale ׊ሺ݌, ሻݍ א  ෩ܦ  ൈ ,݌෨ሺ௠ሻሺܩ ,෩ܦ ሻݍ ՛ ,݌෨ሺܩ ሻݍ ൐ Ͳ.  

Como Ͳ ൑ ,݌ሺ௠ሻሺܩ ሻݍ ൑ ,݌෨ሺ௠ሻሺܩ ,݌ሺ׊ ሻݍ ሻݍ א ܦ ൈ  resulta allí ,ܦ

                       Ͳ ൑ ࣡ሺ݌, :ሻݍ ൌ lim௠ ,݌ሺ௠ሻሺܩ ሻݍ ൑ ,݌෨ሺܩ   .ሻݍ

Sea Ͳ ൑ ݂ሺ݌ሻ א ௡. Sea ሚ݂ܦ ሻ con soporte contenido enܦሺ∞ܮ ൌ ݂ en D, ሚ݂ ൌ Ͳ en ܬሚ. Si 

definimos ܷ௠ሺ݌ሻ: ൌ ׬ ,݌ሺ௠ሻሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ  y ܷ′ሺ݌ሻ ؔ ׬ ࣡ሺ݌, ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ , 

resulta ܷ௠ሺ݌ሻ ՛ ܷ′ሺ݌ሻ y lim௠՜∞ԡܷ௠ െ ܷ′ԡଶ,௞ ൌ Ͳ. Vale entonces Ͳ ൑ ܷ′ሺ݌ሻ ൑ ܸሺ݌ሻ ؔ ׬ ,݌෨ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ ൌ ׬ ,݌෨ሺܩ ሻݍ ሚ݂ሺݍሻ ෨݇ሺݍሻ݀ݍ ൌ஽෩ ۵෩൫ ሚ݂൯ሺ݌ሻ. ܷ′ሺ݌ሻ es una función integrable definida en D. ܸ es una función continua en la clausura 

de ܦ෩, nula en el borde.  

En ܦ௠, ݉ ൒ ݊, tenemos െ݂݇ ൌ ∆ܷ௠ y en ܦ′ሺܦ௡ሻ tenemos ∆ܷ௠ ՜ ∆ܷ′. Luego, െ݂݇ ൌ ∆ܷ′ en ܦ′ሺܦ௡ሻ. Por tanto esto mismo vale en ܦ′ሺܦሻ.  

También െ݂݇ ൌ ∆ܸ ሺܦ′ሺܦሻሻ. Por tanto ∆ሺܸ െ ܷ′ሻ ൌ Ͳ en ܦ′ሺܦሻ y ܸ െ ܷ′ ൌ ݄ a.e. 

donde ݄ es una función armónica en ܦ. Luego, a.e. ܷ′ ൌ ܷ ؔ ܸ െ א ݄  .ሻܦሺܥ

Como ܷ es continua, Ͳ ൑ ܷሺ݌ሻ ൑ ܸሺ݌ሻ ൌ ൫۵෩ ሚ݂൯ሺ݌ሻ si ݌ א  Por otra parte, ܷ puede .ܦ

extenderse como cero a ߲ܦ෩ pues ܸሺ݌ሻ א ෩ܦሺܥ ׫ ෩ como ෨݄ (armónica) pues como Ͳܦ ෩.  ݄ puede extenderse aܦ߲ ෩ሻ y ܸ se anula enܦ߲ ൑ ݄ሺݔሻ ൑ ܸሺݔሻ, ݔ א  tiene ,ܦ

singularidades evitables sobre los puntos aislados de ܬሚ. Pero ෨݄ se anula en ߲ܦ෩ por lo que 

debe ser ෨݄ሺ݌ሻ ൌ Ͳ, ݌ א ܸ ,෩. Luegoܦ ൌ ܷ en D.  

Esta igualdad vale aún para cualquier ݂ሺ݌ሻ א  ሻ de soporte compacto en D. Enܦሺ∞ܮ

consecuencia, ݂׊ א ׬ :ሻܦଶሺܮ ,݌෨ሺܩ ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ ൌ ׬ ࣡ሺ݌, ஽ݍሻ݀ݍሻ ݇ሺݍሻ݂ሺݍ  a.e. Por 

tanto, ࣡ሺ݌, ሻݍ ൌ ,݌෨ሺܩ ܦଶሺܮ ஽ൈ஽ enܫሻݍ ൈ   .ሻܦ

Por lo dicho y utilizando una adecuada caracterización de los valores propios, (ver §95 

[RN]), se comprueba que los operadores ऑ sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ y ۵෩ sobre ܮଶሺܦ෩, ෨݇ሻ, deben 
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tener los mismos valores propios. Podemos ahora repetir los argumentos que probaron 

(4) pero con ௝݈ ൌ  .௝ y ऑ en lugar de ۵,                                          QEDߣ ሚ௝ en lugar deߣ

TEOREMA 2. Si ܦ א ࡮ ת ॺ es ñ-conexa entonces la función continua ܪሺ݌,  ሻ es݌

absolutamente integrable, (cf. Def. 3 y Teor. 8 §4.2). 

DEMOSTRACIÓN. ܦ א  asegura la existencia de función de Green y por tanto de la ࡮

función ܪሺ݌, ,݌ሺܪ| ሻ. Valeݍ |ሻݍ ൑ ଵଶగ log ெ|௣ି௤| con ܯ ൌ diam ܦ. Si ݈ሺ݌ሻ ൌ distሺ݌, ݍ ሻ yܬ א ܬ ൌ ,݌ሺܪ| entonces ܦ߲ |ሻݍ ൑ ଵଶగ log ெ௟ሺ௣ሻ . En consecuencia, |ܪሺ݌, |ሻ݌ ൑ ଵଶగ log ெ௟ሺ௣ሻ.  
Por tanto, ׬ ,݌ሺܪ| ݌݀|ሻ݌ ൑ ׬ ଵଶగ log ெ௟ሺ௣ሻ஽ ஽݌݀ .  Pero, ׬ log ெ௟ሺ௣ሻ஽ ݌݀ ൌ ׬ ݌݀ ׬ ௗ௧௧ୢ୧ୟ୫ ஽௟ሺ௣ሻ஽ ൌ ׬ ௗ௧௧ ׬ ஽ୢ୧ୟ୫ ஽଴݌ሼ௧வ௟ሺ௣ሻሽ݀ܫ ൌ ׬ |ሻݐሺܣ| ௗ௧௧ெ଴ ൑  .ሻܦሺܫ

Por tanto, ׬ ,݌ሺܪ| ஽݌݀|ሻ݌ ൑ ߨʹ/ሻܦሺܫ ൏ ∞,                                                         QED.  

En el siguiente Teorema 3 ܦ puede ser una región muy general. El resultado no se 

limita a regiones de Jordan como en [BP] y su demostración comienza en la sección 

siguiente. Por comodidad supondremos el peso ݇ en la clase ݌݅ܮାሺܦ, ሶܵሻ.  

TEOREMA 3 (Weyl-Carleman). Sean  ݇ሺݔሻ א ,ܦା൫݌݅ܮ ሶܵ൯ y ܦ א -una región ñ ࡮

conexa con la propiedad ॺ. Entonces, los autovalores del problema de Dirichlet para el 

operador de Sturm-Liouville ሺ– ଵ௞ሺ௫ሻሻ∆௫ verifican 

௡ߣ                                          (5) ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽   .݊ߨ4~

De este teorema se deduce el, (cf. [BP] §3.0), 

TEOREMA 4. Sean ܦ א ሻݔy ݇ሺ ࡮ א ,ܦା൫݌݅ܮ ሶܵ൯. Si el contorno J tiene dimensión de 

Minkowski ܌ ൏ ʹ entonces los autovalores de ∆ݑ ൅ ݑሻݔሺ݇ߣ ൌ Ͳ, ݑ א Şሺܦሻ, verifican 

(5) para ݊ ՜ ∞. 

En efecto, bastará utilizar para su demostración la siguiente proposición, (cf. [BP]). 

TEOREMA 5. Si ܌ א ሾͳ,ʹሻ entonces dado ߝ ൐ Ͳ ݐ׌଴ ൌ ሻߝ଴ሺݐ ൏ ͳ tal que ݐ׊ א ሾͲ, |ሻݐሺܣ| ሻሻ se verificaߝ଴ሺݐ ൑ ߟ ఎ cualquiera seaݐ א ሺͲ, ʹ െ ܌ െ  .ሿߝ
O sea, en el Teorema 4, ܦ א ܵఎ ؿ ॺ y se aplica el Teorema 3. 

 

4.14. El núcleo de Green ܩ௞ሺ݌, ;ݍ – ሻ del operadorߣ ሺ∆ ൅ ߣ ሻ para݇ߣ ൏ Ͳ y sus 

propiedades. Aquí ߣ ൌ െ߯ଶ ൌ െݐ, ߯ ൐ Ͳ. Dados ߣ, ݇ሺݍሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, ࣦ: ൌ ∆ ൅  ݇ߣ
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es la perturbación de ∆ por el sumando ݇ߣሺݍሻ. Luego ܩ௞ሺ݌, ;ݍ  ሻ será el núcleo deߣ

Green de െࣦ. Sea ሼ߶௡ሽ la familia de autofunciones del operador െ ଵ௞ሺ௤ሻ ∆௤. Como  െሺ∆ ൅ ሻ߶௡݇ߣ ൌ ሺߣ௡ െ ,݌௞ሺܩ ሻ݇߶௡, el núcleo de Greenߣ ;ݍ  ሻ deberá satisfacer laߣ

relación: ׬ ௞஽ܩ ሺ݌, ;ݍ ݍሻ݀ݍሻ݇ሺݍሻ߶௡ሺߣ ൌ థ೙ሺ௣ሻఒ೙ିఒ . O sea, respecto del sistema ሼ߶௡ሺݍሻሽ y el 

peso k, deberá valer:   ܿ௡ሺܩ௞ሻ ൌ థ೙ሺ௣ሻఒ೙ିఒ . 

DEFINICIÓN 1. ܩ௞ሺ݌, ;ݍ :ሻߣ ൌ ∑ ߶௡ሺ݌ሻ߶௡ሺݍሻ ሺߣ௡ െ ⁄ሻߣ . 

Para ߣ ൌ Ͳ tenemos, según esta definición, ܩ௞ሺ݌, ;ݍ Ͳሻ: ൌ ∑ ߶௡ሺ݌ሻ߶௡ሺݍሻ ⁄௡ߣ , por lo que ܩ௞ሺ݌, ;ݍ Ͳሻ ൌ ,݌ሺܩ   ሻ, el núcleo de Green del operador െ∆. Entoncesݍ

,݌௞ሺܩ    (2) ;ݍ ሻߣ ൌ 

ൌ ,݌ሺܩ ሻݍ ൅ ߣ ෍ ߶௡ሺ݌ሻ߶௡ሺݍሻ ሺߣ௡ሺߣ௡ െ ሻሻߣ ൌ ,݌ሺܩ ሻݍ ൅ ,݌௞ሺܨ ;ݍ ሻ⁄ஶߣ
௡ୀଵ  

En vista de (v) Teor. 1 §4.4, ܨ௞ሺ݌, ;ݍ ഥܦ ሻ es acotada enߣ ൈ ,݌௞ሺܩ .ഥܦ ;ݍ  ሻ es simétrica yߣ

define un operador Hilbert-Schmidt en ܮଶሺܦሻ. De las definiciones resultan, para todo ݌ 

y todo ݊, los siguientes coeficientes de Fourier, 

(3)     ܿ௡ሺܩ௞ሻ ൌ థ೙ሺ௣ሻఒ೙ିఒ ,        ܿ௡ሺܨ௞ሻ ൌ ఒఒ೙ థ೙ሺ௣ሻఒ೙ିఒ ,       ܿ௡ሺܩሻ ൌ థ೙ሺ௣ሻఒ೙  . 

DEFINICIÓN 2. ቀܩ௧ሺଵሻݑቁሺ݌ሻ: ൌ ׬ ௞஽ܩ ሺ݌, ;ݍ െݐሻݑሺݍሻ݀ݍ, 

                                  ሺܨ௧݂ሻሺ݌ሻ: ൌ ׬ ௞஽ܨ ሺ݌, ;ݍ െݐሻ݂ሺݍሻ݀ݍ. 

El operador ܩ௧ሺଵሻ puede escribirse como la suma de dos operadores Hilbert-Schmidt: ܩ௧ሺଵሻ ൌ ଴ሺଵሻܩ ൅   ,ଶ. Más aúnܮ ଶ enܮ ௧ y es completamente continuo deܨ

TEOREMA 1. ܩ଴ሺଵሻ es completamente continuo de ܮଶሺܦሻ en ܥ଴ሺܦሬሬറሻ. 

DEMOSTRACIÓN. [BP], §3.1, Teorema 1,                                       QED. 

Por otra parte tenemos,  ቚ∑ ቀథ೙మ ሺ௣ሻఒ೙మ െ థ೙మ ሺ௣ᇱሻఒ೙మ ቁ∞ଵ ቚ ൑ ∑ ቚథ೙ሺ௣ሻାథ೙ሺ௣ᇲሻఒ೙ ቚ ቚథ೙ሺ௣ሻିథ೙ሺ௣ᇲሻఒ೙ ቚ ൑  

                 ൑ ܥʹ ൬∑ ቚథ೙ሺ௣ሻିథ೙ሺ௣ᇲሻఒ೙ ቚଶ൰ଵ/ଶ ൑ ඥԡ݇ԡஶܥʹ ቀ׬ ,݌ሺܩ| ሻݍ െ ,ᇱ݌ሺܩ ஽ݍሻ|ଶ݀ݍ ቁଵ/ଶ
.  

Por tanto, ∑ ቚథ೙ሺ௣ሻఒ೙ ቚଶ א   ഥሻ . Del teorema de Dini sigue queܦ଴ሺܥ

(4)                ∑ ቚథ೙ఒ೙ ቚଶ ՝ Ͳஶே , uniformemente para ܰ ՜ ∞.  

Se deduce que si ܶ ൑ ߣ ൏ Ͳ entonces ቚ∑ ఒథ೙ሺ௣ሻఒ೙  థ೙ሺ௤ሻఒ೙ିఒஶே ቚ ൏ ܰ para ߝ ൐ ܰሺߝ, ܶሻ,  y 
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que vale el  

TEOREMA 2. ܨ௞ሺ݌, ;ݍ λሻ ൌ ∑ ఒథ೙ሺ௣ሻఒ೙  థ೙ሺ௤ሻఒ೙ିఒஶଵ א ഥܦሺܥ ൈ ഥܦ ൈ ሺെ∞, Ͳሻሻሻ y ܨ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൌ Ͳ si ݌ א ݍ o ܦ߲ א .௧݂ሺܨ .ܦ߲ ሻ ൌ ׬ ௞஽ܨ ሺ. , ;ݍ െݐሻ݂ሺݍሻ݀ݍ, es un operador acotado de ܮଶሺܦሻ en ܮஶሺܦሻ. Del 

Teorema 2 sigue que ܨ௧ es un operador completamente continuo de ܮଶሺܦሻ en ܥ଴ሺܦഥሻ. 

TEOREMA 3. ܩ௧ሺଵሻ es un operador completamente continuo de ܮଶሺܦሻ en ܥ଴ሺܦഥሻ. 

TEOREMA 4. El operador ܩ௧ሺଵሻ tiene las siguientes propiedades i)-vi).  

i) Si ݑ א ݑࣦ ሻ, valeܦᇱሺܦ ഥሻ y, en el sentido deܦ଴ሺܥ ൌ ሺ∆ ൅ ݑሻ݇ߣ ൌ ݂ א  ሻ, entoncesܦଶሺܮ

para todo ݌ א ሻ݌ሺݑ ,ഥܦ ൌ െܩ௧ሺଵሻ݂ሺ݌ሻ ൌ െ ׬ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ஽ݍሻ݀ݍሻ݂ሺߣ . 

ii) ܩ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൌ ,ݍ௞ሺܩ ;݌ ,݌ሻ para todo ሺߣ ሻݍ א ܦ ൈ   .ܦ

iii) Si ݂ א :ሻ݌ሺݑ ሻ yܦଶሺܮ ൌ െቀܩ௧ሺଵሻ݂ቁሺ݌ሻ, ݌ א ݑ ഥ, entoncesܦ א  ഥሻ y en el sentido deܦ଴ሺܥ

las distribuciones en D: ࣦݑ ൌ ݂.  

iv) Para cierta constante ܿଵ ൒ diam ܦ vale െԡܨ௞ԡஶ ൑ ,݌௞ሺܩ ;ݍ ሻߣ ൑ log ௖భ|௣ି௤| . 
v) ׬ ,݌௞ሺܩ| ;ݍ ஽ݍሻ݀ݍଶ݇ሺ|ߣ   y ׬ ,݌௞ሺܩ| ;ݍ ஽ݍଶ݀|ߣ  son uniformemente acotadas en Dp∈ . 

vi)   ܩ௞ሺ·,·; ሻߣ א ܦଶሺܮ ൈ ;ܦ ݇ ൈ ݇ሻ.  

DEMOSTRACIÓN. iii). De (3) y (4) obtenemos: ݑሺ݌ሻ ൌ െ ∑ ܿ௡ሺ௙௞ሻ థ೙ሺ௣ሻఒ೙ିఒ , donde la 

serie converge uniformemente. Como െሺ∆ ൅ ሻ߶௡݇ߣ ൌ ሺߣ௡ െ   ,ሻܦᇱሺܦ ሻ݇߶௡, obtenemos, enߣ

ݑࣦ      ൌ െሺ∆ ൅ ሻݑሻሺെ݇ߣ ൌ ∑ ఒ೙ିఒఒ೙ିఒ ߶௡݇. ܿ௡ ቀ௙௞ቁ ൌ ݇. ∑ ߶௡ܿ௡ ቀ௙௞ቁ ൌ ݇ ௙௞ ൌ ݂.  

i) Sean ݂ ൌ ݒ ,ݑࣦ ൌ െܩ௧ሺଵሻ݂. Por iii), ࣦݒ ൌ െࣦ ׬ ௞݂ܩ ݍ݀ ൌ ݂ ሺܦᇱሺܦሻሻ y ࣦሾݒ െ ሿݑ ൌ Ͳ. 

Como ݒ െ ݑ א ݒ ഥሻ, de la siguiente Proposición 1 obtenemosܦ଴ሺܥ ൌ  .QED          ,ݑ

PROPOSICIÓN 1. Sea ߤ una constante real, Ф א ∆) ഥሻ yܦ଴ሺܥ ൅ ݇ߣ ൅ ሻФߤ ൌ Ͳ ሺܦᇱሺܦሻሻ. Entonces Ф א Şሺܦሻ y si ݇ߣ ൅ ߤ ൑ Ͳ, Ф ൌ Ͳ.  

DEMOSTRACIÓN. Tenemos, െ∆Ф ൌ ሺ݇ߣ ൅ ሻФߤ א ܧ ,ஶ. Luegoܮ כ ሺ݇ߣ ൅ א ሻФߤ  ଵܥ

(Cap. 0 [BP]) lo que implica Ф א ݇ߣଵ y ሺܥ ൅ ሻФߤ א ஶܮ ת  ௟௢௖. Otra vez del Cap. 0݌݅ܮ

[BP] obtenemos Ф א ଶ. En consecuencia, Фܥ א Şሺܦሻ y െሺ∆ ൅ ሻФ݇ߣ ൌ  Ф en sentidoߤ

ordinario. Si además ݇ߣ ൅ ߤ ൑ Ͳ, del Teorema 2, § 0.4.1, de unicidad y continuidad, 

obtenemos Ф ൌ Ͳ,                                                                                              QED.  
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PROPOSICIÓN 2. Un núcleo ܩ௞ que satisface iii) y vi) para toda ߶ א  ሻ es únicoܦ଴ஶሺܥ

con esas propiedades. 

DEMOSTRACIÓN. Sean A y B dos núcleos que satisfacen la hipótesis y ߶ א  .ሻܦ଴∞ሺܥ

Se tiene ݑ ൌ െ ׬ ݓ   ,߶ܣ ൌ െ ׬ ∆ഥሻ. De ሺܦ଴ሺܥ ambas en ߶ܤ ൅ ݑሻሺ݇ߣ െ ሻݓ ൌ Ͳ, por la 

Proposición 2, obtenemos ݑ ൌ ܣሺ׬ ,Luego .ݓ െ ݍ݀߶ሻܤ ൌ Ͳ, por lo que ሺܣ െ ; ·,݌ሻሺܤ ሻߣ ൌ Ͳ  ሺܮଶሻ. Por tanto, ܣ ൌ .ܽ ܤ ݁. ,                        QED. 

DEFINICIÓN 3. Definimos el dominio del operador diferencial െሺ∆ ൅  ሻ en D݇ߣ

región ñ-conexa regular, ߣ ൑ Ͳ, como ܦ∆ାఒ௞ሺܦሻ ൌ ሻܦሺ∆ܦ ൌ ሼݑ א :ഥሻܦ଴ሺܥ ݑ∆ א  .ଶሽܮ

De las NOTAS del §4.4 deducimos que el operador diferencial െሺ∆ ൅ ݑ ାఒ௞ es un operador cerrado. Además es biunívoco, pues si∆ܦ ሻ con dominio݇ߣ א ∆ሻ, ሺܦାఒ௞ሺ∆ܦ ൅ ݑሻ݇ߣ ൌ Ͳ, entonces, por la Proposición 1, ݑ ൌ Ͳ.  

TEOREMA 5. Si ߣ ൌ െݐ ൏ Ͳ  entonces ሺ∆ ൅ ∆ܦሻ݇ߣ ൌ ଶ y para toda )(2ܮ DLv∈ ,  

         ሺሺ∆ ൅ ሻ݌ሻሺݒሻିଵ݇ߣ ൌ െቀܩ௧ሺଵሻݒቁሺ݌ሻ ൌ െ ׬ ,݌௞ሺܩ ;ݍ െݐሻݒሺݍሻ݀ݍ஽ . 

DEMOSTRACIÓN. Por definición de ܦ∆, ሺ∆ ൅ ∆ܦሻ݇ߣ ؿ ∆ଶ.  ሺܮ ൅ ∆ܦሻ݇ߣ ൌ ݒ ଶ: iii) del Teorema 4 junto con el Teorema 3 dicen precisamente que siܮ א ݑ ଶ entoncesܮ ൌ െቀܩ௧ሺଵሻݒቁሺ݌ሻ א ݑࣦ y que ∆ܦ ൌ   .QED                                 ,ݒ

En otras palabras, െܩ௧ሺଵሻ es el operador de Green de ∆ ൅ ,݌௞ሺܩy െ ݇ߣ ;ݍ  ሻ es su núcleoߣ

de Green.  

PROPOSICIÓN 3. Son equivalentes las  proposiciones a) y b) para ߣ ൌ െݐ ൏ Ͳ: 

a) Ф א ,ଶܮ Ф ൌ ௧ሺଵሻФ,            b) Фܩߤ א Ş, െሺ∆ ൅ ሻФ݇ߣ ൌ  ,Фߤ

c) si ߤ ൑ ,݇|ߣ| ߣ ൏ Ͳ y vale a) entonces Ф ൌ Ͳ.  

DEMOSTRACIÓN. Basta demostrar la equivalencia para ߤ ് Ͳ. 

b)ฺa). Sea Ф א Şሺܦሻ. Si ሺ∆ ൅ ሻФ݇ߣ ൌ െߤФ, de i) Teorema 4 obtenemos Ф ൌ Фሻ. Por tanto, Фߤ௧ሺଵሻሺܩ ൌ  .௧ሺଵሻሺФሻܩߤ

a)ฺb). Sea Ф א ଶ y Фܮ ൌ Фሻ. De iii) T.4 sigue que Фߤ௧ሺଵሻሺܩ א ∆ഥሻ y también que ሺܦ଴ሺܥ ൅ ሻФ݇ߣ ൌ െߤФ  ሺܦᇱሺܦሻሻ . De la Proposición 1 sigue que Ф א Şሺܦሻ y que െሺ∆ ൅ λ݇ሻФ ൌ  .Ф  vale en sentido ordinario,                                QEDߤ

 

4.15. Aproximación del núcleo de Green ܩ௞ሺ݌, ;ݍ  .଴ܭ ሻ por la función de Kelvinߣ

Sea ܭ଴ la función de Kelvin: ܭ଴ሺݎሻ: ൌ ׬ ݁ି௥௧ሺݐଶ െ ͳሻିଵ/ଶ݀ݐஶଵ ݎ , ൐ Ͳ, que satisface  

ሻݎ଴ሺܭ   (1) ൌ െ log ݎ ൅ ሺͳ െ ሻሻݎ଴ሺܫ log ݎ ൅ ܲሺݎሻ,      con ܲሺݖሻ, ܫ଴ሺݖሻ enteras en ݖଶ, 
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       y verifica ܭ଴ሺݎሻ ൑ ݁ିೝమܭ଴ሺݎ/ʹሻ.  

Para ݐ ൐ Ͳ vale  Ͳ ൏ െܭ଴ᇱሺݐሻ ൑ ଵܥ ௘ష೟/మ௧  ଴ es una función de Bessel modificada. De (1) obtenemosܫ  .

ሻ|ݔ|଴ሺܭ       ൌ െ log |ݔ| ൅ ܳሺ|ݔ|ሻ, donde ܳሺݎሻ א ,ଵ൫ሾͲ,∞ሻ൯ܥ ܳሺ|ݔ|ሻ א   .ଵሺܴଶሻܥ

Entonces, la función en q para ݌ א  ,ܦ
ଵଶగ ݌|଴ሺ߯ܭ െ  ሻ, es tal que|ݍ

                    
ଵଶగ ݌|଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ ൅ ଵଶగ log|݌ െ |ݍ א  ,ഥሻܦሺܥ

y se sabe que en ܦᇱሺܴଶሻ vale, ([S]), 

(2)                 െ൫∆௤ െ ߯ଶ൯ ଵଶగ ݌|଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ ൌ  .௣ߜ

DEFINICIÓN 1. Para ߣ ൌ െ߯ଶ ൏ Ͳ,   ݓ ൐ Ͳ, definimos 

,݌௞௪ሺܪ                 ;ݍ ሻߣ ؔ െܩ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൅ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ  ሻ|ݍ

                                    ൌ െܨ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൅ ቄ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ െ ,݌ሺܩ  .ሻቅݍ

Escribiremos cuando no haya lugar a confusión ܪሺ݌, ;ݍ  ሻ, o simplemente H, en lugarߣ

de ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ ,݌ሺܪ ,ሻ. Por lo dichoߣ . ;   .ഥܦ ሻ es continua y acotada enߣ

De la definición de ܩ y de las fórmulas (1)-(2), se deduce la siguiente 

PROPOSICIÓN 1. ܪ௞௪ሺ݌, ;ݍ െ߯ଶሻ א ܦሺܥ ൈ ܦ ൈ ሺͲ ൏ ߯ ൏ ∞ሻ ൈ ሺͲ ൏ ݓ ൏ ∞ሻሻ. 

Tenemos entonces las siguientes relaciones  donde ࣦ ؠ ∆௤ ൅   ,ሻݍሺ݇ߣ

,݌௞ሺܩ           (3) ;ݍ ሻߣ ൌ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ െ ,݌௞௪ሺܪ ;ݍ ሻߣ ൌ ,݌ሺܩ ሻݍ ൅ ,݌௞ሺܨ ;ݍ   ሻߣ

(4)                ൞ ,݌௞௪ሺܪ ;ݍ ሻߣ ൌ ,ݍ௞௪ሺܪ ;݌ ,݌ሻ,      ሺߣ ሻݍ א ܦ ൈ ሻܪሺࣦܦ ൌ െߣሺݓଶ െ ݇ሺݍሻሻ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ݍᇱሺܦ ሻ   en|ݍ א ,݌௞௪ሺܪሻܦ ;෤ݍ ሻߣ ൌ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ,݌෤|ሻ,    ሺݍ ෤ሻݍ א ܦ ൈ ܦ߲  

Es solo necesario verificar la segunda igualdad que demostramos a continuación.  

TEOREMA 1. ࣦሺܪሻ ൌ ߯ଶሺݓଶ െ ݇ሺݍሻሻ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ  .ሻ|ݍ

DEMOSTRACIÓN. Como ൫∆௤ ൅ ሻ൯߶௡ݍሺ݇ߣ ൌ ሺߣ െ ,݌ሺܩሻ߶௡ y ∆௤ݍ௡ሻ݇ሺߣ ሻݍ ൌ െߜ௣, 

en ܦᇱሺݍ א  ሻ, resulta queܦ

         ൫∆௤ ൅ ,݌௞ሺܩሻ൯ሺെݍሺ݇ߣ ;ݍ ሻሻߣ ൌ െ൫∆௤ ൅ ,݌ሺܩ൯ሺ݇ߣ ሻݍ ൅ ,݌௞ሺܨ ;ݍ  ሻሻߣ

                                                         ൌ ௣ߜ െ ሻݍሺ݇ߣ ቂܩሺ݌, ሻݍ െ ∑ థ೙ሺ௣ሻథ೙ሺ௤ሻఒ೙ஶ௡ୀଵ ቃ ൌ   ௣ߜ

O sea, െࣦ൫ܩ௞ሺ݌, . ; ሻ൯ߣ ൌ ௞ܩሻ. Luego, ∆௤ܦᇱሺܦ    ௣ߜ ൌ െߜ௣ ൅ ݇ሺݍሻ߯ଶܩ௞.  

Por (2) vale también ∆௤ܩ௞ ൌ െߜ௣ ൅ ߯ଶݓଶ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ െ ∆௤ܪ.  
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De las dos últimas igualdades obtenemos en ܦᇱሺݍ א ሻ, ൫∆௤ܦ െ ߯ଶ݇൯ܪ ൌ ߯ଶݓଶ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ െ ݇ሺݍሻ߯ଶܩ௞ െ ߯ଶ݇ܪ; por tanto, 

       ࣦሺܪሻ ൌ ࣦ௤ሺܪሻ ൌ ߯ଶݓଶ ଵଶగ ݌|ݓ଴ሺ߯ܭ െ ሻ|ݍ െ ݇߯ଶሺܩ௞ ൅  .ሻ,               QEDܪ

Puesto que ݇ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ existe ߙ tal que ݇ א Лఈሺܦሻ y para cierta constante ܯ vale 

ሻ݌ሺܯ                        (5) ൌ  sup௤א஽ךሼ௣ሽ |௞ሺ௣ሻି௞ሺ௤ሻ||௣ି௤|ഀ ൑ ܯ ൏ ∞. 

Tenemos entonces la siguiente estimación de ࣦሺܪ௞௪ሻ y para ݓ ൌ ඥ݇ሺ݌ሻ, 

TEOREMA 2. ࣦሺܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሻ ൑  .଴߯ଶିఈܥ

DEMOSTRACIÓN. Por Teorema 1 tenemos, 

 ࣦ ൬ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻ൰ ൌ ߯ଶ൫݇ሺ݌ሻ െ ݇ሺݍሻ൯ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ  ൯|ݍ

                    ൌ ߯ଶିఈ ൫௞ሺ௣ሻି௞ሺ௤ሻ൯|௣ି௤|ഀ . ቄ ଵ௞ሺ௣ሻഀ/మ ൫߯ඥ݇ሺ݌ሻ|݌ െ ൯ఈ|ݍ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ  .൯ቅ|ݍ

Luego, si ݌, ݍ א ,ܦ ݌ ്  ,ݍ

,݌ሺݎ                   ;ݍ :ሻߣ ൌ ଵ௞ሺ௣ሻഀ/మ ൫߯ඥ݇ሺ݌ሻ|݌ െ ൯ఈ|ݍ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ  ,൯|ݍ

entonces 

           ฬࣦ ൬ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻ൰ฬ ൌ ߯ଶିఈ |௞ሺ௣ሻି௞ሺ௤ሻ||௣ି௤|ഀ . ,݌ሺݎ ;ݍ ሻߣ ൑ ߯ଶିఈܯሺ݌ሻ ݎሺ݌, ;ݍ ,ሻ es una función acotada en ሺͲݐ଴ሺܭఈݐ  .ሻߣ ∞ሻ que tiende a cero para ݐ ՜ Ͳ. Luego, 

(6)  Ͳ ൑ ,݌ሺݎ ;ݍ ሻߣ ൌ ଵ௞ሺ௣ሻഀ/మ ൫߯ඥ݇ሺ݌ሻ|݌ െ ൯ఈ|ݍ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ ൯|ݍ ൑ Ԣܥ ൏ ∞. 

En consecuencia, |ࣦሺܪሻ| ൑ ଶିఈ߯ܯᇱܥ ൌ   .଴߯ଶିఈ,                                        QEDܥ

 

4.16. Estimaciones de la función ࢝࢑ࡴሺ࢖, ;ࢗ െ࣑૛ሻ, ࢝ ൌ ඥ࢑ሺ࢖ሻ.  

NOTACIÓN. ܥ଴ y ߙ tendrán aquí el significado del párrafo anterior. 

Sean Ͳ ൏ ߚ ൏ ,ߙ ࢇ ൌ ሺ߯ሻࢇ ؔ ఉି߯ߛ , ߛ ൌ ஼బ௛ ୧୬୤ ሼ௞ሺ௣ሻ ׷ ௣א஽ሽ, ݄ un número positivo fijo. 

Sea  ݑሺݍሻ: ൌ ,݌௞௪ሺܪ ;ݍ ሻߣ ൅  ,fijo ݌ ሺ߯ሻ. Vale paraࢇ

    ࣦሺݑሻሺݍሻ ൌ ࣦሺܪ ൅ ሺ߯ሻሻࢇ ൌ ࣦሺܪሻ ൅ ሺ߯ሻࢇሻݍሺ݇ߣ ൌ ࣦሺܪሻ െ ߯ଶ݇ሺݍሻࢇሺ߯ሻ.  

Entonces, por Teorema 2 §4.15,  ࣦሺݑሻሺݍሻ ൑ ߯ଶିఈܥ଴ ቀͳ െ ఞഀషഁ௞ሺ௤ሻ௛ ୧୬୤ ௞ ቁ.  

Si ߯ es tal que ߯ఈିఉ ൒ ݄ tenemos ݂ሺݍሻ ؔ ࣦሺݑሻሺݍሻ ൑ Ͳ. 

Pero en ݍ෤ א ෤ ሻݍሺݑ  ,ܦ߲ ൌ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;෤ݍ ሻߣ ൅ ሺ߯ሻࢇ ൐ Ͳ.  
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Luego, o bien ݑ ൒ Ͳ, o por b) del Principio General de Máximo2 resulta min஽ഥ൫ܪ ൅ ሺ߯ሻ൯ࢇ ൌ minడ஽ሺܪ ൅ ሺ߯ሻሻࢇ ൏ Ͳ, absurdo.  

En consecuencia,    ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൒ െߛ/߯ఉ para todo ݍ א ,݌y por tanto para todo ሺ ܦ ሻݍ א ܦ ൈ  que es la segunda desigualdad del siguiente ,ܦ

TEOREMA 1. Sean ݈ሺ݌ሻ ؔ distሺ݌, ߛ ,ሻܦ߲ ൌ ஼బ௛ ୧୬୤ ௞, Ͳ ൏ ߚ ൏ ,݌ ,ߙ ݍ א  un ݄ ,ܦ

número positivo, ߯ ൒ ݄ భഀషഁ. Vale 

ఉି߯ߛ                 ൅ ଵଶగ ሻ൯݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ  ൒ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ  ;ݍ ሻߣ  ൒  െି߯ߛఉ. 

DEMOSTRACIÓN. Veamos la primera desigualdad. Si utilizamos ࢇሺ߯ሻ: ൌ െି߯ߛఉ 

obtendremos ∆௤ݑሺݍሻ ൅ ሻݍሺݑሻݍሺ݇ߣ ؠ ࣦሺݑሻሺݍሻ ൒ Ͳ.  

Queremos demostrar que se verifica 

ሻݍሺݑ                       (1) ൌ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;ݍ ሻߣ ൅ ሺ߯ሻࢇ ൑ ଵଶగ  .ሻ൯݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ

Si max஽ഥሺܪ ൅ ሺ߯ሻሻࢇ ൑ Ͳ vale (1). Si max஽ഥሺܪ ൅ ሺ߯ሻሻࢇ ൐ Ͳ, por a) del principio 

general de máximo, maxడ஽ሺܪ ൅ ሻࢇ ൌ max஽ഥሺܪ ൅   .ሻࢇ

Pero si ݍ෤ א ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ  ,ܦ߲ ;෤ݍ ሻߣ ൅ ሺ߯ሻࢇ ൑ ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሺ݌, ;෤ݍ ሻߣ ൌ 

                                           ൌ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ ෤|൯ݍ ൑ ଵଶగ   .ሻ൯݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ

Esta última cota resulta de la monotonía de ܭ଴. Por tanto vale (1). Luego, ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൑ ఉି߯ߛ ൅ ଵଶగ  .ሻ൯,                                    QED݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ

TEOREMA 2. Sean Ͳ ൏ ߚ ൏ ሺ൑ ߙ ͳሻ, ݌ א ,ܦ ݈ሺ݌ሻ ൌ distሺ݌,  ሻ. Entonces valenܦ߲

i)    ܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሺ݌, ;݌ െ߯ଶሻ א ,݌ሺሺܥ ߯ሻ א ܦ ൈ ሺͲ, ∞ሻሻ, 

y si ߯ ൒ ݄ భഀషഁ  ሺ൐ Ͳሻ,  

ii)    െ ஼బሺ௞ሻ௛ ୧୬୤ ௞ ߯ିఉ ൑ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌ െ߯ଶሻ ൑ ஼బሺ௞ሻ௛ ୧୬୤ ௞ ߯ିఉ ൅ ଵଶగ   .ሻ൯݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ

                                                 
2Principio General de Máximo, ([BP] §0.4.2). Sea ܦ una región, ܮଵሺܦሻ ד ܿሺݔሻ ൑ Ͳ y sea  ݑ א ݑ∆ ഥሻ tal queܦሺܥ ൅ ܿሺݔሻݑ ൌ ݂ሺݔሻ en ܦᇱሺܦሻ donde ݂ א  .ሻܦଵሺܮ

a) Si ݂ሺݔሻ ൒ Ͳ y ܯ ൌ max஽ഥ ሻݔሺݑ ൐ Ͳ entonces  ܯ ൌ ݉ ൌ maxడ஽  .ሻݔሺݑ

b) Si ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ y min஽ഥ ሻݔሺݑ ൏ Ͳ entonces minడ஽ ሻݔሺݑ ൌ min஽ഥ  .ሻݔሺݑ

c) Si ܿሺݔሻ ؠ Ͳ y ݂ሺݔሻ ൒ Ͳ entonces max஽ഥ ሻݔሺݑ ൌ maxడ஽  .ሻݔሺݑ

d) Si ܿሺݔሻ ؠ Ͳ y ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ entonces min஽ഥ ሻݔሺݑ ൌ minడ஽  .ሻݔሺݑ
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DEMOSTRACIÓN. i) sigue de la Proposición 1, §4.15. ii) es exactamente el Teorema 1 

con ݍ ൌ  .donde se muestra el rol de ݄ en el factor de ߯ିఉ,                        QED ݌

 

4.17. La función ࢑ࡲሺ࢖, ;࢖  ሻ. Para demostrar el teorema de H. Weyl en el problemaࣅ

clásico de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville con peso ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ, ܦ א ࡮ ת ॺ una región ñ-conexa, estudiaremos la función ܨሺ݌; ሻߣ ؔ ,݌௞ሺܨ ;݌   .ሻߣ

Valen,  ∑ ଵఒ೙మ ൏ ∞, ∑ ሺߣ௡ାଵ െ ௡ሻߣ ൌ ∞ଵழ௡ , (ver figura). Luego, para infinitos n: ଵఒ೙మ ൑ ௡ାଵߣ െ :ܳ ,௡. Definimosߣ ൌ ቄ݊: ଵఒ೙మ ൑ ௡ାଵߣ െ ݊ ௡ቅ y paraߣ א ܳ, ܴ௡: ൌ ఒ೙శభାఒ೙ଶ .  

Si ߣ א Г௡ ؔ ሼߣ: |ߣ| ൌ ܴ௡ሽ, vale  ߣ௡ାଵ ൑ ʹܴ௡ ൌ  Como .|ߣ|ʹ

 ͳ/ሺߣ௡ାଵ െ ௡ሻߣ ൑ ሺߣ௡ାଵሻଶ tenemos  max௛ ቚ ఒ೓ఒ೓ିఒቚ ൑ max௛ ቚ ఒ೓ఒ೓ିோ೙ቚ ൑  ൑ ఒ೙శభఒ೙శభିோ೙ ൌ ଶఒ೙శభఒ೙శభିఒ೙ ൑ ௡ାଵଷߣʹ ൑ ͳ6|ߣ|ଷ. 

Luego, si ߣ א Г௡  vale: Ͳ ൏ ቚ ଵሺఒ೘ିఒሻఒ೘ቚ ൑ ଵఒ೘మ max௛ ቚ ఒ೓ఒ೓ିఒቚ ൑ ͳ6 |ఒ|యఒ೘మ   

Recordemos que ܨ௞ሺ݌, ;ݍ ሻߣ ൌ ߣ ∑ ߶௝ሺ݌ሻ߶௝ሺݍሻ ሺߣ௝ሺߣ௝ െ ሻሻ⁄ஶ௝ୀଵߣ .  

Sea ݌ א ;݌ሺܨ ഥ. Puesto queܦ ሻߣ ൌ െ ∑ థೕమሺ௣ሻ൫ఒିఒೕ൯ஶ௝ୀଵ ఒఒೕ sigue 

;݌ሺܨ|          (1) |ሻߣ ൑ ͳ6|ߣ|ସ ∑ థೕమሺ௣ሻఒೕమ ൑ ସஶ௝ୀଵ|ߣ|"ܥ ߣ     , א ݊   ,௡߁ א ܳ ൌ ܳሺܦሻ. 

Por otra parte y para ݓ ൌ ඥ݇ሺ݌ሻ obtenemos del §4.15,  

;݌ሺܨ      ሻߣ ൌ ቄ ଵଶగ ݌|ሻ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ െ ൯|ݍ െ ,݌ሺܩ ሻቅ௤ୀ௣ݍ െ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌   ሻߣ

                  ൌ ൜െ ୪୭୥൫ఞඥ௞ሺ௣ሻ൯ଶగ ൅ ݀ ൅ ,݌ሺܪ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪሻൠ െ݌ ;݌  ,ሻߣ

donde ݀ ൌ ܲሺͲሻ/ʹߨ y ܪሺ݌, . ሻ es la función armónica asociada al núcleo de Green ܩ. 

De (1) y el Teorema 2 §4.16 obtenemos entonces el siguiente resultado,  

TEOREMA 1. Si Ͳ ൏ ߚ ൏ ,ߙ  ߯ఈିఉ ൒ ݄, entonces  

;݌ሺܨ      ሻߣ ൌ ∑ థೕమሺ௣ሻ൫ఒೕିఒ൯൫ఒೕ/ఒ൯ ൌ ቄቂെ ୪୭୥ ఞଶగ ൅ ݀ ൅ ,݌ሺܪ ሻቃ݌ െ ୪୭୥ ௞ሺ௣ሻସగ ቅ െ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌   ,ሻߣ

con                      ฬܪ௞ඥ௞ሺ௣ሻሺ݌, ;݌ ሻฬߣ ൑ ஼బ௛ ୧୬୤ ௞ ߯ିఉ ൅ ଵଶగ  .ሻ൯݌ሻ݈ሺ݌଴൫߯ඥ݇ሺܭ
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4.18. La función ࣘሺ࢖; ሻ࢙ ൌ ∑ ି࢐ࣅ ሻஶ૚࢖૛ሺ࢐࢙ࣘ . Definimos, para ݊ א ܳ, la curva ܥ௡ como 

en la figura del §4.17 y donde ܽ א ሺͲ, ఒభଶ ሻ. Sea ݏ un número complejo con Re ݏ ൐ 6. 

Estudiaremos para estos la función  

(1)        ߶ሺ݌; ሻݏ ؔ lim௡՜ஶ െ ଵଶగ௜ ׬ ;݌ሺܨ ሻߣ ௗఒఒೞ஼೙  

                          ൌ lim௡՜ஶ ିଵଶగ௜ ׬ ିଵఒೞ ∑ ఒథೕమሺ௣ሻఒೕ൫ఒିఒೕ൯ஶଵ ߣ݀ ൌ஼೙ lim௡՜ஶ ∑ థೕమሺ௣ሻఒೕೞఒೕஸோ೙ . 

Como |ܨሺ݌; |ሻߣ ൌ ܱሺͳሻ|ߣ|ସ, (cf. (1) §4.17), la integral sobre Г௡ en (1) es ݋ሺߣ௡ିଵሻ. 

Luego, si Re ݏ ൐ 6,  

(2)     െ ଵଶగ௜ ׬ ;݌ሺܨ ሻߣ ௗఒఒೞ஼೙ךГ೙ ՜ ∑ థೕమሺ௣ሻఒೕೞஶ௝ୀଵ ൌ lim௡՜ஶ ∑ థೕమሺ௣ሻఒೕೞఒೕஸோ೙ ,    ݊ ՜ ∞, ݊ א ܳ. 

Pero,   െ ׬ ;݌ሺܨ ሻߣ ௗఒఒೞ஼೙ךГ೙ ՜ ׬ ;݌ሺܨ ௜గሻ௔ஶି݁ݐ ௘ష೔ഏ൫௧௘ష೔ഏ൯ೞ ݐ݀ ൅ ׬ ;݌൫ܨ ܽ݁௜ఝ൯ ௔௘೔ക൫௔௘೔ക൯ೞ ݅݀߮ ൅గିగ  

                                               ൅ ׬ ;݌൫ܨ ௜గ൯ஶ௔݁ݐ ௘೔ഏ൫௧௘೔ഏ൯ೞ ݐ݀ ൌ  

   ൌ ׬ ;݌ሺܨ െݐሻିݐ௦൫݁௜௦గ െ ݁ି௜௦గ൯݀ݐ ൅ஶ௔ ׬ ;݌൫ܨ ܽ݁௜ఝ൯൫ܽ݁௜ఝ൯ଵି௦݅݀߮గିగ .  

Luego, como Re ݏ ൐ 6,   lim௡՜ஶ െ ଵଶగ௜ ׬ ;݌ሺܨ ሻߣ ௗఒఒೞ஼೙ךГ೙ ൌ  

                    ൌ ୱୣ୬ ௦గగ ׬ ;݌ሺܨ െݐሻିݐ௦ஶ௔ ݐ݀ ൅ ଵଶగ ׬ ;݌൫ܨ ܽ݁௜ఝ൯గିగ ሺܽ݁௜ఝሻଵି௦݀߮. 

El último término define una función ܼ଴, 

;݌଴ሺܼߨʹ      (3) ሻݏ ൌ ׬ ;݌ሺܨ ܽ݁௜ఝሻିగழఝழగ ݁ሺଵି௦ሻL୭୥ሺ௔௘೔കሻ݀߮ ൌ    

 ൌ ׬ ݁ሺଶି௦ሻL୭୥ሺ௔௘೔കሻ ∑ థ೙మ ሺ௣ሻఒ೙ሺఒ೙ି௔௘೔കሻ ݀߮ ൌ ∑ థ೙మ ሺ௣ሻఒ೙మஶ௡ୀଵିగழఝழగ ׬ ఒ೙௘ሺమషೞሻL౥ౝሺೌ೐೔കሻఒ೙ି௔௘೔ക ݀߮ିగழఝழగ   

La última integral, si ݏ varía en un compacto ܭ, es en módulo uniformemente acotada 

en ݊ y ݏ puesto que 

              ቚ׬ గழఝழగିڮ ቚ ൑ ߨʹ ఒ೙ఒ೙ି௔ ܽଶିୖୣሺ௦ሻ݁గ|୍୫ሺ௦ሻ| ൑ ሺ4ܽߨଶሻܽିୖୣሺ௦ሻ݁గ|୍୫ሺ௦ሻ|.  
Por (v) Teorema 1 §4.4 tenemos, 

(4)       |ܼ଴ሺ݌; |ሻݏ ൑ ቀʹܽଶ ∑ థ೙మ ሺ௣ሻఒ೙మ ቁ ܽିୖୣሺ௦ሻ݁గ|୍୫ሺ௦ሻ| ൑ ሺʹܽଶܥଶሻܽିୖୣሺ௦ሻ݁గ|୍୫ሺ௦ሻ|. 
Luego, si ݏ א ;݌entonces |ܼ଴ሺ ܭ |ሻݏ ൑   .ሻܽିୖୣሺ௦ሻܭሺܥ
Además la última serie en (3) converge uniformemente en ݌ א ݏ ഥ yܦ א  cf. (4)) ܭ

§4.14). Por tanto ܼ଴ሺ݌; ,݌ሻ es una función continua en  ሺݏ ሻݏ א ഥܦ ൈ ۱ y analítica entera 

en ݏ para cada ݌ א ;݌ሺܨ ഥ. Entonces, paraܦ ሻߣ ൌ ,݌௞ሺܨ ;݌   ሻ vale elߣ
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TEOREMA 1. Si Re ݏ ൐ 6 entonces  

(5)             ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ lim௡՜ஶ െ ଵଶగ௜ ׬ ிሺ௣;ఒሻఒೞ஼೙   ߣ݀

                              ൌ ∑ థೕమఒೕೞ ൌ ୱୣ୬ ௦గగ ׬ ;݌ሺܨ െݐሻିݐ௦݀ݐ ൅ ܼ଴ሺ݌; ሻஶ௔ஶ௝ୀଵݏ , 

donde  ܼ଴ሺ݌; ሻݏ א ഥܦሺܥ ൈ ۱ሻ es analítica entera en s para cada ݌ א  .ഥܦ

TEOREMA 2. Para cada ݌ א ;݌y con ܼሺ ܦ ݏ ሻ holomorfa en Reݏ ൐ ͳ, vale  

(6)                             ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ଵସగሺ௦ିଵሻ ൅ ܼሺ݌;   .ሻݏ

DEMOSTRACIÓN. La serie en (5) es igual a ∑ థ೙మ ሺ௣ሻఒ೙మஶଵ ൣ݁ିሺ௦ିଶሻL୭୥ ఒ೙൧. Esta es una 

función holomorfa en Re ݏ ൐ ʹ pues el corchete es holomorfo y uniformemente acotado 

en ݊ y ݏ si Re ݏ ൒ ʹ ൅ ߝ ൐ ʹ. Por otra parte se tiene por Teor. 1 §4.17,   

;݌ሺܨ         (7) ሻߣ ൌ ቂെ ୪୭୥ ఞଶగ ൅ ݀ ൅ ,݌ሺܪ ሻ݌ െ ୪୭୥ ௞ሺ௣ሻସగ ቃ െ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌  ,ሻߣ

y si se elige ݄ ൏ ܽഀషഁమ  entonces dicho teorema se aplica con ݐ ൌ ߯ଶ ൒ ܽ.  

Luego, para Re ݏ ൐ ʹ,  

׬       (8) ;݌ሺܨ െݐሻିݐ௦݀ݐ ൌஶ௔  

                      ൌ ቂെ ׬ ୪୭୥√௧ଶగ௧ೞ ݐ݀ ൅ ቀ݀ ൅ ,݌ሺܪ ሻ݌ െ ୪୭୥ ௞ሺ௣ሻସగ ቁ ׬ ௗ௧௧ೞஶ௔ஶ௔ ቃ െ ׬ ுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻ௧ೞஶ௔   ݐ݀

                      ൌ ;݌ሺܮ ሻݏ െ ׬ ுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻ௧ೞஶ௔  .ݐ݀

El corchete ܮሺ݌;  :ሻ, luego de las integraciones, se reduce aݏ

;݌ሺܮ   (9) ሻݏ ൌ ቀ ୪୭୥√௔ଶగሺଵି௦ሻ െ ଵସగሺଵି௦ሻమ െ ௗାுሺ௣,௣ሻଵି௦ ൅ ୪୭୥ ௞ሺ௣ሻସగሺଵି௦ሻቁ ܽଵି௦.  

En el §4.19 se demuestra que la función 

;݌ଵሺߠ                                    (10) ሻݏ ؔ ׬ ுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻ௧ೞ ஶ௔ݐ݀ , 

es, para cada ݌ א ݏ una función holomorfa en Re ,ܦ ൐ ͳ.  

Entonces esto mismo vale para ߶ሺ݌;  :ሻ. Del Teorema 1 obtenemosݏ

(11)     ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ୱୣ୬ ௦గగ ;݌ሺܮ ሻݏ ൅ ቀെ ୱୣ୬ ௦గగ ;݌ଵሺߠ ሻݏ ൅ ܼ଴ሺ݌;  .ሻቁݏ

Luego, 

(12)                 ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ்௦ିଵ ൅ ܼሺ݌;  ,ሻݏ

donde T es el residuo en ݏ ൌ ͳ de la función meromorfa 
ୱୣ୬ሺ௦గሻగ ;݌ሺܮ ,ሻݏ ݏ א ۱, que tiene 

un único polo en ۱. Este residuo vale,  
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                ܶ ൌ lim௦՜ଵ  ሺݏ െ ͳሻ ୱୣ୬ ௦గగ ;݌ሺܮ ሻݏ ൌ lim௦՜ଵ െ ୱୣ୬ ௦గସగమሺ௦ିଵሻ ܽଵି௦ ൌ ଵସగ . 

Luego, 

(13)       ܼሺ݌; ሻݏ ؔ ቄୱୣ୬ሺ௦గሻగ ;݌ሺܮ ሻݏ െ ଵସగሺ௦ିଵሻቅ ൅ ቀെ ୱୣ୬ గ௦గ ;݌ଵሺߠ ሻݏ ൅ ܼ଴ሺ݌;   ,ሻቁݏ

es para cada ݌ א ݏ holomorfa en Re ,ܦ ൐ ͳ.  

Por tanto tenemos ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ଵସగሺ௦ିଵሻ ൅ ܼሺ݌;  .ሻ,                                    QEDݏ

4.19. Integración de las funciones ࡴሺ࢖, ,࢖ሻሺ࢖ሺ࢑ඥ࢑ࡴ y ࢙ି࢚ሻ࢖ ;࢖ െ࢚ሻ࢙ି࢚. El objetivo es 

integrar estas funciones sobre ܦ ൈ ሺܽ, ∞ሻ respecto de la medida ݇ሺ݌ሻ݀݌ ൈ  .ݐ݀

TEOREMA 1. Sea  ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y ܦ א ࡮ ת ॺ una región ñ-conexa.  

Entonces, 

a) ܪሺ݌, ሻ݌ א ;ܦଵሺܮ ݇ሻ, 

b) ߠ଴ሺ݌; :ሻݏ ൌ ׬ ,݌ሺܪ ஶ௔ݐ௦݀ିݐሻ݌  es tal que ሺsen ߨݏሻ ׬ ;݌଴ሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ  es entera. 

DEMOSTRACIÓN. a) se probó en el §4.12, Teor. 2. 

b) Tenemos para Re ݏ ൐ ͳ, ׬ ,݌ሺܪ ௦ஶ௔ିݐሻ݌ ݐ݀ ൌ ,݌ሺܪ ሻ݌ ௔భషೞ௦ିଵ . Integrando esta última 

expresión sobre D obtenemos una función holomorfa en Re ݏ ൐ ͳ. Luego, ܽଵି௦ ୱୣ୬ ௦గ௦ିଵ ׬ ,݌ሺܪ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺ݌  se prolonga a una función entera,                   QED. 

TEOREMA 2. Sean  ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y ܦ א ࡮ ת ॺ una región ñ-conexa.  

Entonces3 ݇ א ሻܦାሺ݌݅ܮ ת Лఈሺܦሻ y valen 

i) ߱ ൌ ׬ ஽݌݀ ׬ ฬுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻฬ௧∞௔ ݐ݀ ൏ ∞, 

ii) ߠଵሺ݌; :ሻݖ ൌ ׬ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌ െݐሻିݐ௭݀ݐ∞௔  y ׬ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݖ  definen funciones 

holomorfas en Re ݖ ൐ ͳ. 

iii) ׬ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݖ  puede extenderse como una función continua a Re ݖ ൒ ͳ. 

DEMOSTRACIÓN. i) Por hipótesis  ܫ ൌ ׬ |ሻݐሺܣ| ଵା|L୭୥ሺ௧ሻ|௧ ெ଴ݐ݀ ൏ ܯ ,∞ ൌ diam ܦ. 

Tenemos, por Teorema 2 §4.16 y con Ͳ ൏ ߚ ൏ ׬  ,ߙ ஽݌݀ ׬ |ுሺ௣,௣;ି௧ሻ|௧∞௔ ݐ݀ ൑ ׬ ݌݀ ׬ ஼బሺ௞ሻ௛ ୧୬୤ ௞ஶ௔஽ ௗ௧௧భశഁ/మ ൅ ଵଶగ ׬ ݌݀ ׬ ሻ൯∞௔஽݌ሻ݈ሺ݌ሺ݇ݐ଴൫ඥܭ ௗ௧௧ ൌ ൌ ஼బሺ௞ሻ|஽|௛ ୧୬୤ ௞ ଵ
మഁ௔ మഁ ൅ ଵଶగ ׬ ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧∞௔ ׬ ቀെܭ଴ᇱ൫ඥ݇ݐሺ݌ሻݑ൯ቁ∞௟ሺ௣ሻ ඥ݇ݐሺ݌ሻ݀ݑ ൌ ۯ ൅ ۰. 

 ଴ enunciadas en el §4.15 se deduce queܭ es finito y de las propiedades de ۯ

                                                 
3 Por el Teor. 5 de la Introducción existe ߙ א ሺͲ, ͳሿ tal que ݇ א Лఈሺܦሻ.  
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         ۰ ൑ ׬ ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧∞௔ ׬ ஼భ௨∞௟ሺ௣ሻ ݁ିೠమ√௧ ୧୬୤ ௞݀ݑ ൌ ׬ ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧∞௔ ׬ ஼భ௨∞଴ ݁ିೠమ√௧ ୧୬୤ ௞ܫሼ௟ሺ௣ሻழ௨ሽ݀ݑ. 

Cambiando el orden de integración y usando la hipótesis sobre D, resulta, 

        ۰ ൌ ׬ ௗ௧௧∞௔ ׬ ஼భ௨∞଴ ݁ି ೠ √೟ ౟౤౜ ೖమ ݑ݀|ሻݑሺܣ|  ൌ ଵܥ  ׬ |஺ሺ௨ሻ|௨ ݑ݀ ׬ ݁ି ೠ √೟ ౟౤౜ ೖమ ௗ௧௧ஶ௔ஶ଴   
Pero ׬ ݁ି ೠ √೟ ౟౤౜ ೖమ ௗ௧௧ஶ௔ ൌ ׬ ݁ି  √ೞ ౟౤౜ ೖమ ௗ௦௦ஶ௔௨మ ൑ ׬ ݁ି  √ೞ ౟౤౜ ೖమ ௗ௦௦ ൑ஶ୧୬୤ሼଵ,௔௨మሽ  ൑ ׬ ௗ௦௦ଵ୧୬୤ሼଵ,௔௨మሽ ൅ ׬ ݁ି  √ೞ ౟౤౜ ೖమ ݏ݀ ൌ Logାሺ ଵ௔௨మሻஶଵ ൅ ܥ ൑ ʹ|Log |ݑ ൅ ଶ  . Luego ۰ܥ ൑ ଵܥ ׬ |஺ሺ௨ሻ|௨ ሺʹ|Log |ݑ ൅ ݑଶሻ݀ܥ ൏ ∞ஶ଴  . 
ii) Una aplicación del Lema 1 §0.2 [BP], o bien, por ejemplo, de la Proposición 1 §4.15 

y de [Cp] §5.5 obtenemos que ߠଵሺ݌; ׬ ሻ yݖ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݖ  son holomorfas en Re ݖ ൐ ͳ. 

iii) Si ∞ ൐ ܶ ൒ ݐ ൒ ܽ ൐ Ͳ entonces ቚ ଵ௧R౛ ೥ ష భ െ ͳቚ ൏ ݖ si |Re ߝ െ ͳ| ൑ Por tanto, para ܶ bastante grande ሺ՛ .ߜ ∞ሻ tenemos ቤ׬ ஽݌݀ ׬ ுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻ௧೥∞௔ ݐ݀ െ ׬ ஽݌݀ ׬ ுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻ௧భశ೔ Iౣ ೥∞௔ ቤ ൑  

     ൑ ׬ ஽݌݀ ׬ ฬுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻฬ௧భ ቚ ଵ௧R౛೥షభ െ ͳቚ∞௔   ݐ݀

     ൑ ߝ ׬ ஽݌݀ ׬ ฬுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻฬ௧௔் ݐ݀ ൅ ʹ ׬ ஽݌݀ ׬ ฬுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻฬ௧∞் ݐ݀ ൑ ߱ߝ ൅  .ሺͳሻ,    QED݋

 

TEOREMA A. Sean  ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y ܦ א ࡮ ת ܵఌ una región ñ-conexa. Entonces  ݇ א ሻܦାሺ݌݅ܮ ת Лఈሺܦሻ para 

cierto ߙ. Si  Ͳ ൏ ߜ ൏ ୧୬୤ ሼఈ,ఌሽଶ  y ߠଵሺ݌; ሻݏ ൌ ׬ ,݌௞ඥ௞ሺ௣ሻሺܪ ;݌ െݐሻିݐ௦݀ݐஶ௔  valen 

i) ׬ ஽݌݀ ׬ ฬுೖඥೖሺ೛ሻሺ௣,௣;ି௧ሻฬ௧భషഃஶ௔ ݐ݀ ൏ ∞, 

ii) ߠଵሺ݌; ׬ ሻ yݏ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ  definen funciones holomorfas en Re ݏ ൐ ͳ െ  .ߜ
DEMOSTRACIÓN. i) se demuestra como i) del Teorema anterior. Por hipótesis  |ܣሺݑሻ| ൑ tal que Ͳ ߜ ఌ. Usandoݑܤ ൏ ߜʹ ൏ ߚ ൏ ׬ tenemos ߙ ஽݌݀ ׬ |ுሺ௣,௣;ି௧ሻ|௧భషഃஶ௔ ݐ݀ ൑ ׬ ݌݀ ׬ ఘெ௧భషഃశഁ/మஶ௔஽ ݐ݀ ൅ ଵଶగ ׬ ݌݀ ׬ ሻ൯ஶ௔஽݌ሻ݈ሺ݌ሺ݇ݐ଴൫ඥܭ ௗ௧௧భషഃ ൌ ൌ ܱሺͳሻ ൅ ଵଶగ ׬ ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧భషഃஶ௔ ׬ ቀെܭ଴ᇱ൫ඥ݇ݐሺ݌ሻݑ൯ቁஶ௟ሺ௣ሻ ඥ݇ݐሺ݌ሻ݀ݑ. 

La triple integral no supera a 

׬          ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧భషഃஶ௔ ׬ ஼బ௨ஶ௟ሺ௣ሻ ݁ିೠమ√௧ ୧୬୤ ௞݀ݑ ൌ ׬ ஽݌݀ ׬ ௗ௧௧భషഃஶ௔ ׬ ஼బ௨ஶ଴ ݁ିೠమ√௧ ୧୬୤ ௞ܫሼ௟ሺ௣ሻழ௨ሽ݀ݑ. 

Cambiando el orden de integración y usando la hipótesis sobre D, resulta, 

׬           ௗ௧௧భషഃஶ௔ ׬ ஼బ௨ஶ଴ ݁ି ೠ √೟ ౟౤౜ ೖమ ݑ݀|ሻݑሺܣ|  ൑ ଴ܥܤ ׬ ௗ௧௧భషഃஶ௔ ׬ ଵ௨భషഄஶ଴ ݁ି ೠ √೟ ౟౤౜ ೖమ   .ݑ݀

Sea ݒ ൌ ௨ √௧ ୧୬୤ ௞ଶ . La última integral doble es, salvo factor constante, menor o igual a  

׬                      ௗ௧௧భషഃ ׬ ௘షೡ௩భషഄ௧ഄ/మஶ଴ ஶ௔ݒ݀ ൌ ܱሺͳሻ ׬ ௗ௧௧భషഃశഄ/మஶ௔ ൏ ∞.  

ii) De i) sigue, como antes, que ׬ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ  es holomorfa en Re ݏ ൐ ͳ െ ;݌ଵሺߠ lo mismo que ,ߜ  .ሻ,    QEDݏ
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4.20. La serie de Dirichlet ∑ ୀ૚࢔ஶ࢙ି࢔ࣅ ൌ ׬ ࣘሺ࢖; ࡰ࢖ࢊሻ࢖ሺ࢑ሻ࢙ . Dado que ∑ ௡ିଶஶଵߣ ൏ ∞ la 

serie  ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ  converge si Re ݏ ൒ ʹ.  

Vimos que para Re ݏ ൐ 6 vale, (cf. Teor. 1 §4.18),  

(1)        ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ୱୣ୬ గ௦గ ׬ ;݌ሺܨ െݐሻିݐ௦݀ݐ ൅ ܼ଴ሺ݌; ሻஶ௔ݏ ൌ por (8) y (9) §4.18) ൌ 

                          ൌ ൤െ ୪୭୥ ඥ௞ሺ௣ሻ௔ଶగ ൅ ݀ െ ଵସగሺ௦ିଵሻ൨ ܽଵି௦ ୱୣ୬ గ௦గሺ௦ିଵሻ ൅  

                              ൅ ୱୣ୬ గ௦గ ׬ ሺܪሺ݌, ሻ݌ െ ,݌ሺܪ ;݌ െݐሻሻ ௗ௧௧ೞ ൅ ܼ଴ሺ݌; ሻஶ௔ݏ ,  

donde ݀ es una constante. Como 

 
ୱୣ୬ ௦గగሺ௦ିଵሻ ൌ െͳ ൅ ሺݏ െ ͳሻሾڮ ሿ y ܽଵି௦ ୱୣ୬ ௦గగሺ௦ିଵሻ ൌ െͳ ൅ ܿଵሺݏ െ ͳሻ ൅ ሺݏ െ ͳሻଶ. entera, 

obtenemos  

(2)                                      ߶ሺ݌; ሻݏ ൌ ∑ థ೙మ ሺ௣ሻఒ೙ೞ ൌஶ௡ୀଵ   ൌ ଵସగሺ௦ିଵሻ ൅ ൣ൫Log ݇ሺ݌ሻ൯ܼସሺݏሻ ൅ ܼଷሺݏሻ ൅ ܼ଴ሺ݌; ሻ൧ݏ ൅ ୱୣ୬ గ௦గ ሺߠ଴ሺ݌; ሻݏ െ ;݌ଵሺߠ   ,ሻሻݏ

donde ܼଷሺݏሻ y ܼସሺݏሻ son analíticas enteras, ܼ଴ሺ݌; ݌ ሻ es entera para cadaݏ א  ഥ por elܦ

Teorema 1 §4.18 y ߠ଴ െ   .ଵ representa a la última integral, (cf. Teoremas 1 y 2 §4.19)ߠ

Integrando  respecto de ݇ሺ݌ሻ݀݌ obtenemos,  

(3)                  ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ ൌ ׬ ߶ሺ݌; ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ ൌ஽  

 ൌ ׬ ௞ௗ௣ସగሺ௦ିଵሻ ൅ ቂ׬ ሺܼସሺݏሻ݈݃݋ ݇஽ ൅ ܼଷሺݏሻ ൅ ܼ଴ሺ݌; ሻݏ ൅ ୱୣ୬ ௦గగ ቃ݌଴ሻ݇݀ߠ ൅ ିୱୣ୬ ௦గగ ׬ ଵ஽ߠ  ݌݀݇

 ൌ ׬ ௞ௗ௣ସగሺ௦ିଵሻ െ ୱୣ୬ ௦గగ ׬ ;݌ଵሺߠ ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ ൅ ቂentera en ݏ ൅ ׬ ܼ଴ሺ݌; ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ ቃ ൌ 

ൌ ׬ ௞ௗ௣ସగሺ௦ିଵሻ െ ୱୣ୬ ௦గగ ׬ ;݌ଵሺߠ ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ ൅  entera en ݏ ൅ ଵଶగ ∑ ଵఒ೙మ ׬ ఒ೙௘ሺమషೞሻ L౥ౝቀೌ೐೔ೡቁఒ೙ି௔௘೔ೡሺିగ,గሻ ൌ   ݒ݀ ׬ ௞ௗ௣ସగሺ௦ିଵሻ െ ୱୣ୬ ௦గగ ׬ ;݌ଵሺߠ ஽݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ ൅ analítica entera en ݏ ൌ  

 ൌ ׬ ௞ௗ௣ವସగሺ௦ିଵሻ ൅ ݃ሺݏሻ.  

g(s) es holomorfa en Re ݏ ൐ 6 y, por el Teorema 2 §4.19, prolongable 

holomórficamente a Re ݏ ൐ ͳ y continuamente a Re ݏ ൒ ͳ. 

Sea ߪ௖ la abscisa de convergencia de ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ . Recordemos que ܦ es regular, pertenece 

a Лఈ para cierto ߙ א ሺͲ, ͳሿ y tiene la propiedad ॺ. Hemos probado entonces i) del  

TEOREMA 1. i) ݃ሺݏሻ: ൌ ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ െ ׬ ௞ௗ௣ವସగሺ௦ିଵሻ en Re ݏ ൐ 6 es una función holomorfa 

prolongable como tal a Re ݏ ൐ ͳ. Es también prolongable continuamente a Re ݏ ൒ ͳ. 
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ii) ߪ௖ ൌ ͳ. O sea, para Re ݏ ൐ ͳ vale  ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ ൌ భరഏ ׬ ௞ௗ௣ವ௦ିଵ ൅ ݃ሺݏሻ.  

DEMOSTRACIÓN. ii). Sabemos que ߪ௖ ൑ ʹ. Un teorema de Landau sobre series de 

Dirichlet con coeficientes positivos afirma que en la abscisa de convergencia de la serie 

la función definida por ella no es holomorfa. Luego, ߪ௖ ൌ ͳ,                      QED. 

 

La abscisa de convergencia ߪ௖ del teorema precedente depende exclusivamente del comportamiento de ߠଵሺ݌;  ሻ, yݏ
este a su vez mejora con la mayor regularidad del borde de ܦ. En efecto, usando el Teorema A del §4.19 se obtiene, 

TEOREMA B. Sean  ݇ሺݔሻ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ y ܦ א ࡮ ת ܵఌ una región ñ-conexa. Entonces, ݃ሺݏሻ ൌ ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ െ ׬ ௞ௗ௣ವସగሺ௦ିଵሻ 
en Re ݏ ൐ 6, es una función holomorfa allí prolongable holomórficamente a Re ݏ ൐ ͳ െ inf ቀఈଶ , ఌଶቁ . 
 
Las familias ܵఌ crecen de la siguiente manera: ଵܵ ؿ ڮ ؿ ܵఌାఌᇱ ؿ ڮ ؿ ܵఌ ؿ ڮ ؿ ॺ, pero los semiplanos calculados 
de holomorfía de ݃, para ߙ fijo, decrecen como 

                 ቄRe ݖ ൐ ଵଶቅ ـ ቄRe ݖ ൐ ͳ െ inf ቀఈଶ , ଵଶቁቅ ـ ڮ ـ ቄRe ݖ ൐ ͳ െ ݂݅݊ ቀఈଶ , ఌଶቁቅ ـ ڮ ـ ሼRe ݖ ൐ ͳሽ. 

Las ݃ correspondientes son todas continuas en ሼRe ݖ ൒ ͳሽ. El caso ߙ ൌ ߝ ൌ ͳ se presenta en regiones de Jordan con 

contorno rectificable y ݇ ؠ ͳ. Además su semiplano ቄRe ݖ ൐ ଵଶቅ es óptimo, (Teorema 1 §4.5). 

 

4.21. El Teorema de Weyl-Carleman cuando ࡰ א ࡮ ת ॺ. Sean ݇ሺݔሻ א ,ܦା൫݌݅ܮ ሶܵ൯ y 

D ñ-conexa. Definamos: ܰሺݔሻ ൌ Ͳ si ݔ ൏ ሻݔଵ, ܰሺߣ ൌ ݊ si ߣ௡ ൑ ݔ ൏  ௡ାଵ. Entonces, laߣ

serie ∑ ௡ି௦ஶ௡ୀଵߣ  puede escribirse como ׬ ଵ௫ೞ ݀ܰሺݔሻஶ௔ , (aun si ߣ௝ es múltiple). Aplicando el 

teorema tauberiano de Ikehara (cf. [C], [I], [BP] § 0.6) se obtiene 
ேሺ௫ሻ௫ ௫՜ஶሱۛ ሮ ׬ ௞ሺ௣ሻௗ௣ವ ସగ .  

En particular, 
ேሺఒ೙ሻఒ೙ ൌ ௡ఒ೙ ௡՜ஶሱۛ ሮۛ ׬ ௞ௗ௣ವସగ . O sea, vale el Teorema 3 del §4.13: los autovalores 

del problema de Dirichlet para el operador de Sturm-Liouville ሺ– ଵ௞ሺ௫ሻሻ∆௫ verifican ߣ௡ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽   .݊ߨ4~

El Teorema de Weyl-Carleman cuando ࡰ א  .࡮

a) Sea ܦ א ௡ሽሻܦñሺሼࢃ ת ሻݔሺ݇ ,࡮ א ,ܦାሺ݌݅ܮ ሶܵሻ. Supongamos la familia aproximante ሼܦ௡ሽ ሺؿ ࣨሻ  tal que ሼܦ௡ሽ ؿ ॺ. Si ܫ ݊׊ሺܦ௡ሻ ൑ ߡ ൏ ∞ entonces ܦ א ॺ y vale el Teorema 

de Weyl-Carleman.  

b) Veamos qué puede decirse en caso contrario. 

TEOREMA 1. Sean  ݇ሺݔሻ א ,ܦା൫݌݅ܮ ሶܵ൯ y ܦ א  .una región ñ-conexa ࡮

ܦ (1 א घ.  

2) Si |߲ܦ| ൌ Ͳ entonces los autovalores del problema de Dirichlet para el operador de 

Sturm-Liouville ሺ– ଵ௞ሺ௫ሻሻ∆௫ verifican ߣ௡ ׬ ݇ሺ݌ሻ݀݌஽   .݊ߨ4~
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DEMOSTRACIÓN. Vale ܦ א  ௠ሽ una familia de regiones ñ-conexasܦ௠ሽሻ con ሼܦñሺሼࢃ

poligonales, por ejemplo obtenidas a partir de un refinamiento de cuadrículas. Las 

regiones ܦ௠ tienen la propiedad ଵܵ. (Si sup long ௠ܦ߲ ൏ ∞ estamos en el caso a)). 

Pero en este caso, por el Lema 1 del §4.11, resulta ܦ א घ. Por otra parte, existe una 

familia semejante ൛ܦሶ ௠ൟ tal que ܦሶ ௠ ՝  ,ഥ. Podemos ahora, recurriendo al Teorema 1 §4.9ܦ

repetir los argumentos del Teorema 8 §4.1 para obtener,  

                                       lımതതതത ௡ఒ೙ െ lim ௡ఒ೙ ൑ ଵସగ ׬ ሶ݇ ሺݔሻ݀ݔడ஽ ,                                QED. 
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APÉNDICE Parte III. 

TEOREMA 1. Sea ܦ una región de Jordan ñ-conexa.  

La función de Green para ܦ es ܩሺݔ; ሻߦ ൌ ;ݔሺݏ ሻߦ െ ;ݔሺܪ ሻߦ ൌ ଵଶగ log ଵ|௫ିక| െ ;ݔሺܪ  .ሻߦ

Para ሺݔ, ሻߦ א ܦ ൈ ܯ ,ܦ ൌ diam ܦ y ݈ሺݔሻ ൌ distሺݔ,  ሻ valeܦ߲

׭                   ห׏కܪหଶ݀ߦ ൌ஽ ׭ ൜ቀ డுడకభቁଶ ൅ ቀ డுడకమቁଶൠ஽ ଶߦ݀ ଵߦ݀ ൑ log ଶெ|௟ሺ௫ሻ| ൏ ∞ .  
DEMOSTRACIÓN. Para ݔ א ߦ fijo, y ,ܦ א  definimos ,ܦ

;ݔሺݏ̃        ሻߦ ؔ ۔ۖەۖ
ۓ ଵଶగ log ଵ௟ሺ௫ሻ/ଶ              si |ݔ െ |ߦ ൏ ݈ሺݔሻ/ʹ

ଵଶగ log ଵ|௫ିక|              si |ݔ െ |ߦ ൒ ݈ሺݔሻ/ʹ  . 

Sea ߑሺݔሻ ൌ ሼߦ: ݔ| െ |ߦ ൌ ݈ሺݔሻ/ʹሽ. El conjunto ߑ es de medida plana cero.  

Sea ܤ ൌ ሼߦ: |ሺݔ െ |ߦ ൏ ݈ሺݔሻ/ʹሽ. La función ̃ݏሺݔ; ߦ ሻ es armónica enߦ א ܴଶ ך  Vale .ߑ

para ߦ א ܦ ך  ,ߑ

(1)           ʹdivక ቀ൫ܪሺݔ; ሻߦ െ ;ݔሺݏ̃ ;ݔሺܪక׏ሻ൯ߦ ሻቁߦ ൌ 

                       ൌ ห׏కܪሺݔ; ሻหଶߦ െ ห׏క ;ݔሺݏ̃ ሻหଶߦ ൅ ห׏కܪሺݔ; ሻߦ െ క׏ ;ݔሺݏ̃ ሻหଶߦ ൒ 

                       ൒ ห׏కܪሺݔ; ሻหଶߦ െ ห׏క ;ݔሺݏ̃ ሻหଶߦ
. 

La función ܪሺݔ; ሻߦ െ ;ݔሺݏ̃ ߦ ሻ es continua enߦ א ߦ ഥ y nula enܦ א  Utilizando el .ܬ

teorema clásico de Gauss, si es posible, vemos que la divక en la expresión (1) tiene 

integral igual a 0. Por tanto obtenemos, 

                Ͳ ൒ ׭ ห׏కܪሺݔ; ሻหଶ஽ߦ ߦ݀ െ ׭ ห׏క ;ݔሺݏ̃ ஽ߦሻหଶ݀ߦ .  

De aquí sigue (un caso particular del Principio de Dirichlet) 

׭               (2) ห׏కܪሺݔ; ሻหଶ஽ߦ ߦ݀ ൑ ׭ ;ݔሺݏ̃׏| ஽ߦሻ|ଶ݀ߦ . 

Como 

׭                ;ݔሺݏ̃׏| ߦሻ|ଶ݀ߦ ൌ ׬ ቀଵ௥ቁଶ ெ೗ሺೣሻమݎ݀ݎ ൌ  log ቀ ଶெ௟ሺ௫ሻቁ ൏ ∞஽ ,  

sigue la cota, 

׭                   (3) ห׏కܪሺݔ; ሻหଶ஽ߦ ߦ݀ ൑  log ቀ ଶெ௟ሺ௫ሻቁ ൏ ∞. 

Para justificar la aplicación del teorema de Gauss, sea ሼܦ௡ሽ una familia de regiones de 

Jordan ñ-conexas formadas por cuadrados de refinamientos de un reticulado formado 

por paralelas a los ejes tal que ܦ ـ ௡ܦ ,ഥ௡ܦ ՛ ௡ܯ ,ഥܦ ൌ diam ܦ௡ ൑  Podemos suponer .ܯ

que ܤത ؿ  .݊ ௡ para todoܦ
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Por el principio de reflexión la función en ܪ ,ߦ௡ሺݔ; ሻߦ െ ;ݔሺݏ̃  ሻ, puede extenderseߦ

armónicamente fuera de ܦ௡, al menos para todo punto que no sea un vértice de ߲ܦ௡. 

Como ̃ݏሺݔ; ߦ ሻ es armónica enߦ א ܴଶ ך ;ݔ௡ሺܪ también ,ߑ  ,ሻ puede, en la misma formaߦ

extenderse armónicamente fuera de ܦ௡. Ahora es legítimo aplicar el teorema de Gauss y 

se obtiene 

׭              (’3) ห׏కܪ௡ሺݔ; ሻหଶ஽೙ߦ ߦ݀ ൑  log ቀଶெ೙௟ሺ௫ሻቁ ൑ log ቀ ଶெ௟ሺ௫ሻቁ ൏ ∞.  

Por el Corolario 2 y el Teorema 3 del §4.3 tenemos para Ͳ ൏ ݆ ՛ ∞ y ߦ א ;ݔ௡ା௝ሺܩ ,ഥ௡ܦ ሻߦ ൌ ;ݔሺݏ ሻߦ െ ;ݔ௡ା௝ሺܪ ሻߦ ՛ ;ݔሺܩ ሻߦ ൌ ;ݔሺݏ ሻߦ െ ;ݔሺܪ    .ሻߦ

Luego, para ߦ א ;ݔ௡ା௝ሺܪ ,ഥ௡ܦ ሻߦ ՝ ;ݔሺܪ ݆ ሻ siߦ ՛ ∞.  

Por el teorema de Harnack la convergencia es localmente uniforme sobre ܦ௡. Y de la 

misma manera convergen las derivadas primeras 
డு೙శೕడకభ , డு೙శೕడకమ  a las derivadas primeras డுడకభ , డுడకమ . Sea ܭ ൌ ഥܭ ؿ  ,௡. Por el lema de Fatou y (3’) tenemosܦ

׭       ห׏కܪሺݔ; ሻหଶ௄ߦ ߦ݀ ൑ lim inf ׭ ห׏కܪ௡ା௝ሺݔ; ሻหଶ஽೙శೕߦ ߦ݀ ൑ log ቀ ଶெ௟ሺ௫ሻቁ. 

En consecuencia, ׭ ห׏కܪሺݔ; ሻหଶ஽ߦ ߦ݀ ൑ log ቀ ଶெ௟ሺ௫ሻቁ,                     QED. 

PROPOSICIÓN 1. Sea ܦ una región de Jordan ñ-conexa de contorno ܥଵ. Supongamos ߮ א ሻߦሺݓ ,ሻ. Entoncesܦ଴ሺ݌݅ܮ ൌ ׭ ;ݔሺܩ ݔሻ݀ݔሻ߮ሺߦ א    .ሻܦ଴ሺܪ

DEMOSTRACIÓN. Llamemos ݒሺߦሻ ൌ ׭ ߮ሺݔሻ log ଵ|௫ିక| ሻߦሺݑ    ,ݔ݀ ൌ ׭ ;ݔሺܪ   .ݔሻ݀ݔሻ߮ሺߦ

Para probar que ݓ א  pertenecen a ese espacio. Por el ݑ y ݒ ሻ bastará ver queܦଵሺܪ

Teorema 1 §0.2 [BP] sabemos que ݒ א ݒ ଵሺܴଶሻ, por lo queܥ א   .ሻܦଵሺܪ

Por el Lema 1 §1.6 [BP] tenemos 
డ௨డకభ ሺߦሻ ൌ ׭ డுడకభ ሺݔ;  ,Luego .ݔሻ݀ݔሻ߮ሺߦ

       ห׏కݑหଶ ൌ ቚ׭ ሺ׏కܪሻ߮݀ݔୱ୳୮୮ ఝ ቚଶ ൑ ԡ߮ԡଶଶ ׭ ห׏కܪหଶ݀ݔୱ୳୮୮ ఝ . 

De aquí, usando la Proposición 1 y el teorema de Fubini sigue:  

׭       ห׏కݑหଶ݀ߦ஽ ൑ ԡ߮ԡଶଶ ׭ ቀ׭ ห׏కܪหଶ஽ ቁ஽ߦ݀ ݔ݀ ൑  ԡ߮ԡଶଶ ׭ log ଶெ|௟ሺ௫ሻ| ஽ݔ݀ . 

Como ܬ es rectificable, si ܣሺߩሻ ൌ ሼݔ ׷ ݈ሺݔሻ ൏ |ሻߩሺܣ| ሽ entoncesߩ ൌ ܱሺߩሻ, (cf. §4.1). 

Luego, ׭ log ଵ|௟ሺ௫ሻ| ݔ݀ ൑ ሻܦሺܫ ൏ ∞, (cf. demostración Teorema 2 §4.13). 

Por otra parte, ܪሺݔ; ܦ es continua en (ߦ ൈ ߮ ഥ y por tanto acotada en suppܦ ൈ  ഥ, por loܦ

que ݑ א ݑ ,ሻ. Luegoܦሺ∞ܮ א ݓ ,ሻ. Entoncesܦଵሺܪ א  .ሻܦଵሺܪ
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Del Teorema 1 del Apéndice Parte II obtenemos ݓ א  .ሻ,                  QEDܦ଴ሺܪ

Hemos probado entonces la Proposición 3 de ese Apéndice para ܦ ñ-conexa y ܬ א  .ଵܥ

Se deduce como allí, (ver a) y a’) Teorema 2, loc. cit.), que vale la  

PROPOSICIÓN 2. Sea ܦ una región de Jordan ñ-conexa arbitraria y ߮ א  .ሻܦ଴ሺ݌݅ܮ

Entonces, ݓሺߦሻ ൌ ׭ ;ݔሺܩ ݔሻ݀ݔሻ߮ሺߦ א    .ሻܦ଴ሺܪ

Como en el Apéndice Parte II se demuestran ahora las proposiciones siguientes,  

PROPOSICIÓN 3. Sea ܦ de Jordan ñ-conexa y ߮ א ሻ. Entonces,  ۵߮ܦ଴ሺ݌݅ܮ א  .ሻܦ଴ሺܪ

TEOREMA 2. ॄ ൌ ۵ sobre ܮଶሺܦ, ݇ሻ.   
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FE de ERRATAS [BP] 
 

Página Línea Dice Debe decir 

2 12 autovalores valores propios 

7 -3 región región (dominio) 

9 1 Teorema 2 Teorema 1, §0.2.1 

 ଶ௞ି௛ݔ߲ ଶ௞ݔ߲ 18 9

15 17 Obviamente Supuesto esto  

15 -3 que que ݇ א   ሻ  oܦାሺ݌݅ܮ

32 16 0.1 0.2.1 

 ௡ߣ ௡ߤ 4- 43

44 2 [Le] [Le], cf. Ref. vol.II 

44 12 tiene tiene (cf. 0.3.1) 

56 -3 ؔ ݑ  ߶௧ሺଵሻܩ ؔ   ߶௧ሺଵሻܩ

57 17 v u 

∆ഥܦ , . 4- 57 ൌ  .ሻܦଶሺܮ
59 -9 vale vale, (por (3); cf. [S], 

(VII,10;15)), 
  ሼ௣ሽך஽א௤݌ݑݏ  ஽א௤݌ݑݏ 17 60
61 8 Sea  Sea k no constante, 

61 9 tenemos en todo caso tenemos 

64 -8 െߑ  ߑ  

 [ሺ௦ିଶሻL୭୥ఒ೙ି݁] [ڮ] 8- 64

68 5 es es prolongable y 

;݌ଵሺߠ 4 69 ሻ  senݏ ߨߨݏ න ;݌ଵሺߠ ݌ሻ݀݌ሻ݇ሺݏ
69 5 . , (cf. (3)§3.8). 

77   dominio             1.3 

77   región = dominio 1.3 

܌   79 ൌ dımതതതതത஻ሺ·ሻ     3.0 

    

 

 


