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SOBRE EL PROBLEMA DE DIRICHLET

1.INTRCDUCCION,

Consideraremos operadores diferenciales de la

forma:

. \ = z ' T =
T u) (Zi,;j agy (x) ;D +Zj by(x) Dy + o(x))u

. e 2,
definidos en una regidn acotada de contorno ¢°! con

A
A <1, coeficientes pertenecientes a ¢°7 (D) v

verificando pars cada xe€ 9:

Z aij(x) Ki ij > /3( b’i +..............#52~ )

n

[5 = ﬁ (x)>0, o lo que es 1o mismo, verificando la
desigualdad anterior en un cierto entorno de cada punto
xe@conﬁconstante pera ese entorno, Bsta dltima es la
condicidn de elivpticidad.

‘ Pare guienes no esten familiarizados con la

nomenclatura se introduce la seccidn siguiente).,

2, '
Siue ¢7? (@) entonces Lu € CO,?\.(@) N
8u restriccidn a'DD que siempre denotaremos con u!'a

y

pertenece a , (cf.1la secc:r.dn mgulente) 0 sea, el

operador I'L = (I:u, ulb) es un operador lineal 'y con-

tinuo de C 2y (@) en ¢° (i)) 2’7\' ('b%).

PROBLEMA.Encontrar un operador inverso é tal gue si
(f,P ) e 00’7\'(@ ) x 02’}"(3@) entonces:

' 2,0
&(£,9) =ue.c (D), Lu = (z,9).



Supondremos que nuestras funciones .son rea-
les y que la regidn 9 es un dom:.m.o abierta y conexa,

Resolveremos el problema en el aaso en que -
existe una constante. /5> 0 de eliptleidad vélida. parsa
todos los puntos del dom:mio sa.multé.neamente, restr:x.c-

cidn que supondremos desde ahora en adelante.
( En la secemén fa.nal se resolveré el proble—

me.-mencionado solamente suponiendo. § e c® (29).

2, NOMENCLATURA.

Diremos que en una :regj;'én. acotads Quna fun-

cién f pertenece a Ck’)' (9 )» © simplemente a Ck’)'
k>»0, 0< A<1, sif tiens todas sus derivadas hasta
el orden k continuas y acotadas, y la.s k-ésimas verifi-
cando uniformemente una condicién de Lipschitsz de orden A

N

& H N x - v 1> , donde D, = O />x u, y
1’.001 | 1,.00, k
constante, ‘ ‘ _ .

0 sea, las demvadas de orden k- pertenecen a

(SD).

De lo dicho se desprende que tanto la funcidn
como sus derivadas en cuestidn, pueden extenderse conti-
. nuamente & 9 + ¥ las derivadas k—éeima.s ‘extenderse



ad

preservando las constantes M, .
1yseeesdy
e

Si fe cg’h(@)= 07\(([)), su norma se define

T como:

el % Welly = inr, {wf l£(x) - 2()|<mlxyt™,V x,7¢D}+

. kyN :
+ 0l , sifec™™ (D) su norma se define como

o1 n
(1) \\f\'\k.’?\= > 2 ,..,Zri“rx. ., tle *

e i =7 4 =
() lh* .1.1.1. lloof lh

n -

S My 5

X = S 9 A, I
il i”.’,l}{ . 11.“0 1k

o
v

7\_. e
k, A . .
o {@) es entonces un espacio vectorial normado comple-

to. Veamos entonces la completidad, Si f‘n es de Cauchy en

la norma definida por (1) entonces:

Ds oD, £ O g. . ¥ por conocidos teore-
11 13’1 'ﬂ 'lla s el?o

mes de andlisis g, . es la derivada D, ...,D. de la.
dwesed, i i
1 ol 1 h
funeidn g = 1lim x"n . As% que sdlo falte demostrar que las

derivadas k-dsimas de f, ~& tienen mnorma Lipschitz A ten-

diendo a 0 para n —>eo .. Pero esto resulta haciendo ten-
"der m a co en

tlbil...nik (5 ~flae My - 0

Sj. n’m >/ N‘

Un espacio o ’ N (D) x h’lu(ﬂ‘ ) se ‘supondrd
siempre munido de la norma \i W o, Nt I

h,
Se dgrd que el con+orno de D es de ’clpo 02’)"

si para cada xoéblb existe un hiperplano que pa.aa



~

per ese punto tal que para un sistema ortonormal ds

csordena;as{v ,..;,yq}con centro en XO ¥y un eje perpen-
A

ficular al mencionads hiperplanc, el contorno, 3% y €n

un entorno U de X satisface la ecuacidn:

{
N

\a = (‘\;

Y
.
M R E O

e s

2
con K€ (U n ,L 7 =O} ) ¥ si un punto pertensce a
n

)~ entonces sus coordenadas (Sfl,..,,ir"n) satisfTacen

o [ fvend \
Jrn> O( "‘Jfl’ . e ’Urﬂ_-u.;/

[}
ot

versa, 4 en un cierto entorno V del origen, tal gue

l

- ;. & - -

amoas son de tivo 7' v gue lleva ©9n T oen )Lz = O}ﬂ
Q‘S‘U’ er {4’. > ()} [ ‘T’

Como del sistema %xj,.“,:{n} se pasa al

{yl,...,yv‘} por vra traslacidn mds una rotacidn se PUE~
fa

de decir gue existe una aplicacidn z, = Zi(xl’“"xn> s

-

i=1,...,10, gue lleva un entorno de XO en un entorno de

¢ tal que ella y su inversa : x. = Xi(ZW’“"Zn)’ son de

- i
Lipo “2’)'93‘-1 los entornos corresvongi entes v de maz
. * -t i + 526 5 & S£LOL x4 2l LTl eu '_/. e ;.laﬂera

1ue el contorno se correzponde con :z..’{l =0 y@ se zplii-

3

siexpre en los entornos

£
@

4
~

2 en

()

1 semiplano superior
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(1)
ot
i
}.J
b
],.!
i4
O
@
£,
8]
H
o
i

8 mencionadas e

e o}
tonces en x_ existe un hiperplanc gue pasa por €1 tal que

{9
oL satisface, respecto de un sistema ie coordenzdas or-

tonormal con un eje perpendicular al hiperplanc, una

gs
fn
)
ot
Q
(6]
[
4]
m
[\
\.+
ok
0
i
o
*
1]
0]

ny,

Y > D((:,rly s &0 ’:yqﬂn—l) (.2

Tiremos gue ‘P(Xl,,..,xm), x € 0D s DPertenece

’J')\

“ oy AN : . (P

a ¢ (Q0) , si para cada punto x.€ 0L), ekxiste un en-
‘\_/

A sy T g ) - <3y ~ A 3 o
corno U de x,+ tal gue en su hombloge V se verificas

\
oy = Ol ¢ , . . -
(Pv(vé] ('F\‘{l< lev~cyzn_1zsvoni-‘{“ (u}_;-:-yz._”}_l)) &
2,
A 2 4 .
€ C (vniz =c} ).
‘ il
Crbriends 2ﬂ3 Con un numero finito de entorros
Uyreeoy U definimos U P H_L como 1z cura de las normas
e —i ég e
2,0\
~% e { . . T - 5 el 2
{ Ji(W {zn = 0 { ~ de las %; o« O%ro cubrinmiento

) T 3
de’EZ), J'l,,,., U‘E,, dd origen 2 una norma equivalen-

-+ g . - - Ty oy ot “ < A 5 4
te pues la transformacidn gue lieva un sistema zl,,...,z?l
A

en otro z'l,...,z'n es de tipo o

- . 2,
sJea ahora u € 77 (i) ) . Veremos que u/éi)



(esto es la restricciédn de la extensidn continua de u al

contorno de ) pertenece a 02’ A (70 ). Adends:

gz, <o L, o,
En efecto: con la notacidn del pérrafo anterior

u/a@ (Xl( Zli s e ?Zn_]_’O) g o0 !Xn( Zl} ¢ ey Zn—l’O)): =

l? V(zl, coey Zn—l) es 1lfmite uniforme de

\PV, . (zl,..,zn_l)=u(xl(zl, ve1Z 16y "_"Xn( ZygesZy q1e)) .

Por otra parte estos 'QV verificans:
y €

a) “‘P‘v’en 2,7 (v) £ ¢ “unz’ x (D) donde C sélo depende

de las funciones Xi(Z),

b) { ‘pv,s} es de Cauchy en o A (V).

Pasando al 1limite, se obtiene
nlpv u 2,>\$ C “u“g2M‘ y de aguil resulta ().

3. BCSQUEJO DE LA SOLUCION.

a) Sea ¢

25 la semiesfera de centro O y radio

286 , en { Xn >0 }, L un operador como el descripto en 1la

introduccidén, definido en 2 o ,'LP definida en {Xn=0 )

N 25 .+ El primer paso serd encontrar una solucidn (local)
E,(f,gﬁ) a la ecuacién [u = (£,4).
Esto es, un operador contfnuo de
2,2 2
07 (azs) x 777 (a6 N {xn=o}) en C7 A (9,5 )

tal que Lg(f,‘P) = (f,kP) en o, ¥ de manera que para



. 2, N, .
toda u < G772 (O 26} ae sowpocrte en Qs ge vegrifica:
E (XL u) = u,

b) El segundo paso es encontrsr une solucidn

local =l provlema Iu = enQ 05 donde esta vez an
‘ , , X 0, X
es la gsfers de centro 0 y rszuio 2% y fe& ¢! {Qzé}.
Esto es, se hallard un operador continuo

.0, 2 X

Ee ¢7° ( ) e

L (€2,

tal gue: L Ef = £ engé ¥y para funciones u &

& CQ’X(Q 26)’ de sonorte engévale: ELu=mu.

c) Hesueltos a) y b) se puede encontrsr para

caue X & %) un entorno 9}{ y una solucidn local
Q .

é( o E) tal cue § egs continue de:
(D) x P BD) s PO (o ae
CO’X(Q) e 02"?\'( @) )y verifica
L E(5Y) = (£,\D) en @x
@

- M “ «
é afu = U, 81 u tiere soporte en @x ¥

]
u e PO,

(o: LEf=f en "@X,ELu-_-u si u. tiene so
o

]

rorte en 9}{ )
' 0

En efecto : si X € © ¢) no es otra cosa gue

bj, trasladado €l Origen a .xo s ¥ definiendo &l nuevo



[ow]

Y

opersdor E como el dzdo en b) multiplicado por K?(X)
Y . . Ty ~0
! (:x}:le-n;;z.%, soi¢u§>(}:}c:‘.xz. ,d;fé:b .

Si 2063@ s CJ) resulta e &) ¥ ae las Obe

gervaciores sigusentes:?
[n o /\({J «© $ pre =y
€& M E X—>y una transformacibn cue llevs

un entorno U de Xo en ur entorao V del origen, llevando

Yo u en %X‘z\’} 0} v, Ayu de clase Gé’}“o

Hh

La correspondencis de funciones:

Fe3
H

fx) definics en U <—> £y} cefinica en ¥V 42l oue:

clase C

29‘:’\. 3 bre 29/)"(, M)

¢ (V}), adenfs:
s
‘au j\;‘ 21 ayk
N T T ey
ox; g o¥ ax;
e 2 y. ,(5 I' e 'ag‘v.
—9 2 5 Bu_ Fx “Ys T 3u X
Bx,3x, "Ly Ry, B, SE. YLy sEIw
; au }{ :yS 4 3 X 'yl{ - 4 (3 3
k,s k
luego:

2
3 3 0 —— .

- OV Bv; R STL¥Y. 4%

S a.. =T = - +/ b 3 2¥ 4
: ik Ox  ®x_ By 3V T i%xn, Ay
ik k i j T i,d i i
L

Js +




e ‘w. = f
PR

conuse los coeficientes son ce tipo "y vele:

‘(_ - \"jylet"yﬁ ~
O cea si A = ; v d = A =

13 _; . ’y::i Xls @ axn 4

Por lo tanto, si ¥ es un vector no TRio Y

.. ~
¢ S N S
o~ & fang o i) H H
_(‘f £ ‘\‘\/ L2 e : \, i
o~ ‘< N

Sgpee

By

i
~~~

ot
Ly
~A Y
g
N4
v

conde 3 2 0 pues J ee no sirgulsr. Seto vrueba gue

Y24 a
* RS -
. . o~ gl 2E g
- . . i ogm e g fn £ -y e C S 1 v
ceneio de courdiensdos o trarsforma AL en un 2L de 1w

n
y
r'
G
ke
o
[
o,
£
ko]
.'.,)
$1
('3
o
;‘\
jx=3
)
Y]
S
-~

,‘ ,,,,, A

n docrl & en ; i, _paraam«, v lz

<

Ea e

solucidn locnl 5icsr“ espondiente ac&“e\ tari deafinids

L

coplery T ()

d} Cubrzmos X/ con un nitierc Firito de antorn
o g .
- ) s s L H
~ 4 mencionados en el punto ¢) yeeny ~. 3 S€A -
3 k <

uns Gesconmposic:

)
b
o3
(0]
Preed
&
o]
-~
&y
Ee e
£
[0}
W
o)
[
e
[
O
W)
[
(N
ot
[@]
iy
a
3
ot
o
H
i
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o/

O

<

()]
D

o y entonce la desigualdad fundamental

[

e

Uz
[¥)]
H
[{+)
fl)
<
(]
{
&

o

—~
oS
—

iivnp;\écuuul’k , para ue N |

=9

Como la esfera unitaria ge ¢ '}'(@) ec relati-

e ks X
vanents compacta en 7 (£D), como veremos ense guida,

~

e~ - T3 - ot - ~ o o
siweny | . 2,}6 1, existe una subsucesidn

Pero entonces de (4): U, emem vV en 0777,

Zor lo tanto, la esfera unitaria de N es compacha, 1o
cval implica gue ¥ es de dimensidn finita, Como en un
espacio de DRanach todo sLbespacio de dimensidn Tinita
tiene un suplemento topoldézico, existe ¥ (sueroaylo)
tal que:

(4 bis) o2 > (D) = 1 @

PROTOSICION 1: Pars ue ' vale -

vy Z,XQC( b r “l + ““P“Z,A R

In efecto, sino fuera asf existirfa una suce-

”~

', Y
sidn §u } de 07 tal que | U, i

I £ Yy Us “kpxrl

.

2 A"t 7

—n Por la compacidad
2,2 0. Por la compacidad

de C77 en C mencionada se puede SUPONEr QUE eS8 Sl

cesidn verifica adeads: u —— vV en Ci’)” . Por la desi-
r‘ﬂ‘nﬂl ?" f ¥y - 7 - Y. 3 ”2,-)- )
gualdad fundamental o —= v en O , ¥ en counsecusn-

Pe

cig pervenece & N' y es de rnorma 1. De le cortinuicad de



£

e
A 4 resulta:
—F s _ . ~ .

O sea, v& N, y como pertenece a N', v = O con
b & L -

tradiccibn.
Esta proposicibn dice en particular que si
N =§_O} - 0 sea si el problema homogéreo ticne solucibn

- . \/ * ]
Gnica entonces existe un operacor (> continuo inverso de

~

Fo .
. Gel rango de & gsobre C

Z,X(C\.)
> 4 ©
: - - PO r12’,—>\_
Finalmente, veamos gue si 1uk§ C ¢ ¥y

v A

(02 S

t u_ﬂg_‘ = 1 entonces existe una subsucesibén convergien
! i ’)\- -

-

A
do en CT777 ,

i . .
Como zDQQ,ukE;l se tiene:
i7j Tkt

. - T3 ¢ \ - i
gﬁiuk(x) - Liuk(y)}\§ C X = |

¥y cel teorema de Arzeld deducimos gue una subsucesiébn,

gue también denotaremos Diuk’ converge uniformemente s

una furncidn v, . Ademés:
L - D - - v | xey N
| D (0 = Diw (7)) = (v, (x) = v ()] /| x-y g

l—l/ t"'}k“ l"’)\ ‘>\—

S 20 \xy|7 Jelxy" YL 2 e TN,

. . U
La desigualdad con 2.0 | %=y resulta de gue

v (%) = lim Dyu, (x) es Lipschtz-1 y aguella con | x~y|~
de la convergencia uniforme de Diuk(x) a vi(x).
oy - - _ ..
Como: inf(C.r sy T ) alcanza su méximo

en r = €C se logras la cesicualdad final. Lsto prueba
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gue les constantes Lipschitz-X de Jiuk - Vv tienden a -

0. ve agui se obtiene facilmente, que | w, -vl, - —> 0

rara cierta subsucesibdn k —— .

Ty

f) »ROXOSICION 2: ELl rango de =& es cerrado.

Sea ikuj}g_l” y o‘ﬁuj = (fj,LPj) —s (£,D).

Le la proposicibén 1 se deduce la-existencia de ue N',

Nl 24N fimuiced de &L 4 .

limite en C de uj. Le continuidad de implica:
Eéuj»—eiu = (£,0) , Q.i.D..

Farsa los operzcores cue itratamnos, vale todavia
que la codimensidn cel rargo de & es firita e irual
la dimensibn de N.

No lo demostraremos aqui pero puede aeducirse
del teorema siguiente:

TSORGMA 1 La codimensidn del rango de L = O
si C{x) £ 0.

Zste resultado se cemoustrard al Ffinal del capi
tulo.

' g) El teorema prometido en f) junto con las con

slderaciones que le preceden permiten concluir que el pro

Ivn = F ¥ ¥ « Cl( 8),
Wa=9 . e oD,

tlilems

(5)

con L a coeficientes CX(ED), tiene una y sblo uns solu-

cibén en Cz;k'( ) si es posible hallar soluciones



locales E descriptas en los puntos a) y b), !

en lo sucesivo solamemte.cl caso a), pues el b) sn du

misma naturaleza, o avn mds simple.

El problema descrito en b) puede reduslrss to-

n.
davia al caso en que I & A\ = :Ef' DiDi y O BOR &1 PPO-
i=1"
blema:
f Nuw = ¢ , fe o> (EﬁLﬁi) Y
(6) . . o ' -
l ul = P , y Pe C ’I(meé_ aln & ;%% }e

Ia reduccidn mencionada es tema de L aageidn
5. La seccidn 4 se ocupard de le solucidn dal protlens
(6), la seccién 6 de la demostracidn del gleuiente 4aow-
rema :

TEORENA 2.F1 problema (5) cuanda ¢(x) % O poe

see una y sélo una salucidn en 02’l

X

La idea que domins al atague
) 5 del problema (&) (of, sencidn
. 4) puede condensarse aun la

férmuls siguients

¥ (x‘i"‘lxﬂ-ﬂ): .”"

(7) u(x)= c, S X, P (y) Gy +C, & f,,( 2) hi{xmz)de
y

(3:121 +4x’-y€)n/2

Tt i
2-n

{?E%ﬁ?\ si ny?2

donde h(x)=\ _
ng-:-'; si x = 2
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¥y £ es la extensidn impar de f a travds de X, = 0, ¥

x! =(xl,...,xn Esto es:

-

u = Cl<kP % ndcleo de Poisson) + Cz(faenﬁcleo de Green),

La imparidad de f provocard la coincidencia de

u con kP en {Xn = O} pues el segundo sumando se anulard
allf. Como el primerc es arménico en x, > 0, el laplacia

no de u coincidird con el del segundo sumando, © sea con
f. Estas consideraciones deberfan mantenerse bresentes
durante la lectura de la seccidn 4.

Finalmente, en la seccidén 7 se demostrard el teo
rema 7 cuyo enunciado es el mismo que el del teorema 2 pero

con un debilitamiento en su hipdtesis: sdlo se pide que:

\p e (D).

4, SOLUCION PARA EL PROBLEWA TOCAL ¥ CON EIL OPERATOR DR
JIAPLACE.

LENMA PUNDANENTAL: Sea X(z,%,y) una funcidn medi-

tle definjda en S x R* x R° y S un abierto convexo de R"
localmente integrable en y para todo (z,x) € S x R© tal

que ¥ # x, y verificando las giguientes propiedades:

i) v.p.vf-K(z,x,y) dy es indefinidamente diferenciable
lyig2
en X1 1, ¥y z&€ 85, (x).

-

(¥) v.p. designa el valor principal de la integral indica
da, o sea, %ggﬂ ( (lz,x,y) dy .

ecly-x| , |yl g2
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ii) J ‘K(zyx,y) dy
ly=-x'l > 2{x'=x| + ¢
[y1 £ 2

estd uniformemente acotada para [x'{<1, r> 0, \xi1g 1,
zg 3,
C s -n
iii) ,K(z,x,y)l £ W) x~y| .

-1

iv) | grad. X)K(z,x,y)‘.é .| x-y| .

b

Sea ademds para f(x) d& soporte contenido en
(x££ 1y f‘E.C}‘, Kf definido por:
(1) Kf(zyx) = v.p.d{ X z,x,y) fly) dy.

Entonces K& C™ (S, | x{§1), v si K|, desig-

na la norma de Kf en (S, | x|< 1) entonces

(2) hrel € cnz -

DEMOSTRACION: Como toda integral coincide con su

valor principal si aguella existe, de ahors en adelante omi
tiremos el signo v.p.,; y supondremos gue toda integral vie

ne precedida del mismo. Pongamos:

(3) Ef(z,x) = fK(z,x,ny(y)-f(X))dy + f(X)fK(z,x,:{)dy
lyig2 - lyi1s2
El segundo sumando existe como valor principal
como se desprende de la hipdtesis i).EL prime}o también
'existe, y esta vez como integral simple, pues como f & dk

y iii), el integrandec, salvo constante estd acotado por:

[ x - yl}"’n, que es localment integrable en y.
Por lo tanto Xf existe como valor principal, y

vale:
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(4) ~ | xf(z,x)| ¢ C. I f”’)..

Sea § = (x + x')/2 y consideremos la s'ig;uie_nte.
descomposicidn:
(5} Kf(zt,x') - Xf(z,x) =

[0 | ke - g [ Rl
| yig2 | 71€2
+ hK(Z',X',y)(f(y) - £(x")) — K(z,x,7)(£(y) - (f(x‘)).}dy+
|y -£151x=x ") + | 22" |
iyig 2
¥ ﬂ K(ztyx'y) - K<z,x,:z>] (£(y) - £(x"))ay +
| 7= X\ x=x") +| z-2") |
| yig2
+ -\f(X) - f(x')-}( K(z,x,y)dy
| '\y*é\?g\x-x'\ +\z-z'\.
RARSS

El primer sumando estd acotade por M.'[ (x,x') - (z,z')l

como se ve facilmente luego de sumar y restar

f(x).j X(z',x'y)dy (fisese i)

lyig2
- Se supone naturalmente que la constante M depende del re

cinto acotado A, El ltimo sumando estd acotado por

M'.{x’ - X ’tl,‘ ¢omo #e ve aplicando ii) y la hipbtesis:

re g™,

Aplicando iv) al tercer sumando, €ste resulta



18

acotado -salvo factor constante- por:

[fux*- y I M ey} ™ ay ] x| ] geat | )Y
|9=31% [x=x"| +12~2"]

| ¥1»2
‘donde X" es un punto Adel segmento (x,x'), La expresibén en-

tre corchetes es menor o igual que:

le%—y{lwn“ldyﬁ oL §rl_2 dr £
|T-&1 2l x=x') +] 2=2 | ry lx'-xi+lzt-z]|
y 2
£ o (Ix'~ x| +)z'- 3] )1“1 °

De esto se deduce gue también el tercer sumando

de (5) es no superior a:

X
Ml I (x*,x) - (z',z)‘ o
Minvendo y sustraendo del segundo sumando se tra
tan de ls misma manera. El sustraendo, por ejemplo, es no
mayor que (cf. iii)):
- - 4
Ogjy-x}xndy ;Scl S rlldr =~
(y-§1 Y [ x=x"\+{z—z'|, |y<2 T & of ({x=x'\4lz~z'])
£ 02 (1lx - x'\ + \z.—z'\) o
Estas desigualdades prueban gue:

6)  EE@hE) - ke@m) | < | (6x) - et

_ Repasando la demostracidn de las degigualdades
precedentes se vé que:

(7) M & (cte, independiente de £) £l .
o - py

(4), (6) y (7) dan entonces:
| Kf“l < M\f “L » QoEeDes
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LENA 1: Sea Uf definido por h(x) % f, para f
de soporte en |x} < 1, fe o . Entonces: Uf€ C2’>\(lxl<l),
| ug |l on$ C Wzl .

22 yr(x) ° Ah(x)
=C,. T e Py —— T NP

0% 0 x. 1 )+ ver Vx. 0x.

i 3 1 J

{Osi'i%j
C.. =
1]

C si i = j.
nn
(La norma (2,A ) de Uf se calcula en {lx\< l}).

DEMOSTRACION: Es fédcil ver que Uf tiene deriva-

das primeras continuas y acotadas, atin en el caso en que la

funcidn f tan s6lo es acotada, de soporte en | x|{1l. En’

~
efecto, ,52 (x) es una funcién localmente integrable.
i
Por lo tanto: . A
—l &h
UL (x) ZJ( 5o (x-y) £(y) dy
. i

es una funcidén continva y acotada, localmente, Por el teo

{

rema de Fubini-:

Uf(x) = (dy f(y) 1——?}1 (x,-y .-y x -y ) da§.+
) ooéi 1911 24 Y4y i
lyl<1 X

(d

o]
+ Uf( X,y 000X, X, X eoe3X =
(l’ 91__1? l, ? b 1’1)

i+l
~X. .

i

j Ulf(Xl,'o.,Xi_l’ gj_"”’XIl) dgi -+
0

X,
-4

o}
+ Uf(Xl’ s 00 ,Xi’ o6 0 ,Xn) b



de donde se sigue inmediatamente que: oUf (%) = Ulf(x) .

i
Para referencia posterior hacemos notar ‘gque si definimos

Ugf(x) por:
8 Uiex) - j’iggg\h<x~y>} £(y) ay

. xyiye
entonces sz converge uniformemente z U f en |xi< 1.

-

Sea ahora f € C:l, ademis de tener sopofta compacto en
|x1<1; vale;

(9) 52— U J(Bx ﬁx n(x-y) £(y) dy +
| %~y 1 y€
+ a’axl k(x-y) £(y) sgn(x Y ) ay?
| x=y =€

5 i . . .
donde 4y = le""’ayi~l’ayi+1’""Qyn‘

En efecto, (9) resulta de (8) formando el cocien
te incremental y passndo sl limite. E1 segundo sumando es
lz contribucibn de la variacibn del domirio de integracién.

Le_primera integral en (9) converge uniforme.

mente a:
VeDe f DiDjah(x-y)} £(y) dy .

En efecto, las derivadas segundas igualan a:
. 1 P s
’ 2 -
(1) =[ 10 - 332 / (2 Flizyl ™ | et 1 - g
i i ] ) ¢

Tanto (10) como (11) tienen mediz cero sobre

‘toda superficie esférica de centro x. Designando con



G(x,¥y) uno de ellos podemos escribir:

12§ eyt ay = § cuy) @-te) &y +
|-y 1> € 2o1x-y|y € .
+ £(x) f G(x,y) dy
2 y1x-y1%
La Gltima integral en (12) es cero y la prime-
‘ra converge para ¢ —> 0O pues f € C }'. Ia uniformidad de
. Za convergencia es inmedista si X estd acotado.

La segunda integral en (9) es:

|x-y|= €

= —%— gixi-‘yil sgﬁ[(xj—yj)(xi-yi)] £ ay’
Ax=yl =€
Reemplazanrndo f(y) por f_f(y) - f(x)} + £(x), se
"vé que el limite de (13) para ¢ —» O es uniforme en

| x| <1, y coincide por razones de simetris con

(14) lim f£(x) e~

.o n
o g\zi\,agn[zn.zi] dz"™,
lz\ =¢ '

La integral en (14) es O si ifn e igual a

en‘ (Z\dzn si i = n.
n
‘Z l = 1 . 2
Se probd asi la férmuida para o uf
'axi ’ij
Como ( °/ ‘axi) h(x-y) = - x-y\-n (xi—yi) tene-

mos:



i(’a/ax-i) Uf | < +Jr\x -y 1-n | f(y Ny <
tyig2

-2 g Fx -y

La Ultime integral est4 uniformementie acotada

ara {x | ¢ 1. Esto significa que para demostrar que
D < =

. 0, ' 2, &
Uf es continuo de C'7 { | x1<1) en C™' (|1 x|< 1)
N 2
bastard ver gue el ndcleo X(x,y) = =S h(x ~ y)
38X, 39X,
L
satisface las condicicneg del lema fundamental conmn = 0

Verifiguenos:

i) vp Z(x,y)dy

"~y

| X1< &

- fah( X"'y) 3 i
= —_— dy
X,
o

i
<
e
/\L.,f—ﬁ
Q
oy
v
S

|y
) i .
donde dy~ = le°..dji~1 N dyi+1 ...dyn, NS Jx1< 1., La

|=2

segunda‘igmaldaa resulta de aplicar el.teorema de la

divergencia de Causs a la regidn: fyl & 2, | x=y|2€

La integral sobre |x - yl= € se anula, cf.(lO) y (11),

1i) Por el mismo teorema de Gauss, suponienéo siempre
Jxi<1,

J (x,y)dy - S'Q_..ﬁi:‘i_)_ ayta j 3‘%(;‘;3’ ay -

‘Y‘ Sq 5o

|y=xtl> 2 | x=xt|+ 1



donde Sl = Uyl o= 2}¢qi}y~x'|> 2 |x-xt| +r }
52 = {;y._x'l = 2 |x-x'| + T}ﬁ{\é’ £ 2}
Como ‘;;;i (X‘Y!\ $x-y | o tenemos;

D]

para y € 3

1’ 33X
- - 1-n
An 2
para y € 3S,, \‘Bx (y—x%-& N Uy _»X,‘) ’
j [

luego: , .

. 2 1-n i

5 Wx,y)dy £ J 18y 4-f (}meft)L dy 3
lvig 2 3 S5

Y-X f
ly-x'l= 2{x=xt|+ r
Esto concluye la verificacidn de ii).

iii) y iv) son inmediatos. Q.Z.D..

COROLARIO: Uf = n Cr‘n f.

En efecto, Ah{x) =0 six #0

” 1 . e o
LEMA 2: Sea f € Cl(R+) de soporte contenido

X . ) -
en x| £ 1 y sea f su extensién impar a R (%), Llame

mos:

n oy -
(%) R+ = { xn;,O}.kal,xe,...,xn) = -f(XT""Xn-l"Xn>

EnTrealidad deberfa hablarse de extensidn impar respec-

to de x .
. n

-



VE = h(X‘.) *% f e

29X

‘ n .
Zntonces: V£ e C (R+, :x\<:1),ann2,XS'cllfiH~ ’

. . ) 0
donde la primera norma se calcula en (R+,}xt< 1),

DEMOSTRACION: Sea £~ la extensién par de f:

* % n .
f (Xl,.a.,xn) = f (xl,aa.,xn“l,v xh), f e C}TR ) ¥ tiene

. la misma norma gue £ en C]TR?). Luego:

(15) vE£(x) =_f h(x~y) sgn Y, £5(x) dy = j'h(X~y) £(y) ay
' lyig2 } lyis2
Como en el lema anterior se vé gue Vf tieme las

primeras verivubas continuas, y si x > O,

2 2
Vv . -
(16) —;»~£;—~(x) ¢ £{x) + S o h(x-y)

%
. = C, . £(x sgn y £(y) dy
%x;axj d B
ok

donde C.., = &.. C o
ij ij "nn

Para completar la demostrecidn del lema mostre-

2, ,
mos gque el nficleo K(x,¥) = sgn y Ez_jiggjll verifica

n .
'BXI 'BXj

las hipStesis del lema fundamen+tal,

somw h(x-y) es armbénica en x £ y, la derivada
. -2 2 o . )
segunda 9] /?axn €s unaz comhinacién lineal de las reg-

tantes y por lo *ont~ oo iard verificer i) - ivy) para'nf-

cleos donde 1 < 1.
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Bh(x~ y) 1

i) S K(x,y) dy = Jsgn Yn =% ec ix1<1)
: J

tyig2 ¥l =2

ii) J’ K(z,y) dy = g sgn ¥y ’a-—-—-———-k,la(;av)
Hy-x') 2 ) x-xt] 4 | G
RARS: |
donde : :
G =47+ \y=x"| = 2{x-x'\ + r =ily2o bien\yi=2§
& = 8 u 52 del lema arteriar.

(Ohsérvese que no se puede aplicar el Teorema
de Gauss directamente, dado gue el integrando contiene

el factor sgn yb . Pero, descomponiendo el &ominio'en
dos partes con yh > o, g‘yﬁ<< O, se puede aplicar el Teo-

rena de Gauss a cada parte, Yy se obtiene el resultado de
AY
arriba).
La segunda integral estd acotada (cf. lema pre~

cedente)s 1ii) y iv) son obvios. QeE.D..

LEMA 3: Sea

X .
. n )
Rnul[xn+}x - )

2,2\ ,_n-]

) de soporte

(R

.contenido en | y|< 1. Entonces W& ¢ ’>“(R+) Yy

(xﬁ: (xl,xz,.,.,xn‘;)) para £ € C

IVl < cllel, o -

la primera norma se calcula en Rifﬁ ilxi<§1} .
DEMOSTRACION

X (x A xy 2 ~n/2 SC h(x)



26

8s armfnica en x > 0. Iuego DiD}.Wf se puede expresar

gomo combinacidén lineal de las D, D.Wf con k¥ < n, y bas-

Ab o

#ard acotar estas filtimas. Para i < n, j ¢ n:

X
# = ——e—— R £ n_,v X =
B BiEij 3135 3 T F(x =y) &

(x_ +1yi))
Nl n
h34

]
S
i3
N
J
o~y
t3
o)
g
by
g
T
v
3
S
&
i

X
= o { ™ e hY £ =
g (x2 + [ x"ez)2)? (p;2;5)(2) dz

- n -~

= W(Diﬁjf}.

En cambio si J = n, 1 < n, usanos la sigulen-
? * )

te identidad debida a la armonicidad de h(x):

| X Ef% 32
{18) D > =+ n(x} =
‘ n (x2 + x° Z)n/2 n=1 '3:«:?
n o)
X, 1
T - Z S = .
h=] D£ l(xi + x° 2>n725
Pe (18) obtenemos:
; -1l Nl
{19) DD WE = - T, %;% D, E = - E; 7., (D, 1,9

donde Wh es la convelucidn con =1 nficleo: ‘



[AN]
~3

] = S oan z
~ [ S
{Xp + 17l ) /

Ta denostracidn de este lema guedard concluf-

-

fa luepgo de verificar que los ntcleos 7 y ¥, verifican

ipdtesis del lema fundamental con m=1l, x_ haciend

el papel de 2 y con n res smplazado por n-l, siendo 1s re-

£idn donde varfa z la sewirrecia positiva, Tos nfcleos

1 cuestidn son entqnees:

it

" -~ P
- -l'-’no.,ﬁ"‘l-o

fote
}.J-
i._l .

~

c‘q
e
<

g
»

i) es inmediato gues x > 0. Tdem

n az

(xs{ Flxta gy /2 B RGN IEVZIE (%2

Asto prueba 1i) para ¥, =n el saso K,1 tenemos:

-+

N



~
2 2,(2-n) /2
{ < - § r AN /
- ,q‘a‘én + ‘x _‘}} )
= - ’
h dx,
- i
" = constante,
iteg TAx_,xt,y) dy
. - N n
l71£2

<
[¥=2'% 2lxex'| + 7
82 reduce a2 una integral cobre el contorno de 1la regidn

integral se trata como en la de-

Q
W]
je))
]
iz
o
ct
]
h
fr
ot
e
&y
4]
bt
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A g

i
stracidn de 1i) en el lema 1. (Obsérveze que ahors 1sa
e €s de dirensidn n-1),7.%, 7.

La existencia de solucidn local de un probvlemz

de contorno con el lanlaciano se concluye de los lemas

’ -
2 (rxj<‘1,:~:p> Q) x :,“’)'(ixml’, X =0} en

-~

f}é"l(gx;<1, % 0) tal que: L & (£,P) = (£,P),
1) “17”2,1$ ,...( ﬂf’lllﬂ- NLPUQ’-X),
2y Av = £ en [x]g 1/2, en X 2 O.; u =4 en

“ngl/’Z, xn=Ol,

3) 5iu ¢ 02’1‘ (Ix1< -1,x~n> 0) vy tiene soporte en |x|<3,

€ (A u,u}x

Ly

' . O \ g
Ademds, si w € ¢ (x| <l,x_ > 0), es dos ve~
el

ces contlnuamente derivable en el redinto ‘(xn> O,Ixlc 1},
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o 2,
“iene soporte en |x|<1l/2 en X = O pertenece a ¢ 'y

. by .
satisface Awe C)~ s+ entonces we C2’ yw = & (Aw, w \a)

DEVOSTRACIQON, Definamos

E(f, P)= c; V(Y 1) + ¢, ,v(\ytp), don-

de Vy W son los ope radores definidos en los lemas 2 ¥y 3

respectivamente, V e ¢= (R ) con soporte en {x|<1, V=1
en |x|g1/2 .,

Ias constantes © C., se eligen de manera gue
19 72 g

-

2) se verifigue,
Esto es posible pues W es un ndcleo de tipo PO-
sitivo-precisamente es el ntcleo de Poisson para el semi-
espacio superior-salvo factor constante, Por las propie-
dades de esos nidclecs {cf, por ejemplo, A, Zygmund, Trigo-

nometric series, I,82):
Wy P ) — C2'11P\P en el contorno,-

Por otra parte (Y P ) es armdnica en x> 0,

Por el contrario V(YP) se anula en X, = 0y su laplacia-

no en xn> 0 coincide,salvo constante, con f.- Esto no es

-

"otra cosa gque el corolario al lema 1.
Ast, B (f, @) es una funcidn definida en R e

siendo 1), consecuencia de los lemas 2 y 3. Naturalmente,
SCE (£, P ) = (£, P ) pues es esto lo que se probd reci%en

Veamos 3). Sea u1=§(£.~.u, u‘,a ). Tendremos entonces:
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A(u-u) Oeanyu-u:.—Oenx:O. ‘ '

Adeamés u; - u tiende- & cero para Ix \~ @0, come
| x\e'n para n > 2; para n = 2 esta acotacién np sirve,

en cambio se vé que uqy tiende a cero afin en este caso,
pues u,= 01 VA u) + 02 W(u /3 2, y el‘potencz.al de una

funcibn de media cero, de soporte compacto, tiende a ce-
'O,
Un conocid6 teorema sobre funciones armbnicas

asegura entonces que ul «u =0, en xn}, Oe

Como el mencionado teorema sblo uea la continui-

dad de W, =-u en el borde, quedes también demostrada lg
afirmacién sobre w, Q.E.D..

5« REDUCCION AL CASO CLASICO.

TI:.OREMA 4: Sea L =E ai;j D,iDj _+§ biDi.?'q;” |
=T 1
un. operador de segundo orden elfptico, tal gue sus coefi-

. B ‘
cientes pertenecen a C~ ., .

Existe entonces un > 0 y un operaféar continuo
é de
e x$45,x > 0)x 2’ (\x1<8 X, .,o R L (‘xué x> 0)
tal que si (f,L?) =U, Iu=17F en\xl45/2, xn> 0y - '
_ 3 |
u/,a \P en x = 0, |xl & °/2,
25 X
P |

Ademdd, si sop u {[xt < 6/2} Ju ec
é(l'us u/a ) =
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s

\

Z‘a g9 - ’O”W+

. |
) 5 2

rp 2 pia\?ys iR i C Rk N

i= + 7 |

{3)

V( ) k-P(? /'} nara y_ o= 0.

?é?,?} varifica:

Y iy e A v
(4) gji Vu C‘,).(fb"l<l’3".>ﬁ)é . g “1“29"\(13"*<15yn> 0)

n efacto, vedroslo, por ejexmplo, vara los tér-

minos do-de aparecen las derivadas segundas:

{a5(p) - ai_j(\”-')} 4 Dy uox <
| a. (§y) - a,.(0) L W LD Hﬂé “Vue,x

J iy
2 47 Yo v
Fara resolver el problema (3) ensayemos con

v Eg (\,kP 1) donde & es el overador definido en el
tecrema 3, ¥ tratemds de encontrar g y ij . Pars gue Vv

gsatisfaga (3) en | v { L/° es necesario y suficiente

que:

]

[ e+ 28 (6P =% &Y
\k?lr-q)(?;r) en v_ =0 .

“n

(6 (& @y + (2B (6@),0 = (8 23 Pp ).



Tefiniendo: T(h, Y )= (Rg,fi(h,1+7), 0) resulta

~ "y \ 2 - )
(7 (e, ) + Wy, @) =0¢ (5 v)P(¢ 7))donde
. OyX 2 00 L 2%

h'd

T}}ycomo operador de C X —=" x C es me-
nor o igual cue ”.f)‘. ( cfr (4)).

Liigience < suficientements neoue w0 {este es

el momento en el cual se elige ? , 7 como se vé tal elec-

cidn cepende solamente de I) conseguimos 7K 1/2, ¥ por

. : i . X 0 2, %
lo tanto T + T es un operador inveriible de C7° x ¢

- "‘l 2 j‘ 1
sobre ei misme, con (I + 7 ) =T o T+ T = T4 ceeeene

xiste entonces una lnica solucidn (g, P 1)

al provlema (7) v afirrarmos gue une soclucidn loecal gdel

problema (3) es: .
(8) v(r)=8le 9 ) =&z + DN $%2e 1), (¢ m}
=§§»(§’2i’ (9 ), R0y ¥

En efecto: paraly| 1/2, usando {7) y {8)

(Av(), V\i’n= o) = le Py = % £(g )@ )=(Rev,0)

0 sea v satisface (3) en vwl/”

igf
2o0r otra oarte, si v tiene soporte contenido en

-

Ayl £ 1/2, entonces por el teorema 3

=& (Av, vy _ )
ly, =0

Tuvege el par: -
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(e @) = (Av, ‘J\S;n —o ) es (1a) solucidn de

6P e ) =A+re)v, v |y

Eo (A +rv, vl | ) =& (s @) =v. uED.

“n .

Lay

Designaremos con A\ la Tamilia de todos los
. . . A
operadores elfvticos en & con coeficientes en ¢ ( © ).

/N, denotard la subfamilia de /\ tal qued(u) = 0 im—

plica u = 0, Aoo denotard la subfamilia de ./\o tal que

' P
& como operador de (32’ en CAX '32’)\‘ es gobre, Intro-
ducimos en /\1la topologfa dada por la métrica dist(O‘Cl,éfz):»
‘ X by
norma de operador (‘xl --552) de CQ’ en Clx Cz’ ..

LINA 4 Aoo es abierto y cerrado en /\.o .

n efecto, sea Le/\

SRR NT

0o
i L' verifica: }\xe Bf_'“ < 1/2c entonces

L' =L L - =T +E(L-)) es invertible,

s /\oo es abierto,

Sea ahora limite de Bﬂne/\oo ¥ supongambs;
Sf, é/\o. sea ér. inverso de o'f,n . Tenemos la

siguiente alternativa:
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19 || & -._q-.HS’"f < e para alguna subsucesidn n, ;

2 & l—> o .
En el orimer caso, para 1, tan grande gue
L
I - X || <12, resvite: L = L, +ZL -L)
i i i

. . . 2,7
invertible., Tn el sesundo caso exicte v€ TV B) con

»

Houil, N 1y I, {u ) ——>0, Aplicando la proposi-

<y

AY

cidn 1, obtendreros (%)

1= ol el Ll o, 2 §

nt2x < x 3

’}[%i ~5ﬁﬁh +ﬂ;{,n U’n\l —> 0

coutradiceidn, o sea el segundo caso no

jer

Seto significa gue para sstos oneradores X ’
dado 7 € CA(E) g LPG_”"’ (L), exicte una v UYnica

solucidn u € ( £)) tal que: &K u = (f, D), probdndc
se asl el siguiente:

TEONE™A 6: Sea L un operador eliptico con coe-

ficientes ¢ (@ v cl{x) £ 0, sea % una regidn como la

: 2,x
(%) Recordar gue norma en _Clx £ estd dada por la suma

de 18‘»1 1oYrmas *



9]

. - - » “
Jescrita en la seccida 2, Tutonces existe una ¥ 8010 uns
a

W

g continua en los Cdatos £, P

o _derostracidn del teorema 5, se hace sisuien-

do tres pacog: a) se derostrard gue esos operadores eshdn

en b) aque ellos forman ua coniunto conexo c) gus
O’ 4 o H

uno de elloz pertene a /\oo' Bsto irplica 21 resulia-

do huscado, como se vé inrediatamente usando el lens pre-

Consicderemos la funcidn:
2 - ——
v = exp( -dKx-z|7) ¥ z € © .

g factor de:

1l & es bastante grande tendremos Iv > O en £ y e5 decir,
al extender Iv s £ 1la ex tensidn reablta positiva,

Sea shora u & "" Xe () con Lu-= 0, enton-
et Vg = U + €V verifica Tu>0 en ),

Vearos la siguiente implicacidn:

Q
Tua > 0 ===> u no tiene un miximo positivo en 9

21 Tu > 0 v el mdximo ze alcanzase en (xl,...,xn

allf Qu/ 9 x, = 0, v ademds dadzs la direccidn TZ. :
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’521}. 2 .
'aTLg ’E ’ax ’ax 7 ng O« O sea la matriz de

U= { f@zu/'a.qi B‘Qj f es no positiva definida.

Sea A = [aij] » Entonces:

’O u e ; . LN
2’ %43 Py ,axa = traza de (A U)=traza(0O A U “0)= (%)

t

= traza (0 A 0CU to), donde O es una

- . - t
metriz ortogonal que diagonsaliza s A. Iuego, D =04 0O
posee la disgonal con elementos todos positivos. Por otra

parte una transformacidn ortogonal no cambia la no-positi

va definitud de U. Iuego tO U O tiene en la diagonal ele
mentos no positivos,.

Asi tenemos por fin: +traza A U £ 0, CGomo ¢ < O
(1) y ‘au/”éx. O en el méximo, resulta Iu £ O allf, con

‘cradiccién;,

‘ Aplicando a u. este principio de méximo, resul
ta que esa funcién no tiene méximos positivos en 9, Por
otra parte en 3 vale ev > 0,(u = 0)y por lo tanto

U ¢ miximo de u, en 2= e.{méximo de v en D).

Finalmente, u = 1im u_, £ 0 ‘en @.
Como -u es solucidn del mismo problema, tembién

=u £ 0. Asf u = 0 y hemos demostrado que si Hu=0

. C o n-1 . L
(%) La traza es el coeficiente de > en el polinomio
caracteristico y por lo tanto invariante bajo trang—~

formaciones ortogonales.



nces u = 0, lo cval implica que ¢°? =Nt (cf, fér-

mvia (4 biel)), o 1o gue es io micmo que L e./\o.

j )

ores elipticos es elin

[y

n el producto por una consiante nositiva y
cue estas operaciones " mantienen o < O", resulta gque el

conjunto de loz operadores en cuestidn es convexo y nor

Jara Gerostrar esto es necesario escribir vara f € ¢ (QD),

~
N s - -p b -8 AL st P
22 I una exuensidn a 7 de £ tal que

0

XL
e (1)
tiene &sonorite compacto, Tal extensidn existe, pues oi

R
1
v ey det g AL ) Ny ) ~ 1 3
{Lpl""’K?*} es una particida de la unidad resnecto de
3

L7
entornos relativamente comvactos con E %Q(X) = 1

—

en 2 y Ge la fdrmula £ = E (f L;E) en EZ), se deduce

que vastard exhender la £ —-. vara cadsg XOG-ZD’ - de
EZ>r\ U a U, donde U es un entorno de Z, - Por la com-
cidad de ED ce pueden elegir Ui""’Ui de manera gque cu

vran ese conjuntec v se ajusten 2 las condiciones exigidas
al enterno U wencionado en la seceidn 2,

se asocia a esa familia la varticidn ‘de la uni

dad mencionada. Is suficiente ver que cada fLPi admite

j}
(&3]

vra extensidn de U F\E) a Ui con soporte compacto conte

. . A .
nido allf vy perteneciente a 07, Por las proviedades del



4
3
i ]

contorne el wrornlera @a 1

[
{

cuce & considerar el caso en que.

ew un egntorno del origen,3£9 coincidiendo con x_ = O

s - o _ e et g . .

7 U, n® = 7, N % £ > O}. “n ecta situacidn es inmedia-

to que la extengion par resmecto % de T kP . rertenece
. . P

1 ne ‘ hd g
a C 77, Tultinlicandc por un

AV
<
=
[}
-
Ch
o
PN
0
Q
p
o
o
s
o
©
)
o)
i
b
fo

sultaco tendrd sonorte coatenido en U, , asegurdndose asi

- 2-n 1
sea ahora v, = T % X |x| y & = (nee__} 7,
o JRR S
. ‘2,).,_,1 ~ n
entoncecs v, € O (7)) v verifica Ay, = £ en R,
ke _
Zl,_ﬂ = fen © s Como se vé dz2l lena 1.
ara encontrar v bactard recolver:
1N 1 = 0O / /
(1) ANv, =0 en y o Vo =P - v =
2 23 1o 1!
puss:-u = v, + U, wienc laplaciano f v coincide con
1 c
P en DL
T B N T ¥ {1 - > - % 3 = 3 R AR "
71 nrovlera (1) tiene una solveidn u, indefini-

o}

damente diferenciable en ED, continua en y como se vé

por ejemplo usando el nétodo de Perron (cef, Petrovsky,I.

ot

G., Lectures on Partial Differential Equations; § 31).

i
fs PR SN e . ~ n27>\'/ 3\ 1
sroparenos agui gue vertensce a C (&), hecho que de-~

rende de las vroniedades del contorno, Dastard verlo para
todo munto ﬁe‘BED,

Jea O GBQ, 57 éo la wolucidrn local gue co-

rresnonde 8 uvn entorno g:LS de O, Ilamemos v = égc(O,ij),

_ 2.
lugge v & 77 (QD) y o ow = u, - Vv, Intonces en cieriogzs
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(2 DAw=0 en Q) 5/2 y W =C en ?@ﬂg&,g, w conti-
7

nua en .Q.;.
Esto significa que basta demostrar gue u e

2 2N, )
c ’7\([}_ 5/2} para tener u, € C "MP)Y, vds afn basta

[+1
o

ver gue en un entorno 0, V, we :‘ fQ;/mf) ciparos

1lamando Q%/z a Qg/zﬁ‘.". Por un teorema de Yellog ze
4 4

2]

1,0 . \
sabe ue we C * ) ¢y ¥ Se puele ineluso procar gue
a ‘5/2 4

e . . .
w gcl’l/ (Qs/g) usando una variante del teorema mencio-

nado, la cual presentamos vars comcdidad del lector en
el apéundice,
Luegzo, si Y es una fuucidn de

en un entorno de 0 y a soporte cormpacto adecuado, Lene—

mos:
A (Ww) =WAw + {operador ds primer orden;{w) =
0 -
(3} =0 + RluYe 017,
' = O 1
Y (4] M en BQ‘%"E ] l— é oL/ 2.

Por otra parte: h = & {2y X
De mcuerdc al teorema 3, n =W¥w, 0 sea, wel ', X<t
en ci ertoQ nor lo tanto, wel . Avlicande de
nueve (3), se oxtiens Uw)e :‘O’l , v con 2l uismo arile

mentoc se¢ vé qgue éo(;?:(w‘},cf) (=w ern vn entcrno d2 C) ver-
2
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PoOR-Ms AUXIIILR: Sea dada una hipersuperficie [©

. 2
por la ecumcidn: X, = f(xz,...,xn) ¢ €7, en un entorno

U de Oo Sea u armdnica en E:Z =g~xl> f(xz,...,xn)}rw U

continua hssts el borde y tal gues u(f’X2’°°"Xn) = Qo (%)
Zntonces grad.u es continua en_gﬁz y verifics
una condicidr HBlder 1/2 en un entorno ¥V (< U) de O:

. : , 1/2
Y %V ¥, (xy)e 7nG),|erad u(x)-grad u(y)|& Cim-y)
donde C es una constante incvepenuientie de X e Y.

Tres lemes precederin s la demostracidn de es-
te resultado:

Lol 1 ¢ Sea Br une easfers de radio r tangente

1 = .
& {Xn = Oj cor centro 0 y U una funcidn continue en el

contorno de Br tal gue si $ ei}Br entonces:

Y@< 1817 A

Iuego, existe uns constunte Cn sy que depende
s8lo de n, tal que, pars Ilp integral de Poisson de Y ,

. /2 -
(l) grad I (X){.S 3l cvn y X & (O, O)o

\Iij

DEMOSTRACION: Sea T una direceidn y u una fun-

cidn ermbnica definide en una esfers B? de radio ¢ ¥

centro 0, sea v una szrmdénica tal que lulgv en B, . En-
5

tonces de:



.I O 1 A

"“’“‘(au(O‘ = 2 Ou Ix % = E % cos 0V
A " K aee - —— X Co
iﬁ? T lxl=s
resulta
o<
n
(2) lgrad w(0)|<& v{(0)
PP
donde %, = superficie de la esfera unitaria, g_ =
& P 94
men de la esfera unitaris,
” -
Crtservezcs gue para reks x € {0,0):
b ] /2 1/2
-/ - { r- ..»)
grad I 1 ¥} = zrad X Mo 2l =
(3)  (avad Ty ) ) = grad_ 7
- (Trl,/g ey
Ca -— ....‘f
L1/2 P { Y
Le funcidn entre corcrstes es:

axmfnica en R

1) "S’(
si §e 'b-,f,

2)

Tuego, para prozar el leme basta dercstrar
sl u verifica 1) y 2), v x€(0',0), 0' = ceniroc ¢e la e:
fere }39 s entonces:
(4) lerad u(xe\‘ftr
donde ho depende ods gue de la dimenszibn, In efen
ponienéo
' LI " -\
I\f(\f“ x) Lf(c;
u{x) =
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cor. W) =W(ENH), € e OB, , x & By, uwe (3)

iy ey T
JoTernenos

gra.d_lw(Y)k <M sup | grad u(x)| < Cvl\f‘l‘-.?i’.
ye (0,0)7 | x €(0,0") ’

Provemos (4). La demostrac:én lu ¢ividiremos en
¢Oos casos:
)¢ s 1; 2) § > 1.

Caso 1: Si % € B, y okes el fngulo formado

§
oor G'O vy 5Té » ¥ P es 1la proyeccibn de Q en {xn = O} ’
vale:
2.
Er =lEl.sen (A/2) = 1§{1&§1/29 =181/ 2¢ .
ve modo que la fureidn arménica V(Q) = 2.5§>J§ R

v versor ortogonul = {Xn = 0 } , mayorsz a u enjB? (0").
Uz (2) ovtenemos: -
2 | x 2
Xn X1y, n

| grad u(x)l < V(X)) —ope

ﬁn;X\ ) \xx}%n /6:1
Caso _2: Sea C" = (040ye4.,0,=1). Si % e’aB§,

de la férmuls del coseno, tenemos:

2 2
1gom 1% > &7 +1,
de los cu.l vresulta {%):

. 2k L
& Pl=|80"}~ 12> l+[§0”> 2 TET =.?tﬁa4ﬂ.

si VBT, 18Py (/)IEP , si (]2 1,
l% P> 1/3, por lo tanto:

(5) 132 > (1812 A 1)/3.

{(#) P se encuentra a distancia uno de O" y en el segmento

gue une § con O,



e
e

vonzideremos la funcidn arndnica:
. “n
; 1
v(§) = —25 (1 ).
=2 L el
)e_on\
Aplicando el tzorsue del valor medio al parén-
t2ele se vE gue este es mavor o igual que:
- i-n . o
(n-2) | P& ., 3777, en la regidn: 1<\B-0" ¢ 3.
Tuego en 1 rﬁ& 1¢|&8-0m" g 3 ; vals: v(€) » u(€). Usan
nuevamente (2), ocbtenemos:
v f =
%, v(x)
i5f*“a3‘11(3~)1\<~ \"ﬂ“ ' vara 1xi<1l, xe(C,0"),
In consecuencia ally:

<

|erad u(x)| &

3% A /

hinl

=n | x) > 1, usamos como.nayoranss v = 1,
P 1 d‘ﬁ. 4 O(n i~ e
grad u(x)| g N y 2.8.D..
fon Pn
1374 2: fea d < 1, Br como en el lema 1, Sea

3

definida en

5, tal que:
2
-~ - ~ - N o - 3

(€) | PG <=1, P = 0 sixica

Zntonces exizte una comstante 7 {gue sdlo de-
vende de n vy r) tal 1ue,si 43 es continuva, u = ILP ’
7 X e y mertenecen a (0,0':, vale:

| grad u(x) - grad u(y)l;& T lx=y 1/ a.

DENOL TRACION :
1 % c ’a?r;
ILP(?(H < QI_O% X ”3'1} =

De la acotacidn

de (D resulta qu

=



Como la exzpresidn entre corchetes e lineal en

{ %1,..., %n}, es armdénica, y por lo tanto:

Kelvin, 7 "iz’ :
n—-2 -2

T ~(x T x\ T olxriix\ ")

I, (%) I -/ 2\ . ‘4‘

&.L&P\X)léh (xx%/ x| & 2r \=r"/ 121 | &

£ 2rlx| .

Recapitulando: ILP(X) es una funcidn armdnica

en RH -

- médximo [ u(E )] .
C P 1$-x1 =9 :

Aplicande (8) a Ikp{y), ? = distancia de v =

i’aB” i Pxf > R}E s Lenemos:

S " P vl o+ o
(9) }{'Iu lLP(E)\ £ nf il ¥ y V€ }Jr.
Pa U§
08 puntos y que distan del segmento (0,0') e
& 3 —
nos que 4/2 verifican: | y|< & + f < 3 ? y ¥ vor lo-
tanto la expresidn eantre llaves en {9) ez < 4, Tara ssoc

juntos, 7, vale entonces:
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[¢)

(10) \eras I@(y)\s 8K,/ p) e

Sean anora z,vy€(C,0'), Te (8), aplicada con

|grad I kP{y;-&lad ILP(ﬂ‘ m .sup | I (z~u§,)~I (7+&) ¢
1§l=q/2
QO(F{ § ‘}
\.;._._..._f_su-q,{graél (&€ +¥) clz -7,
Qﬂ'ﬂ [$i U/P LP
re (0,0')

De (10) ¥ la Ultima expresidn tenemos:

™

LI"A 3: Cesa "e continua y definida en a*sr, ”Sr

’)
coms en el lema precedente, | \P(x) | x| en ese contor
no,

Znfonces existe una constante Cn " tal gque vara
,»-

x,y € (0,0") vale:
,_'kl/z

| arad IL‘O(}: -~ grad I“P(y) \\( Cn P X=3

DRIOSTHACTON: Descompongamos \P en P+ (D =

con \P.=0 siixizd, P,= 0 si|x)|£a/2. Entonces:
2

I\PZ IkPl+ Igpg. Zomo “PJ.(X) [<1x(°Ad° del lema 1 se ob-

. -+ C| 3 b { PREOL "
tisne: | erad ILPl(A;{é\ nop G xe (040 )
Del lema 2,
grad Jp (x) -~ grad I, (V< ¢ | z=y |/& .
‘ e L?z\ C: LFQ( ) \ AN n, T l ot {/
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0 sea,

‘ymdlqﬂx)-gmmihPWJ\g (?+l%§1)cmry

1 , -
Tomzndo 4 = | x=y \ /2, cue huce minimo al parén-~

tesis, obtenemos la tesis, Q.E.D. .

DEMOSTRACION DL TEORBA AUXILIAR:

Es posible defirir en cuda punto ce T" un siste-

ma de ejes, cuyo eje xl es perpencicular a Iﬁ y cuyos

versores coordenados forman campos vectoriales continua-

mente diferenciables. Uns forma de construirlo es la si-
. e ~> .

guiente: sean el,...,en los versores coordenauos en O

con e, perpendicular a | , M un versor ortogonzl a | en

0'; supongamos gue en la regibn que nous interesz para to-
do O' elM asociado sea tal cue su trasladado al origen-:
b d —
e

sea indenpendiente de 62,..., ; corsiderenos el sistema

—_—r — — —— '
t § § R, P | Y
iY],e2,...,en} s &5 = versor pcralelo a ei en O'; su

Graham-Schmidt ortonormalizzéo ¥y ern ese orcen, permite de

finir en O' un sistema {‘1,E2,...,En} que como se vé de

su construccidn estd formado por versores con componentes
continuamente diferencisbles.

Sea r un ntmero positivo fijo tal gue cada es-—
fersa con radio r Zangente a T en todo punto de un cierto
entorno de O (gque podemos suponer toda la regiln en cues-

tién) es 0 completamente interior o completamente exterior

aQ. Un tal r existe: por serr c 02 vale el dessrrollo

en QO':
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%) = f(xz,...,xn) = E E b:’_;‘xlxJ +o( X1 ),

i=2 .'1,3 2
-i = (ngcooyxn)t

Si suponemos la superfieie referida a su plano

tangente en O' la ecuacién de ella toma la forma:
n

f = § D"Jxlxa + r(\X\ )e
i j=2
Luego:

‘\ Zbijxixj\ < (in)l/Zi Z(Zbijxi)‘? l/zé
3 1 |
QIXI[Z(Z 13)(Zx)} _lxl Zb._\x[ M,

Q0 sea, en un entorno, tendremos:

(11) —[M+1]{xi2 L f é[r«nl][x]‘?.
n

+X, = (? x?)(M + 1) define las esferas tangentes aF
=1 ¢

en O' de radio r = 1/2(M+l), que como se vé de (11), dejan
entre ellas a la hipersuperficie T" , i IX l's.?(()'). Pa-
ra demostrar la existencia de un tal r sblo falts ver que

en un entorno V de 0, §(0') estd uniformemente acotada

por abajo v»or una constante positiva. En efecto:

o(1%1%) = €,

donde
Er = Z (2t/2x,2x,)(6") - (0°1/ B, 2x%,) (0')
i,3=2
e =o'l g1 xy.
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0 sea; si O' se encuentri en un entorno V con-
veriente de O, ae la continuicud un: forme ue lus deriva-

das sesuniss se vé gue leo'} < 1 enixi< k. asf (11)

vele simultineamente en O'e V con un mismo f(O') > O
Sean x, y ¢os puntos de { ) gue cistan de I menos de r. Bas
"tard devostrir la corndicibn ce HBlder parz tales puntos,
pues siendo U zrmdnica es iruefinidamente diferencizsble,
verifiedncose la mencioneéz condicién ce 1i6lder uniforme-~
mente para los puntos cue cietan mis que r/2 de | .

Tome 108 lue 08 eslarad By ¥ B, cor certros 0y
4

y 02 respectivanente, e reaius isucl & r. tanzentes a I1
en 0, ¥ 0, tules que x € (51,01), y e (02,02). Referidas

e los sistemze ce coorauent.=s Cuyos vurgores mis srrisa

N bond - — . - - . "
ne os cerotudo con {WZ,Eh,...,En } vodenos "id.ntificsr
&
Bl Y 32 ue la siguiente mimeras definimos uns correspon-
4 3 o i \ - [ :
dencia 1313¢ ~—--—~*T§ € B2 tel nue ﬁai_ gf%)i ’

1 =1,2,ese4ne Vule entonces:
(12) 1§ - 18l¢lo; =0 | + 2r U??(Ol)'- o)1 +

n — ~—ip . .
+ 2 (o) - Ei\oz.}l} .
2

Cormo los virsores son ecortin.cnente diferencice

vles de (12) obtenemos:

(13) |§-18) ¢ £lo -0, .
0106 coineide con la proyeceibn ce lz »oligonal le ¥ 02
e

-0, ¥ por lo teanto:

sobre la recta gue pusea por Ol’ 5



—— oy —p
{0102{ s{proy lel + | 2=y | + | proy Ozy\.

S1 X es el éngulc gue forme la secante O.0

3vp 00

lz tangente a la superficie en el plarno P determinado por

X, O 0 obtenemos : |proy 5;;\ € r |senx} . Lo curva

l’
N
PAaT" tiene en un punto de su arco 0102 una tangente para

lela al segmento ‘5732 ¥y por lo tanto el &ngulo formado

2’

1
por 71(6) con _"}:(Ol) es mayor o igual 21 formado por -’}:(Ol)

-~

con lz proyeccidn (%) de 7{_(O) en P gque coincide con K,
0 ses,

l senat | < i.Yi(Ol) - '?1\(5)\ < K ;QI-E\g

\< Kv \01-02‘ (*) *

. Por lo tanto:
e
X

|proy o.x| & ur (ol-o

5 |
La constente M s8lo cepende de la funcidn gue define aTy
del tamafio ‘el entorno de 0 gue consideremos. Eligiendo
r bastante chico, cosa que podfsmos haber hecho desde un

Principio, resulta:

(14) %01—0216(1/2)101-02i+ fx -y} .
(13) y (14) prueban (15):
(15) |&-18lg2k |x-y] .

Veamos ahora que si'Q es bastante pequedio, vale
(16) \u.(%)] < ¢ d(%,?) = C.distancia de% al'.

(%) 02 e bastante cercsno s Ol « Ambos son cercanas =

O
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=n efecto, sea %QQ , P' el punto ael que reazliza la
2inima aistancia a | (X ). Supongamos d(’%,'[_‘) < r, pues
en caso contrario (16) se verifica con cierta C. Tomemos
las esferas de redio r tangentes ar en P', La gque no in- -~
terseota,Q sea Ge centro P; la otra de centro PV, Entonces
§/ € (P',P"); en efecto, supongamos que no sea cierto y
que respecto a un sistema de ejes ortogonsles con centro
P', € sea de la forma: (\%8,0,0...,0) ¥ que la hipersu-
verficie tenga ecuacidn:

V= 8Wpeensy) =9, VpteeetX ¥+ oy ).
Por lo tanto para cierto i, Oki> 0. Ses 0(2> 0. Para

y3=. . .=,Yn=0 vale :

e
-si Y, es pequefio, g ( 0(2 /2) ¥y

g = y2+0(2_t)y§
5 ¥y por lo tanto
aist [ (181,0,0,...,0),11 £
£ dist[(&%l,o,o,...,o),(%?2,0,...,0)]
donde (:}-1,5:2) es el punto de interseccibén de la recta
¥y = (0(2 /2) ¥, con lu perpendicular a esa recta desde

(181,0,...,0) (en Yp=s+e0o=y_=0), contradiccibn. O sea

% € (P',P").

Consideremos la funcidn armdénica

n = 2R _ & _ p|2n

’

* ) X o
(%) Siempre podemos suponer r y$ ) tan begueiios como pars

que P' exista para % e C)L.
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P asociado a % como més arriba, dist (& s7°) < r. Por ser
h >0 en T es al14 mgyor o igual cue u, y por ser positi-
va en la superficie esférica de cemtro P y radic 2r, pue-

de encontrarse K ( independiente de § ) tal que:
(17) W< End) s _je-2y, §el),
De modo gue para 5\; = ’aBl vale. ¢

(28) () l<e, 18- (5| < m 14203

donde M no depende de Olo

Sea y = Tz, Entonces:

gred u(x) - grad u(y) =

=) grad u(x) - grad u(z}}-a—{grad u(z) - gradzu(Tz)} +

7

{
1
{;;rad_zu('l‘z) - grad u(y)f = 5

+ 1+82+53.
Por el lema 3:
(19) 51 S0 x-22g cryx -y M2

Iz 4ltima desigualdad es consecuencia de X - z = X - ¥ +

+¥~2=(x-y3)+ (T2 -2), y de la férmula (15).
Observando que u(z) = u(Tz) = Iu(§ )-u(T%) te-

nemos s ’
(20) [u(%) - u(T% )I < } grad u(a) l } § —T<§ KC"(x—y] ,

donde la segunda desigualdad es consecuencia de (15), (10)
(poniendo en esta Gltims Y = a) y la acotacidn uniforme
del gradiente de u en los puntos que distan por 1o menos

rael . Del leme 1, poniendo Y = Iu(é’ ) - u(T€) ¥

de la férmula (20) obtenemos :
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1/2

(21)  |S. | = lgrad, (u(z) - U(12))|<C o|x - ¥

2
Recordando que y = Tz, un cédlculo fécil muestra
que si J designas a la matriz jacobiana: Ji. = 13yj /zazi,
. . J
se tiene:
(22) grad, u(Tz) = J. grad, u(y) ,

donde grady u{y) es el veetor columna de componentes
75u/’3yi « Iuego, si ¥ = grad u,
(23) 1851 = |G -Dv (> | - ); 5

1,

\2)1/2’

La transformacién T no es otra cosa que una ro-
tacién seguida de una traslacibn: T = Q + g; vy de (22) se
vé que la matriz de Q coincide con'J,Por otra parte, dado
un vector mnitario e cualqﬁiera, toda rotacibn Q verifica

" para cierta k que depende qélo de u:

Por: 1o tanta,

(24) (2. 1@-1)
: i,
Tomendo en (24) ¢ = Qi(ol), resulta Qe = §T(02). Fi-

| Yk 18- @8 |

nalmente s
S.] £ K".sup| T - 7 <
(25) 1831\‘ k" sup | grad, u(y) | V\Vl(Ol) TL(OQH\
sk'v.C.IOl-Og\\(k.o.{x-—ylr
como se v€ de (14) y del lema 1. En conclusién, de (19),

(21) y (25), resulta:

}grad u(x) - grad u(y) |.g M. | x - yll/z

.M no depende de x ni de ¥y, QeEeDue
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O. Kellog demuestra (cf. Trans. Am. Math. Soc.,
Vol 33, n® 2) un resultado mAs fuerte: Si f pertenece &

Cl’}“, 0 < X <1, bajo las mismes hipdtesis sobre u vale

que grad u satisface una condicidn de H8lder D, en un en-—
torno de O.

De todas maneras, como se vié, para demostrar

el teorema de Dirichlet para entorno 02’}' basta usar el

teorema auxiliar arriva demostrado.



Te wXISTUNRCIA Y URNICIDAD DL PAOBLEMA L JIRICHLET PARA
LaT0 Ji CORTURNO C'NTINUO.

Huestro ovjetivo final es rebzsjar las condicio-

nes que aseguran exitencis y unicidad solicitando solamen

_ 2sA
te para lograr esto que en 9, feC™7", yen 39, LP sea
continua. Pars demositrar esie resultado necesitaremos la

siguiente degigualdad. Para operaiores en gcomo los des-

criptos en las secciones 1 y 2, si K es un compacto conte

«

nido en la regibn y D es su distancia sl complemento de
© s vale: . .

W Wl g S [ bzt + Huty ]

La primera norma se celculs en K y las otras en
@ ; C s6lo depende del operador y de la regidn. Partimos
demustrandio uns serie de lemas suxiliares:

LaMa 1: Si gp es una funcidn = soporte compacto
en 9,‘:{ si D:?- = ’BJ/’éXi-, entorces:

r\

‘“LP““;;,)_S c {\\L?Luua& E Z (93“?) D u\lox-r

2

Is j
Ll [
'f'%l‘ 2 “ ui\?) u\b’k ®
,]:U
DUIOSTRAGIUN ¢ Sesg }L@j ?S el cubrimiento de £ usa-
en el punto 4) de la seccibn 3, {kP ‘K la descomposicién de
J

ia wnidad coXrespondiente y 63 las soluciones locales aso

ciadas con @j o
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Tenemos:
Pr= 2 ipy = 28 Ly pw.
Como SC( LPJ' L_Pu) = (L( LPJ L?u),Q), obtenemos :
| Pull, , < © %M(ij P o5 €

CATID P lonr Zlagp-gpmel,)

De aqui sigue ls tesis observando los coeficien
tes del operador entre paréntesis.

Definamos ¢

;L,@l(u,@ = sup (u(x) - u(y) i/}x - Y(

X, yebo ¢
Lol 2: Sea @ ;ﬁx lxi - xgys %} un hiper-

N4k, >~

cubo de lado 26 . Si ue C (g) v ¥ es un nfimero

vositivo menor ¢ igual a uno, vale para k entero > O:

i) (¥ S)N“D(N)u“oo/g < ¢
>

Nyk %\ hu “00/93+
v (9 %)makg& (D(N+k) O )}
ii) (98 )Ml’}@l@(m s E)) < c \71 1{!{11\1 o

E)
L (V8 )N+K+3~%A(D(N+k)u; 93)
(Aqui CN . Do depende ni de \7, ni de © y ni de u, solamen-
’ .

tede Nyk, = ¥y ZD(J) indice un operador

j Sl Sn
B/%Xl seoe axn g Sl +0-.+Sn = j)a



JuwdTHACION: 1) e 1i) siguen vor induceibn de

7

les férmulas:

i (280 o] ¢ e (98D g T

s S

L o0

o % (\?8>N+3\-%2’(D(N)u; @5)§ ,
XS l—-)un (F+1) l

1) (w5 No™ 4

Q)
1ii1) J@l(d)m' /@ ) &

(sn efecto,ae 1') e 1i') por induccidn resulta i); y de

0

i) e iii') resulta ii)).

03 anCIVl de 1Y) e diit'): Seaﬂ= (/61,..., )

n
un multifncice de derivacibn we oruen W :/31+°..+j5n . Sez
pe =
v un punto de s+ Pura Fijur idees supongemos vy & x;,

pera t0do i. Hzceribimos uf
ulygr tXyeen, ¥+ B0l ). Este funeibu suid cefinida si

Q <.t 6/uo

~

Congideremos 1. expresidn:
o) P 3., .
f(t) = ? ( l)\ u{y+tX ) ( l (/ 2y, \o(\:Zo(i o

y derivando g veces, se
=0

obtiene, luego de hucer x—0:

asf:

f(O) = Oy f‘(O} = O,...’f(ﬁ~i)(

]’-.T
0) = 0, £ () (o)=;3/5u(y);~n

Lo Altime iruslded es debide & que la derivada
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/51 Sn

1
'B‘/’ayl Tevs DY, aperece N!/ﬁl!o../@n! veces

-

en la expresidn (a/ayl toeet 3/’ayn ».

Unz aplicacibn cel teorema del valor medio per-

mite shora obtener:

3\ J
£(t) = 8 £ et)= +F £ 0y + tFe™ (ot)-£ ™ (0)).
B <
0 sea, escribiendo (7,) por ({ii)...(fn y KA
o ¥
por o 1 ees oL . s Lenemos:
1 n

@ m M IoPum = D 1M ageex) (£) -
J o{é‘ﬂ
2 S ST L7 ) seta) - @%w @)
x££ B ¥ }=N
Tuego:
n | oPuy | ¢

Lhaly > ()« emiln® ull > (Siek

ALp i
S Q%\u\\m B FAL }lm} , 0 £t L8N,

siligiendo <t = ‘?5/11 obtenemos i'). Si el corche

i Py
te de (2) lo hubiframos acotado por (O1N) %X(D u; 95)
hubiérsmos obtenido ii').

DELUSTRACIUN de iii') : Esta sigue del teorema

del velor medio, pues:

| DT u(x) - 2P u(y)

1-"A g
<ix-y) fzrad D9ull . £
\x ~y\)~ ~ o N

< K <E}l-—)g“D(N«yl) u

©

Iy



o T
P
¥ . \
+ g %2.{‘ 3 926’ -
(1} /
Aguf D estd en lugzar de unz derivada 9/9dx,, e< 1.
)
DEVOSTRACION Sea‘P uvna funcidn T de sovorie
er 2l hipercubo 1x,1< 2, 9= 1 en 21 rnivercubo §x,}1<1.
e
Llamando 43%(x) :L?{(x~‘ﬁ}/s,j zplicaros el rezultadc
b

{i (Y _!1\, H
3 szl 4+ 2 oo, o ol s
(J) -2 %,\PS"- AC’:)‘ — - & i o 1
- = J L 3
=T p
A Y
o .(-‘L} oLl
+Z i &‘3 L?%, b.il,\' }'g.
i=0,1,2 ’
Okservencs anorz aue valen las giruientes Zeg

8
.

ade
A} § -y 5 o ) R \u" 1 4 5 ’f’ ~1 ! PIRL . 11 §§ [ ~»
a) A».LEQ,XS :Q%g«,u%d -+A@5 1) un%gJ+“u4&k»uw '

G, P § (1Y
=% %;S: ‘-P}y
ht

g
Pr-\
]
poy
\H.
£
o
~
1
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Aplicando a) z cada sumando e (3), usande o)

. ~
o N 2+ X .
¢}, ¥ multiplicarndo por S se obtiene la desiguald

del lema,
A 4: Para todo 0 £V £.1, 2%

le:
>y -1-2
2
M,

0 no depende de ®,V y u, v si de Ly DO,

DEMOSTRACION: Aplicar al

las desigualdades del lerma 2,

DEITHICION:
2+ A
/ = sup ' S

/.4 define una norza.

donde C
TENMOSTRACION: %) se descompons e2n 47 coutog
25
. vr e s ED(i) . e
de interior digliunto: S 11,2, 000,4 .
I .

Cada uno 42 ellos verifica:

Q{i) S Y =29

4.%/2 43

Tvego:

2+ X 2 :
2+ X
S augg,x,/@%&i; =3 ““‘“2 /D

A

~~
pobe
~

N
r
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Zr A x \
. oot 2 ( 8/2) lli‘»“g 1/9(1) £
in1 P

< 22+l 47 ) //q A/

D0STRACTION TE LA DIRSIGUALDAD (1) :

Tomando en el lema 4 supremo en B siemvre

que 9 <= ) tenemos, wpor el lema gue:

] T 11 1 )" 1
< “‘I.{“”""o,l/g v ‘ll“:q/g +

¢ o2, _b/2 obtenenos

(4) Wi, 2, /D" 237%_““1“; - ‘7-1-}“‘7“1"“00/9} )

_ Cea ¢ la distancia de ¥ a 3%) .Toniendo
S = (¢/4VT) A 1, todo cukep B46(X =% )ei X, € K-
;T {x ) . Dor el lema 2, si x R

. . J\-O [N

“D(i)u “Q)/Q ‘(, ) é C(//’L".//Q pu + ﬂu “CD }9
s (%, » X/D /O

i=0,1,2.
Tntonces s

0 el (1) ‘
(4 ) 8 u-‘-‘ u noo/r,: <N C( //11// 1‘/9 + “L‘“ ’l O 1 2'

Por otro lado, si x,y ¥y 0 bien Z-7 1 < B 4, ¥ por lo

1i£.l.to X & @ (._: iy o
: &
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(2)

u(x) - -5(2> a(y)l

— < ull

~N
A
S

” ~2— ;
< oy % /u//2 .S

0 bien, | X -y > D y entonces de (4):

\‘3}(2) u(x) - D(E’ u(y)\ ¢ 2 HDM u“oo/K
lx -y ll N &>
N A \
< 0, % 51 \la\¥oo+//“//2,x\f'

sando (4), (4'), (5) y (5'), ootenemos:

Y ""2""/\" s
-\ K £ 08 {Umﬂo’l/@ + “u“oo/@j

b

Bstomos shora en condiciones de demostrar el:

12034 71 Sean L ‘y@casno en los teoremas pre-

cedenteg. dade T & C ( ) yLP continue en 39 existe

£

une y g0lo una funcidn v, contfrus en @, gue para todo

~

comp.cto K < & s Dertenece a Cé’l(K), v que es solucidn
del problema:
en ).
en 3L.
2

Ao uoTaasCl Gl be:{kpr} uns sucesidn ae funcio-

—t

L

i
H

i

PR
o
i

nes de U° (B@\ tal que kP.-—» LP uniformemente .{(Otsér
vese que por el teorcms ce Stone-Welerstrass, la clausura

. - ﬁ
an la norme uniforme de C R D)) es (V) o ses todas

las furnciones contivuas sobre ™AL,
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Sea { u_1l la sucesién de soluciones sl proble—~

gLun=f
La, =9, .+ (u ec® (D)

(un - um) satisface entonces L(un - um) = 0, ¥y por lo tan

to toma su méximo y minimo en el borde 3@(ver demostra-

cibén del. teorema 6). Iuego:
1% = Yl bc)i\“Pn - kPm” o) Vxeo.

0 sea , la sucesidn {un} es de Cauchy en la norme unifor-

me sobre £, Llamemos u su limite. Es evidente que

‘u/_a@ =LP « Por la desiguzldad (1) de este phrrafo:

C
- Lz -
~donde © es la distancia del compacto K g @(9 e
asi iu } es de Cauchy en CZ’)"(K)
n
' 2,X
u(x)/, = 1lim wu (x)/K en la norma C (X)e Por lo tan-
" n—s o O
u e Cd’k(K) y Iu = lim Lun = £ .
. N — ©

Queda asi probado gue u satisface el problema
de Dirichlet plantezdo.

La unicidad de la funcibn u sigue del principio
del méximo, como en el caso del teorema 6, pues lo que

allf se demostrd efectivamente es que:

Iw =0, we 02(9 ), w continua en % impiica

I W\ é mé,X l VV} . QOE-QDOO
1)



