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Resumen

La nocién de Py-reticulado (ver §1) fue introducida en 1963 por T. Traczyk
[12]. G. Epstein y A. Horn [4] en 1974 investigaron en detalle la teoria de los
Py-reticulados y utilizaron este concepto para encontrar algunas y nuevas impor-
tantes generalizaciones de las dlgebras de Post de orden finito. Ellos introducen los
conceptos de Pj-reticulados y Py-reticulados. La nocién de PyP-reticulado (ver §4)
fue introducida por J. Klukowski y M. Zworski [8] en 1985. De §1 a §5 hacemos una
unificacién de los resultados obtenidos por G. Epstein y A. Horn [4, 5], J. Klukowski
y M. Zworski [8], T. Traczyk [12] e indicamos algunos resultados originales. En §6
resultados sobre el cardinal de los automorfimos de un PPy-reticulado finito, que
simplifican los obtenidos por K.I. Tabash [10, 11] en 1990 y 2002.

1. Introduccion

Recordemos las siguientes definiciones: Si X es un conjunto finito con n elementos nota-
remos |X| =n.

En estas notas representaremos con L, un reticulado distributivo acotado y con 0 y 1, el
primer y ultimo elemento de L, respectivamente. Un subconjunto no vacio, S de L, es un
subreticulado de L si se verifica: “Si x,y € S entonces x Ay, * Vy € S”. Diremos que
S es un (0, 1)-subreticulado de L si es un subreticulado tal que 0,1 € S.

Si X es un subconjunto de L, notaremos con SL(X) al (0, 1)-subreticulado de L generado
por X.

Sea S un (0, 1)-subreticulado de L, n > 2, E,, = {eg = 0,e1,...,ep-02,6,.1 =1} C Ly

60:0<61<"'<6n_2<6n_1:1,
notaremos SL(S, E,) al subreticulado de L generado por el conjunto S U E,,.
Lema 1.1

n—1

(a) SL(S,En):{xEL:x:\/(si/\ei),siES,lgign—l}
i=1
n—2

(b) SL(S,En):{:EEL:x:/\(si\/ei),sieS,Ogign—Q}

=0
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n—1
Dem. Sea X ={zeL:xz=\(s;Ne), s,€5,1<i<n-—1}
i=1
n—1
(i) X € SL(S,E,). Sixz € X entonces z = \/ (s;Ae;), donde s; € S;1 <i <n—1. Como
i=1
si,e; € SUE, CSL(S,E,), parat=1,2,...,n—1y SL(S, E,) es un subreticulado, se
n—1

tiene que = = \/ (s; Ae;) € SL(S, E,).
i=1
(i) SUE, C X.

n—1 n—1
Seax € SUE,. Siz € Sentoncesz =z Al=x A(\ &)=V (z Ae;), de donde
i=1 i=1

resulta que x € X.
Siz =e;,1 <j<mn-—1, considerando s; = Opara 1 <i<n—-117# jys; =1,

n—1
se tiene que s; € S, para 1 <i < n—1y por lo tanto e; = \/ (s; A e;) € X. Ademds
i=1
n—1
= \/(0/\60 € X.
i=1
(iii) X es un (0, 1)-subreticulado de L.
n—1
Por (ii) sabemos que 0,1 € X. Si 1,29 € X entonces 1 = \/ (s; Ae;), donde s; € S,
i=1
n—1
1<i<n—1lyaxzy= \(tjNe;),dondet; € 5,1 <j<n-—1
j=1
n—1
Luego x1Vaa =\ ((siVt;) Ae;), donde s; Vit € S, 1 < i <n—1, por lo tanto 21 Vs € X.
i=1
n—1 n—1
T1 N\ Ty = (\/(Sz Aei)) N (\/(tj Aej)) =
i=1 j=1
n—1 n-—1 n—1 n—1
VN ine)ntyne) =\ (\/(sineint;ne;)) =
j=1 =1 j=1 i=1
n—1 n—1 n—1
\/(Si/\6i/\t1/\61)\/ (Si/\6i/\t2/\62)\/...\/ \/(Si/\6i/\tn_1/\6n_1) =
i=1 i=1 i=1
n—1 n—1
\/(Si/\tl /\61) V (81 /\tg /\61) V \/(Si/\tg /\62) V (81 /\tg/\61) V (82 /\tg/\62)\/
i=1 =2
n—1 n—1
\/(Si/\tg /\63) V...V \/(Si/\6i/\tn_1 /\6n_1) =
i=3 i=1
n—1
[(\/(siAt) V (s1 Ata) V...V (51 Atn1)) Aer]V
i=1

n—1

[(\/(Sz VAN tg) V (82 N tg) V...V (82 N tn—l)) N 62] V...V [(Sn—l N tn—l) N 6n_1] =
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[(Z:\/l(sz/\tl)\/(sl /\i:\/ztl)) A e1]V
[(z(siAtz)v(sg Azti)) Aea] V.oV [(Snet Atnot) Aeni] =
[((t2 Azsi)V(sl Azti)) A eq]V
[((t2 A \/ si) V (s2 A \/ ) Aea] VoV [(Sne1 Atue1) Aeni] € X.

De (ii) e (iii) resulta (iv) SL(S, En) C X. Finalmente, de (i) e (iv) se tiene que
SL(S, E,) = X.

En forma andloga se demuestra (b). [

Observacién 1.1 Si S es un (0,1)-subreticulado de L tal que E, C S entonces
SL(S,E,) = SL(S) = S. Por lo tanto el inico caso de interés es cuando SN E, = {0, 1}.
Supongamos que T = SN E, ={0,¢e;,,€iy,...,€;,,1} #{0,1}.

Sea E! . = (E,\T)U{0,1}. De E! . C E, resulta (i) SL(S,E! _,.) C SL(S, E,).

Sea v € SL(S, E,). Por el Lema 1.1,

n—1
ZE:\/SZ/\FJZ \/{sl/\eZ eZET}\/\/{sZ/\eZ elgéT}—s\/\/{sl/\eZ e ¢ T},
i=1

cons€S. Luegox = (sAN1)VV{(sine):e¢T}=\{(siNe):e; € E,_.} yporlo
tanto (i1) SL(S,E,) C SL(S,E! ).
De (i) y (ii) resulta SL(S,E! )= SL(S,E,), con SNE! ={0,1}.

Corolario 1.1 Si S es un (0, 1)-subreticulado de L tal que SL(S, E,) = L entonces todo
elemento de L se puede escribir como

n—1 n—2
(@) z=\(dnre), () 2= N(aVe)
i=1 =0
donde d; € S;1 <1 < n—-1,dy > dy > -+ > dpy yc € 5,0 < i < n—2,
Co=>C1 2 " 2 Cpa.
n—1
Dem. Por hipétesis si € L entonces x = \/ (s; Ae;), donde s; € S, 1 <i <n—1
i=1
n—1
Sea d; = \/ sj, parai = 1,2,...,n— 1, luego es claroque d; € S,1 < i <n—-1y
j=i
di >dy > > dpy.
n—1 n—1 n-—1



4 L. Monteiro, S. Savini y C. Cimadamore

2
(s1 Nep)V (s2 /\\/ej) (s3 /\\/ej snl/\\/ej
j=1

n—1
(s1 Ne1)V(sy Nea)V(s3 ANez) V...V (Spo1 Aepo1) = \/(sZ Ae;) = .
i=1
En forma andloga, poniendo ¢; = A s;, se demuestra (b). ]

5=0
Toda representacion de un elemento x de L, del tipo indicado en el Corolario 1.1, se
denomina representacion mondtona de x.

n—1 n—1
Observacion 1.2 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Sixz = \/ (d; Nei) ey =\ (fi Ne;) son

i=1 i=1
representaciones monotonas de x e y, respectivamente, entonces x Ny y xVy tienen la
siguiente representacion monotona:

n—1 n—1
r Ay=\(dNf) Ne), rVy=\(dVfi) Ne).
i=1 =1

En efecto, por lo indicado en el Lema 1.1 sabemos que

=[((f1 A \_/di) V(dy A \_/fi)) A e1]V

[((fg N \_/ dz) V (dg N \_/ fz)) N 62] V...V [(dn—l A\ fn—l) A 6n_1].

Por hipdtesis,

n—1 n—1 n—1 n—1

(1) \_/1 fi=f1, \/2 fi = fo, \_/3 fi=fs ..., '_\/ 2fi = fa-2, ¥
n—1 n—1 n—1 n—1

(2) Vdi=di, Vdi=dy, \ di=ds, ..., \ di=dno.
i=1 =2 i=3 i=n—2

Por (1) y (2) tenemos:
X /\’y:[((fl /\dl) \/(dl /\fg)) /\61] \/[((fg /\dg) \/(dg /\fg)) /\62] V...V

[(dn—l /\fn_l) /\en_l] =
((diA(fr V f2) Aex) V((daA(fa V fs) Aea) VooV ((duct A fac1) Aencr).

Luego como f; > fiv1, 1 <1< n—2, se tiene que:

n—1
T /\y = ((dl/\fl) /\61)\/((d2/\f2) /\62)\/...\/((dn_1 /\fn—l) /\6n_1) = \/((dz /\fz) /\6i).
i=1
n—1
De la distributividad de L resulta en forma inmediata que x Vy = \/ ((di V fi) Ne;).
i=1

Notaremos con B(L) el conjunto de todos los elementos booleanos de L, que habitualmente
se denomina el centro de L. Si b € B(L) notaremos con —b al complemento booleano de
ben B(L).
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2. Fy-reticulados

Definicién 2.1 (T. Traczyk, [12])
Si L es un reticulado distributivo acotado, E,, = {ep,€1,...,en_2,en_1} un subconjunto de
L tal que

ep=0<e1 < <ep9<e,1=1 y SL(B(L),En) =L

se dice que L es un Py-reticulado y que E, es una cadena base de L.

Es claro que si L es un algebra de Lukasiewicz con eje e, que no es un algebra de Boole,
entonces L es un Fp-reticulado con cadena base {ey = 0,e; = e,ea = 1}, si L es un
algebra de Lukasiewicz con centro ¢, entonces L es un Fj-reticulado con cadena base
{ep = 0,e1 = ¢,ea = 1} (R. Cignoli, [2], L. Monteiro, [6]) y que si B es un algebra de
Boole no trivial entonces B es un Fy-reticulado con cadena base {eg = 0,e; = 1}.

Si L es un Py-reticulado, E,, = {eg = 0,e1,...,en-2,€,—1 = 1} es una cadena base de L y
E, N B(L) #{0,1}, por la Observacién 1.1 sabemos que existe una cadena base F' de L
tal que F'N B(L) = {0, 1}. Por lo tanto podemos afirmar que para todo Py-reticulado L,
que no es un algebra de Boole, existe una cadena base ey = 0,e1,...,e, 2,€,_1 = 1 tal
que {ei,...,en2} N B(L) = 0.

Si L es un reticulado distributivo acotado finito tal que B(L) = {0, 1} entonces L es un
Py-reticulado si y solo si L es una cadena.
En efecto, sea L = SL(B(L), E,,) un Py-reticulado con cadena base E,,. Por el Corolario

n—1

1.1 z = \ (b; A ¢;) cualquiera sea © € L, donde b; € B(L) = {0,1}, 1 <i<n-—-1y
i=1

by > by > - > byy.

Consideremos las n sucesiones crecientes posibles:

Si b; =0, para todo 7, 1 <7 <n — 1, entonces x = 0.

IN

Sib;=1,paral <i<kyb=0,parak+1<:1<n-—1,donde 1 <k<n-—2se
k

tiene que z = \/ ¢; = ex.
i=1

n—1
Sib; =1, paratodo i, 1 <i<n—1entoncesx = \/ ¢; =e,-1 = 1.
i=1
Podemos afirmar entonces que L C F,, y como E, C L se concluye que L = E,, es decir,
L es una cadena.
Reciprocamente, como L es finito entonces L = {ey = 0,e1,...,€p-0,6,1 = 1} y
SL(B(L),{eo,€1,-..,€n—2,en_1}) = L, luego L es un Py-reticulado.

Observacion 2.1 (1) Si L es un Py-reticulado entonces, por el Corolario 1.1, todo ele-
mento x de L se puede representar de la siguiente forma:

n—1

xr = \/(bi/\6i),

=1

donde b; € B(L),1<i<n—1yby >by>--->b,_1.
(2) L es un Py-reticulado finito si y solo si B(L) es finito.
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Ejemplo 2.1 Consideremos el reticulado L;, cuyo diagrama de Hasse se indica a conti-
nuacion:

entonces B(L;) = {0,a,d, 1}.
SiEs ={ey=0,e1 =b,ea =1} 6 E3 = {eg=0,e1 = c¢,ea = 1} entonces SL(B(Ly), E3) =
L,. Luego, podemos afirmar, que existe mas de una cadena base para L.

Ejemplo 2.2 Sea L, el reticulado distributivo indicado en el siguiente diagrama:

N
<N
AN

entonces B(Ly) = {0,d,e,1}. Sea E3 = {eg = 0,e1 = ¢,ea = 1} luego SL(B(Ls), E3) =
Lg. Si E4 = {60 = 0,61 = b,€2 = g,€3 = 1} 0 E4 = {60 = 0,61 = a,€y = f,63 = 1}
tenemos que SL(B(Lg),Ey) = Lo. Si E5 = {eg = 0,1 = b,ey = c,e3 = f,eq = 1}
6 Es ={ey =0,e; =a,es =c,e3 = g,eq = 1} también SL(B(Ls), E5) = L. Es claro
que n = 3 es el menor natural tal que SL(B(Ls), E,) = Lo.

Definicién 2.2 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Un Py-reticulado L se dice de orden n,
(n > 2) sin es el menor natural tal que L tiene una cadena base con n elementos.

Por lo tanto los reticulados L; y Ls, indicados precedentemente, son FPy-reticulados de
orden 3.

Es claro que si L es un élgebra de Lukasiewicz con eje 6 L es un dlgebra de Lukasiewicz
con centro entonces L es de orden 3. Si B es un algebra de Boole no trivial entonces B es
de orden 2.

Sea L un reticulado distributivo acotado, E, = {eg,e1,...,en—1} C L tal que g = 0 <
e1 < -+-<ep_1 =1y By una subdlgebra booleana de B(L).

Lema 2.1 (T. Traczyk, [12])

n—1
SL(B(], ) {l’ el : \/(bi/\6i), b; € B(], bi/\bj =0 s Z%]}

=1



Py P-reticulados 7

n—1

Dem. Sea X ={z €L :z= \(biNe;), bi € By, by ANbj =0 si i # j}. Es facil ver
i=1
que X C SL(By, E,).

Seax € SL(By, E,), como By es en particular un (0, 1)-subreticulado de L, por el Corolario
n—1

1.1, sabemos que z tiene una representacién mondtona, esto es, x = \/ (d; A e;) con

d€By, 1<i<n—1lyd >dy>--->dy 1. -

Sean ¢j =d;j N —dj41, 1 <j<n—2yc,1 =dp1,luegoc; € By, 1 <j<n-—1.

Sil<j<n-—2, tenemos que ¢; Acp—1 = dj N —dji1 Ad,—1 y como dj1 > dy,—1 entonces

— j+1/\dn_1 :0, luego Cj/\Cn_l :0, 1 S] STL—2

Sean j, h tal que 1 < j,h <n—2y (1) j # h. Vamos a probar que ¢; A ¢, = 0. En efecto,

(2) Cj VAN Cp = dj VAN —dj+1 N dh VAN —dh+1.

Por (1) tenemos que (3) j < h 6 (4) h < j. Supongamos que se verifica (3). Luego j+1 < h

y entonces dj, < djiq, por lo tanto d, A —dj11 < dj41 A —djy1 = 0 de donde resulta (5)

dp N —dji1 = 0. De (2) y (5) se tiene que ¢; A ¢, = 0. Si vale (4) se procede en forma

analoga.

Sil<i<n-—2entonces:

dine; = (diNe)) N(—diz1Vdipr) = (diNeg AN—dip1) V (diNe; ANdirr) = (i Nei) V (divr Ney).
Como e; < e;41 entonces d; 1 A e; < d;ii1 N e, luego

(di Nei) V (diz1 Neivr) = (i ANei) V (digr Nei) V (digr Aeirr) = (i Aei) V (digr Aeigr).

De aqui resulta que
n—1 n—2

T = \/(dz/\Q) = \/(di/\6i)\/dn_1 =

i=1 =1

(dl VAN 61) V (dg VAN (&) V...V (dn_g VAN 6n_3) V (dn_g VAN 6n_2) V dn—l =
(Cl VAN 61) vV (Cg N 62) V...V (Cn_g N 6n_3) V (dn_g VAN 6n_2) V dn—l =
n—3

(Ci VAN 6i) V ((dn_g VAN 6n_2) N (_dn—l V dn—l)) V dn—l =

\/ (Ci VAN 6i) V (dn_g VAN _dn—l N 6n_2) V (dn_g N En—2 N dn—l) vV dn—l =

n—2 n—2 n—1
\/ (Ci N 6i) V dn—l = \/ (Ci N 6i) V Cp—1 = \/ (Ci N 6i).
=1 =1 =1
Por lo tanto SL(By, E,) C X. [

Toda representacion de un elemento x de L, de la forma indicada en el Lema 2.1, se
denomina representacion disjunta de x.

Observemos que, en particular, todo elemento de un Fy-reticulado tiene una representacion
disjunta.
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Lema 2.2 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si Lo = SL(By, E,,) entonces B(Ly) = By.

Dem. Seabée By C Ly. Luego —be€ By C Ly ycomobV —b=1ybA —b=0 entonces

b € B(Ly).

Sea (1) x € B(Ly) C Lg. Por el Lema 2.1, x tiene una representacién disjunta, esto es,

(2) l’:é\_/l(bj/\6j) donde b; € By, 1 <j<n—1yb,ANby=0,paral <hk<n-—1,

Wtk

Fijado i, 1 < i < n — 1, entonces b; A x = b; \ n\_/i(bj Nej) = n\_/i(bl Abj A e;). Como
j= j=

b; Nb; =0, para j # i, tenemos que b; Az = b; Ne; = s;. De b; € By C B(Lg) y (1) resulta
que s; € B(Ly).

Sea t; = —s;, luego t; € B(Lg) C Lo y por lo tanto ¢; tiene una representaciéon mondtona,
n—1
es decir, t; = \/ (¢;jAej)donde ¢; € By, 1 <j<n—1yc >c>--->cp.
j=1
n—1 n—1
Ahora bien, 0 = s;At; = biAe; A\ (¢;N\e;) =V (bine;AcjNej), de donde by Ae; Ae; =0,
j=1 j=1

esto es, s; Ac; = 0. Como s;,¢; € B(Lg) entonces s; < —c¢;, luego (3) s; = s;Ab; < —c; Ab;.
Ademsis

- n—1
l=sVti=(biNe;)V \/cj/\ej <el\/\/cj/\ej)
: ]1

n—1 i—1 n—1
: — . . . . A e . . ) —
\/(6 V(¢ Aej)) \/(6@ Ve ANep)) Ve V(e Aei)) Vv \/ (€: V (¢j Aej))
j=1 j=1 j=i+1
i—1 n—1
Vievinre))vev \/ (eV(cie)) <
j=1 j=it1
i—1 n—1
\/(6i V (Cj N 6j)) V 6i\/ C; V \/ (6i \/Cj) =
j=1 j=i+1
i—1 n—1
\/(6i V (Cj /\6j)) V 6i\/ C; V (6i V \/ Cj) =
j=1 j=i+1
i1 i1
\/(6i V (Cj N 6j)) V €; vV C; V (4 V Cit1 = \/(6Z vV (Cj N 6j)) V (4 V C;.
j=1 j=1
i1 i
Sil<j<i—1entoncescjAe; <ej <e;. Luego \ (e;V(cjAej)) =\ e =e;, de donde
j=1 =
1<e;Ve; Ve =e; Ve, esdecir, 1 =e; V. Porlo tanto —¢; = —¢; A1l = —c; A (e; V) =
—c; N e, esto es, —¢; < e;. En consecuencia (4) b; A —c; < b; ANe; = s;.
De (3) y (4) resulta que s; = b; A e; = by A —¢; y como b;,—c; € By tenemos que
si="bi Ne; € By, 1 <i <n— 1. Luego por (2) se concluye que x € By y por lo tanto
B(Lo) = Bo. n
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Corolario 2.1 Ly es un Fy-reticulado.
Dem. Por el Lema 2.2 B(Ly) = By, luego Ly = SL(By, E,) = SL(B(Ly), E,) y por lo
tanto Lg es un Py-reticulado. [ |

Esto nos da un método para construir Fy-reticulados.

Lema 2.3 Sea L es un reticulado distributivo no trivial y p,u € L tales que p < u. Si
L' = [p,u] entonces:

(a) L' es un reticulado distributivo con primer elemento p y ultimo elemento u. Sip < u
entonces L' es no trivial,

(b) L'={pV(xAu):x € L} ={(pVx)ANu:x €L},

(c) Bo={pV (bAu):be B(L)} es una subdlgebra booleana de B(L').
Dem.

(a) Es bien conocido que se verifica (a).

eaT={pV(xAu):x€ L}, dondep<uytecT.Entoncesp<t=pV(rAu)=
b) Sea T V(x A L}, dond teT. Ent <t V(x A
(pVa)A(pVu)=(pVz)Au<u, luego se tiene que t € L.
Seat e L' estoes, p<t<wu Det<uresultat =tAuycomop <t entonces
t=pVt=pV(tAu)yporlotantot e T.

(¢) Comop=pV(0Au)yu=pV(1Au)entonces p,u € By.

Sean z,y € By, estoes, z = pV (b Au) ey = pV (ba Au), donde by, by € B(L). Luego
xVy=pV (b1 Vb)) Au)yzAy=pV ((by Nb2) Au), con by V by, by ANby € B(L) y
por lo tanto z Vy, x Ay € By.

Si b € By entonces b = pV (b Au), con b € B(L), de donde por (b) resulta
que b € L'. Sea b = pV (=bAu) € ByN L. Por lo visto precedentemente,
V'V = pv((bv—=b)Au) = pV(1Au) = pVu =uy VA" = pV(bA—bAu) = pV0 =p
Luego b’ € B(L') y por lo tanto By C B(L').

|
No necesariamente se verifica la igualdad de los conjuntos By y B(L') del lema anterior.
En efecto, sea L el reticulado distributivo indicado en el siguiente diagrama:

Il
N
N

,

entonces si L' = [a, d] tenemos que By = {a,d} y B(L') =L'.
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Teorema 2.1 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si L es un Py-reticulado con cadena base
ep=0<e <---<ep1=1, y L' =le;ej], donde e; < e; entonces:

(a) L' es un Py-reticulado con cadena base e; < €1 < --- < e;, donde B(L') =
{e;V(bAe;):be B(L)}.

(b) Sie; = fo <---< fr—1 =e; es una cadena base de L' entonces ey < --- < €;_1 <
fo<- < fro1<ejp1 <---<enpo1 esuna cadena base de L.

(c) Si L es de orden n entonces L' es de orden j — i+ 1.

Dem. (a) Por el Lema 2.3 (a), sabemos que L' es un reticulado distributivo acota-
do con primer elemento e; y udltimo elemento e;. Si X C L' notaremos SLj/(X) al
(0, 1)-subreticulado de L’ generado por X.

Por el Lema 2.3 (c), By = {e; V(bAe;): b€ B(L)} es una subélgebra booleana de B(L').
Consideremos Ly = SLy/(Bo,{e;,...,ej}) C L'y probemos que Ly = L'

n—1
Sea x € L' C L, luego z tiene una representacion mondtona = = \/ (by A ex) donde
k=1
bkEB(L), 1§k‘§n—1yblzbgzzbn_1
Por el Lema 2.3 (b) tenemos que
n—1 n—1
r=eV(e;ANx)=1¢eV(e; A \/(bk/\ek)) =e V \/(bk/\ek/\ej) =
k=1 k=1
7 i n—1
eV \ (b herney) v\ (b hexhey) v\ (b Aex Aey).
k=1 k=i+1 k=j+1

Sil<k<i comobyAepANe; <ep<e;luego V (bp AepAej) < e ypor lo tanto
k=1

i
eV V (b Nep Nej) =e;.

k=1
Sii+1 <k < jentonces e; < e;, de donde resulta by Aex Ae; = b Aeg.

n—1
Sij+1 <k <n—1entonces ¢; < e;11 < e y por lo tanto \/ (by Aep Aej) =
k=j+1
n—1 n—1
Vo (une))=e;n Vb =ejAbjn.
k=j+1 k=j+1

Luego

J—1

J
ZL’Z6¢\/ \/ (bk/\€k)\/(6j/\bj+1) :€iv \/ (bk/\ﬁ’k)\/ (bj/\6j)\/(6j/\bj+1) =
k=i+1 k=i+1

Jj—=1 Jj—1

eV \ (rAer) Vieg A Vi) =eVv \[ (b Aer) V(s Aby) =

k=i+1 k=i+1

J
€; V \/ (bk VAN ek).

k=i+1
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Sii+1 <k <jentonces by Aep = by NepAejycomoi <i+1 <k entoncese; Ve, = ey,
entonces '
j

J
r=eV \/ (br Nek Nej) = \/ (e V (b Nex Nej)) =

\/ ((ei V (bx Aej)) A (e Ver)) = \/ [(e: V (b A ej)) A eg).

J
Como b, =¢; V (bpy ANej) € By, i +1 < k < jentoncesz = \ (b Aex) € Lo.
k=i+1
Luego L' = Ly y teniendo en cuenta el Lema 2.2 resulta B(L') = B(Ly) = By, es
decir, L' = SLy/(Bo,{ei,...,ej}) = SLy(B(L'),{e;,...,e;j}) y por lo tanto L' es un
Py-reticulado.
(b) Sea fo = e; < fi < --- < fr—1 = e; una cadena base de L'. Vamos a probar que

(*) {eo,---,€i-1, fo,- -, fr—1,€j41,...,€n_1} €s una cadena base de L, esto es, que todo
elemento x € L se puede escribir del siguiente modo:

i - n—1
l’:\/dk/\é’k \/ch/\fh \/(dk/\ﬁ’k),
k=1 h=1 k=j+1

donde dy, ¢, € B(L),paral <k <i, j+1<k<n—-1y 1<h<r-—1
Como L es un Py-reticulado con cadena base eg < €1 < --- < e,_1 entonces x tiene una
representacién mondétona,

7 i n—1
Tr = \/(bk/\ﬁ’k)\/ \/ (bk/\ﬁ’k)\/ \/ (bk/\ﬁ’k).
k=1 k=i+1 k=j+1

Sii <k < jentonces ex € L' = SLp/(Bo,{fo, f1,---, fr-1}) luego

r—1
€k = \/(dgzk) A fh)>
h=1

donde dglk) € By, es decir, dglk) =e; V(e 5 A e;), con cﬁl) € B(L), luego

e = \/ (v (e nes)) A fi) = (s A ) V (e hes 1 o) =

r—1 r—1 r—1
\/ eV \/(cgk) A fn) =€V \/(cgk) A fr)
h=1 h=1 h=1

Luego, para i+ 1 < k < j tenemos

r—1

b Aew = b A eV \/ (e A fn) = (b Aei) V(b A \_/(cg'@ A fi))

h=1 h=1
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entonces , , .
J J r—
\V tene) =\ [ene) v\ e A fi) =
k=i+1 k=i+1 h=1
J j r—1 . J j r—1
\ Gene)v \V IVOA? Al =n \ v\ IV OeAc? Af)] =
k=i+1 k=i+1 h=1 k=i+1 k=i+1 h=1
i r—1
(e Abi) VN [NV B Ac? A f)] =
k=i+1 h=1
r—1 i
(e: Abi) vV VIOV (B Ae?) Al
h=1 k=it+1
Luego
7 i n—1
l’—\/(bk/\ek)\/ \/ (bk/\ek)\/ \/ (bk/\ek)—
k=1 k=i+1 k=j+1
7 — i n—1
\/ (b A ex) V (€3 Abiga) V \/ \/ Gene)A v\ (o Aer) =
k=1 h=1 k=i+1 k=j+1
i—1 r—1 i n—1
\ (e Aer) V(b Ae) V(e Abi) vV NIC\ e A A IV (b Aer) =
k=1 h=1 k=i+1 k=j+1
i—1 r—1 J n—1
\/ (b Aer) v (ei A (0 Vb)) v\ I( \/bwwh»Aﬁ] \ (b Aer) =
k=1 h=1 k=i k=j+1
i—1 r—1 7 n—1
\/ (b Aer) V(e Abi) v /[ \/ b AN AFl v\ (b Aer) =
k=1 h=1 k=i k=j+1
r—1 J n—1
\/ bk/\ek \/ \/ bk/\Ch /\fh] \/ (bk/\ek),
k=1 h=1 k=i k=j+1

J
donde by € B(L),1<k<i j+1<k<n—1y \ (A eB(L),1<h<r-—1.
k=i+1
Por lo tanto {eq, ..., ei—1, fo,- -, fr—1,€j41,-..,€n—1} €s una cadena base de L.

(c) Supongamos que L tiene orden n. Por (a) sabemos que L’ tiene una cadena base con
j — i+ 1 elementos. Supongamos que L' tiene orden t < j — i + 1, esto es, existe una

cadena fy =e;, f1,..., fic1 =¢; tal que L' = SLp/(B(L'), {fo, ..., fi-1})-
Si consideramos E' = {eo, ..., €i—1, fo, fi--., fi—1,€j41, ..., €1 = 1} entonces

Fl<itt+[(n—-1)—G+)+1=itt+n—1—j<itj—it+tl+n—1—j=n

Luego por (*), £ es una cadena base de L con un nimero de elementos menor que n,
absurdo. ]
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3. Cadenas base

Sean L, y Lo Py-reticulados de orden ny y no, respectivamente, con cadenas base

(00 = 0 el 10y (0 = o o ey
donde ny < ng, y sea L = Ly X Ls.
Vamos a considerar los siguientes elementos de L (ver G. Epstein y A. Horn, [4] , Lema
4.9):

(e ) 6(2)) si 0<1<n;—1

Z ?

e, =
(1M,eP) siny <i<ng -1
Es claro que eg < 3 < -+ < en,—1. Vamos a probar que ésta es una cadena base de L.
ny1—1
Si (x,y) € L entonces x = \/ (bl(-l) A el(-l)), donde bl(-l) € B(Ly) y bgl) > . billl 1
i=1
@ (2) 2) 5 (2)
y=V (b /\e ) donde b;” € B(L2) y by >0, ;. Luego
i=1
ni—1 ng—1
(@y)=(\ 0" Aae), \ 0 nel?)) =
i=1 i=1
ni—1 ny1—1 ng—1
1 1 2 2 2) 2
(V0 ne), \/ 0P A v o®, \/ 0P nel)) =
i=1 =1 i=nq
ni—1 ng—1
\ 07 A el b ael?) v \/ (0 b Ael)) =
=1 i=nq
ny—1 ng—1
1) ,(2) 1) (2 2) 2
V(@67 A e, ) v\ (09, 687) A (19, ).
i=1 i=n1
Si ponemos b; = (bg1 ,bf) 1 < i < ny —1, entonces by > by > -+ > by, 1 y si
bi = (0(1)7bz('2))7 np <1 < ng— 1, se tiene b,, > -+ > by,—1. Ademas b,,—1 > by,
luego
ny—1 na—1 ng—1
(@)= \/ ine)v \/ (bine) =\ (bine),
i=1 i=ny i=1

donde by > by > -+ > by 1 > by, > > by, 1 yb € B(L), para 1l <i <ny— 1.
Luego (1) SL(B(L),{eo,e1,...,en,—1}) = L, y por lo tanto L es un FPy-reticulado.

Supongamos que L tiene una cadena base fy, fi,..., fn_1 con n elementos, es decir,
SL( (L), {fo, fi,- -+ faa}) = L, donde fo = (00,09), f; = (fi", f7), 1<i<n -2y
fom1 = (11, 104)),

Es claro que 00, 1(1), ceey ffll_)l es una cadena de Ly y 0, 1(2), ey fflz_)l es una cadena de

L.
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n—1
Por hipdtesis (z,y) = V/ (b A fi), con by = (b, b) € B(L) y by 2 by > -+ 2 by
i=1
Esto es,
n—1 n—1
(,y) =\ (G 0) A 12)) = 6P A f9 02 A ) =
=1 i=1
n—1 —
AVICREY R \/ b A £2)).
=1 i=1
Luego
n—1 n—1
i=1 i1

De aqui resulta que SL(B(Ls), {féz), 1(2), . .,f,(f_)l}) = Ly y como Ly es de orden ny
entonces n > ny. Por lo tanto, como por (1) sabemos que L tiene una cadena base con ny
elementos resulta que L es un Fy-reticulado de orden ns.

En general, se puede probar que:

Lema 3 1 (G Epstein y A. Horn, [4]) Sea L; un Py-reticulado con cadena base

{60 ,61 N _1} para j € J, n = max{n; : j € J} finito. Si se define el =
S)_l, para n; < k < n —1 entonces L = H L; es un FPy-reticulado con cadena base
E,={e;=(e))jes:0<i<n—1}. =
Consideremos las cadenas

Cy={0}yparan € N, n>2, Cn:{%;lzogjgn—l}. (3.1)

Observacion 3.1 (1) Toda cadena con n elementos tiene exactamente una cadena
base.

(2) Si Ly y Ly son Py-reticulados de orden n entonces L = Ly X Ly tiene orden n y una
cadena base para L estd dada por E, = {e; = (e ) (2)) 0<i<n-—1}.

Z ? Z

(3) Si Ly = Cyy, Lo =C,, yny < ny entonces Ly es de orden ny, Ly es de orden ny y
L =1L, x Ly es de orden ns.
Sean ny,ng,...,n, nimeros naturales tales que m; # ny, para todo j # Kk,
1 <5,k <, mh, 1 < h < r nimeros naturales y C,, las cadenas definidas en

(3.1). Si L = H Cnentonces L es de orden n = max{n; : 1 <i <r}.

ny
h=1

Sean Ly y Lo Py-reticulados de orden ny y no, donde n; < ng, con cadenas base

2
{60 >61 I n1 1} y {60 >61 7"'7622)—1

respectivamente. Consideremos los siguientes elementos de L = L; x Ly (G. Epstein y A.
Horn, [4] , pag. 74):

1 2
(() ())

ey € si 0<t<nyg—mny
h; = (3.2)
(el(-i)nﬁm, egz)) si mo—np+1<i<mnyg—1.
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Es claro que {ho, h1,...,hn,—1} es una cadena de L pues, para j < k, 0 < 5.k <ng —mny
se verifica h; < hi, hpy—n, = (e((]l), efz)_m) < (egl), efz)_mﬂ) Ppy—n,4+1 ¥ para

J<k,ng—mni+1<j,k<ny—1setiene h; < hy.
Vamos a probar que esta es una cadena base de L. Si (x,y) € L entonces

ny1—1

=\ (" relV), donde bV € B(Ly) y b > b5 > >0l
=1
e
ng—1
y=\ 07 re?), donde b € B(Ly) y bi? > b > >0 .
=1
Luego
ni—1 ng—1
1 1 2 2
(@,y) =\ O neD), \/ 0P nel?)) =
=1 =1
ny1—1 ng—ni ng—1
(V6 Ae), \/ P nePyv \/ 0P nel?)) =
=1 =1 i=ng—nq+1
W N/ @ . @ R (1) e o
(eg (b7 Ne; ) V( \/ (0 gy N €y )5 \/ (b7 Ne)) =
=1 i=ng—nq+1 i=ng—nq+1
7 @ . (@) SR (1) @ , (@)
(60 >b /\6 )\/ \/ (bi—ng—i-nl Ne z na+ny b /\6 )
=1 i=ng—nq+1

no—ni

1 2 1 2 1 2 1 2
V (e 0 A e ey v\ (0 B A (el o e)).
=1 3

Siponemosbi—(e0 ,b(z) 1§z’§n2—n1ybi—(b(1 b(z) no—n1+1<i<ng—1

1—no+ni’ 1

entonces ) X
@)=\ Girnh)v \/  GiAh)=\ (binh),
=1 i=nz—ni+1 i=1

lo que prueba que SL(B(L),{ho,h1,. .., hny-1}) =

Del Lema 3.1 y (3.2) resulta (ver G. Epstein y A. Horn, [4]) que si L; y Lo son
Py-reticulados de orden n; y ne, respectivamente, con 2 < n; < ng, entonces Ly X Lo
tiene mas de una cadena base.

Sean C), y Cy, los Fy-reticulados definidos en (3.1). Para simplificar las notaciones vamos
a notar ¢! = L, para 0 < j < n — 1, a los elementos de C,, y el™ = L, para

J n—1 J m—1
0<j<m-—1, alos elementos de C,,.

Sil<n<m,sea P(n,m)=C,xC,,, entonces P(n, m) es un Py-reticulado de orden m.
Sabemos que P(n,m) tiene mas de una cadena base ([4]). Vamos a determinar el niimero
de cadenas base con m elementos de P(n, m). Notaremos con C'(n, m) el conjunto de todas



16 L. Monteiro, S. Savini y C. Cimadamore

las cadenas base con m elementos de P(n,m). Si m > 2, como P(1,m) = C,, entonces
|C(1,m)| =1, para m > 2.

Es claro que |C(2,3)] = 2. Sin =2y 3 < m consideremos los siguientes elementos de
P(2,m)

( (2) (m))

60 760 % (m))

g = (e, e, B elm ),

do = g2 = (€5 s €m 1

(2) (m)) g1 = ( (2) (m) ),

€175, €En 2 ) el ).

g5 = (€1, €m

entonces B(P(2,m)) = {qo, ¢2, 3,5}

(q4] es un subreticulado de P(2,m) isomorfo a P(2,m — 1) luego es un Fy-reticulado de
orden m — 1y B((q4]) = {q0, 01, g3, s }-

(¢1] es un subreticulado de P(2,m) isomorfo a P(1,m — 1) luego es un Fy-reticulado de
orden m — 1y B((¢1]) = {qo, 1 }-

Si En, = {fo = qo0, f1,---, fm—1 = @5} es una cadena base de P(2,m) y Zi(z)(Em) =
{(egz),y) cy € Cp} N E,, para i = 0,1, entonces

Zi(z)(Em) # (0, para i =0, 1. (3.3)

dado que fy € Zéz)(Em) Y fino1 € Zl(z)(Em). Observemos que
25 () U 2y (B) = ({(e6”,9) 1y € O} N En) U ({(e1,9)  y € C} N E) =

{(e,9) 1y € Cuy U{(eP,y) : y € Cu}) N En = P(2,m) N By = Ep.

Ademas Z(g )(Em) N Zl(z)(Em) = (). Luego {Zéz)(Em), Zl(z)(Em)} es una 2-particién de E,,.
Por lo tanto si z; = |ZZ-(2)(Em)|, 1=0,1, entonces 1 < z; <my zg+ 21 =m.

Ademss si x € Zéz)(Em), y € Zl(z)(Em) entonces r < y, pues caso contrario, como
xr,y € B, resultaria z > vy, es decir e(()z) > ef), absurdo.

Si Wj(m)(Em) = {(z, eg»m)) cx € Co}t N By, para 0 < j <m — 1, entonces:

Wj(m)(Em) # (), para 0<j<m—1. (3.4)
En efecto, fo € Wom)(Em) v fmo1 € W (E,). Supongamos que existe jo, 0 < jo <

m — 1 tal que (1) Wj(om)(Em) = (). Consideremos los conjuntos S; = ((egz),eggn)l)] y
Sy = [(60 ),eggﬁl)) entonces S} U Sy # P(2, m) y por (1) E,, € S; U Ss.
Si f; € S entonces fi(z) <e f(m ) . Luego si b € B(P(2,m)) resulta que

fl/\be{q0>(602>f(m)(f(2 ).fz}csl
Si fi € Sy entonces e(()) < f(2 y ej +1 < f( Luego si b € B(P(2,m)) resulta que

fi Ab € {0, (eo ,f“” ), (£, e6™), fi}.
Como ¢, (fl( ) €Sy (60 ,f(m ), fi € So podemos afirmar que (2) f; Ab € S;US,,

para todo 1, 0§z§m—1
Es claro que si x,y € S; entonces x V y € S;, para ¢+ = 1,2. Supongamos ahora que
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(m) ()

r=(2®,20M) € S ey = (y@,yM™) € S, entonces 2™ < ety < ety < y™ | luego

rVy=(z®vy? y™) vy como e( )< 2@ v @y e( ) < ylm) tenemos que z Vy € Ss.
Por lo tanto si x,y € S; U Sy entonces (3) z Vy € S U 52
m—1
Como SL(B(P(2,m)), E,,) = P(2,m), si z € P(2,m) resulta que (4) z = \/ (b; A f;), con
i=1
b; € B(P(2,m)), paral <i < m—1. Luego de (2), (3) y (4) se tiene que P(2,m) C S1US;
y por lo tanto P(2,m) = S; U Sy, contradicién. Podemos afirmar entonces que se verifica
(3.4).
Observemos que

m—1 m—1

UW; U ,j $€CQ}HE)
=0 =0

U cx € Co))N Ey=P(2,m)NE, = E,.

w2

i0 < ji1,jo < m—1y j1 # j» entonces Wj(fn)(Em) N Wj(;n)(Em) = (. Luego
{Wj(m)(Em) ! es una m-particion de E,,

Por lo tanto si w; = |I/Vj(m (Ep)|, para 0 < j < m — 1, entonces (5) 1 < w; < my

m—1
(6) > w;j =m.De (5)y (6) resulta w; =1, para 0 < j <m — L.
=0

Lema 3.2 Sim > 3 entonces |C(2,m)|=m — 1.
Dem. Sabemos que |C(2,3)| = 2. Sea m > 4 y supongamos que |C(2,m —1)| =m — 2.
Sea E,, = {fo = qo, f1, ..., fm—1 = g5} una cadena base de P(2,m).
Sabemos que {Zéz)(Em), Zl(z)(Em)} es una 2-particién de E,,, por lo tanto

fr2 € Z{(En) 6 fma € Z§ (Br).
Sea C™M(2,m) el conjunto de las cadenas base de P(2,m) tales que f,,_o € Zl(z)(Em) y
C®@)(2,m) el conjunto de las cadenas base de P(2,m) tales que f,_» € Zéz)(Em). Luego
como C(2,m) = CH(2,m)uC®2,m)y CH(2,m)NCP(2,m) =0 tenemos que:

C(2,m)| = |CM(2,m)| +]CP(2,m)].
Es claro que f,,_2 ¢ Wgﬁ (Em) = {fm-1}- St frn—2 € ((ef), ﬁ;”)g)] entonces

L =SL(B(L), En) C (¢, ,”5)] Ulg2),

absurdo. Luego f,,—2 € Wé@z(Em), es decir,

m , 2 m
foz = (2, =1 6 fra = (e, e™,) = qu.
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Si f—2 = q1 entonces (fm—2] = P(1,m — 1) y por lo tanto
(1) |CP2,m)| =|C(1,m—1)| =1.

Si fm_o = qu entonces (fr,_o] & P(2,m—1), luego (2) |CW(2,m)| = |C(2,m—1)| = m—2.
De (1) y (2) tenemos |C(2,m)| = [CY(2,m)| + |[CP2,m)|=m -2+ 1=

Si 3 < n < m, consideremos los siguientes elementos de P(n,m):

(n) _(m

% (m))> b3 = (6n—27 €o ))7

Po = (60 el (n) _(m) )’

h = (60 » Em—_2 o el )7

b2 = (60 » Em1

(n) (m) )

b1 = (6n—27 6m—2 " (m))7

b5 = (62—17 €o

pe = (e, em,),

pr = (egzn—)p 6£rtn—)1)'

Entonces B(P(n,m)) = {po, p2, ps, 7}
Por ejemplo, si n =4 y m = 6 tenemos:

(pg] es un subreticulado de P(n,m) isomorfo a P(n,m — 1) luego es un Py-reticulado de
orden m — 1y B((pe]) = {po. p1,ps,p6}. Observemos que

Po = Po A\ Pe, P1 = P2 \Pe, P5s = D5 N\ De, D6 = P7 /N Ps,

luego
be B((ps]) < b=V Apg, donde b’ € B(P(n,m)). (3.5)

(pa] es un subreticulado de P(n,m) isomorfo a P(n — 1, m — 1) luego es un Fy-reticulado
de orden m — 1y B((p4]) = {po, p1, 3, pa}. Observemos que

Po = Po N\ Pa, P1 = P2 N\ P4, P3 = P5 A\ Psa, Ps = P7 N\ P4,

luego
be B((ps) < b=V Apsydonde, b’ € B(P(n,m)). (3.6)

Si By = {fo = po, f1,-.., fm—1 = pr} es una cadena base de P(n,m) y Zi(")(Em) =
{(e("),y) cy € O} NE,, para 0 <i<n—1, entonces

7

Z(Ey) # 0, para 0<i<n-— 1. (3.7)
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En efecto, fy € Zé")(Em) Y fm-1 € ZfL@l(Em) Supongamos que existe i, 0 < ig < n — 1
tal que (1) {(e E:),y) y € Cp,} N E,, = 0. Consideremos los conjuntos S; = ((eﬁ.:ll, ™))
y Sa = [(e E:J)rl,e((]m))) entonces S; U Sy # P(n,m) y por la hipdtesis (1) tenemos que
tﬂ E;glLJSE,O <1 < Wl—-l

Sif; €5 entonces f( < e(n f( < elm Luego si b € B(P(n,m)), resulta

m—1-*

finbe (e’ ei™) (e, 1), <ff“ "), £} € S
Si f; € S, entonces eﬁ"il < f oy elm < flm)

Si b€ B(P(n,m)) se tiene que fZ /\b € {(60 ,e((]m) (e (n) f(m ), (fl(n (m) ), fi}-

Como (e((]"), e(()m)) (60 ,f(m ye Sy (f(" ) fi € Sa, podemos aﬁrmar que:

(2) fi Nb€ Sy US,, para todo 1, 0<z<m—1

Es claro que si z,y € S; entonces x Vy € S;, para ¢ = 1,2. Supongamos ahora que
z= (2, 2M) € S ey = (y™,y™) € S, entonces z(™ < e 71 < e < y™. luego
zVy = (y™, 2™ vy™) v como el(-oil <y y e((] ™) < g(m) \/y(m) tenemos que zVy € Ss.
Por lo tanto si x,y € S; U Sy resulta (3) zVy e S US,.

Como SL(B(P(n,m)), Ey) = P(n,m) entonces si z € P(n,m) tenemos que (4) z =

m—1

V (b A fi), con b; € B(P(n,m)), para 1 <i <m— 1. Luego de (2), (3) y (4) resulta que
i=1

P(n,m) C Sy U Sy, y por lo tanto P(n,m) = S; U S, contradiccién. Podemos entonces
afirmar que se verifica (3.7).

Observemos que

n—1 n—1

U 2B = (e, ) 1y € Cu} NEy) =

=0 i=0

(O{(egn),y) cy € Cp})NE, = P(ny,m)NE, = Ep,.

Es claro que si 0 < 4,7 < n—1e i # j entonces Zi(n)(Em) N Zj(n)(Em) = (). Luego
{Zi(n)(Em) "} es una n-particién de E,,. Por lo tanto si z; = |Zi(n)(Em)|, 0<i<n-—1,

n—1

entonces 1 < z; <my > z =m.
i=0
Si(1)ze€ Zi(n)(Em), y € Zj(»")(Em), donde (2) i < j entonces z < y. (3.8)

En efecto, de (1) resulta que z = (egn),yl),y = (e g ,Y2), donde y1,y2 € Cpy vy x,y € By

Por lo tanto (3) x > y 6 x < y. Si ocurre (3) entonces eg "> eg» , absurdo, pues por (2)

(n) (n)

se tiene e; * < e; . Luego x <y.

Si Wj(m)(Em) = {(x,egm)) cx € C,}NE,, para 0 < j < m — 1, entonces razonando en
forma andloga se tiene que:

(m) ‘
W (Ey) # 0, para 0<j<m— 1. (3.9)
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Observemos que

m—1 m—1
I/Vj(m U x, J cxeC,lNE,) =
=0 =0
U )iz €Cpol)N Ey =Pn,m)N Ey = Ep,.
Si0 < j1,52 < m—11y ji # jo entonces Wj(fn)(Em) N Wj(;n)(Em) = (). Luego
{Wj(m)(Em) ;”:_01 es una m-particién de E,,. Por lo tanto si w; = |Wj(m)(Em)|, para
0

< j<m-—1, entonces (4) 1 < w; < my (5 Z_: w; = m. De (4) y (5) resulta
1, para0 <53 <m—1.

En forma andloga a lo indicado en (3.8) se prueba que:

Si x € Wi(m)(Em), y € Wj(m)(Em), donde i < j entonces x < y. (3.10)

Lema 3.3 [C(n,m)|=|C(n—1,m —1)|+|C(n,m —1)|, para 3 <n < m.

Dem. Sea E,, = {fo = po, f1,---, fm—1 = pr} una cadena base de P(n, m). Sabemos que
{ZI(En)Y'2) es una n-particion de E,,.

Observemos que f,—2 € Zfﬁ)l(Em) 6 fm—2 € Zfﬁ)z(Em) En efecto, si f,,—2 € ZJ(")(Em),
con j < n — 2 entonces Zfﬁ)z(Em) = (), pues si existiera f; € Zfﬁ)z(Em) por (3.8) resulta
que fm—o < fi, luego f; = fin—1, contradiccion.

Sea CM(n,m) el conjunto de las cadenas base de P(n,m) tales que f,,_s € Zfﬁ)l(Em) y
C®@(n,m) el conjunto de las cadenas base de P(n,m) tales que f,,_s € Zfﬁ)z(Em) Luego
como C(n,m) = CO(n,m)UC®(n,m)y CV(n,m)NC?(n,m) =0 tenemos que:

|C(n,m)| = |CW(n,m)| + |CP(n,m)].

Caso A) Si fns € Z (E,), entonces fr_y = (e, et e ™) e VV(m (En), con 0 < j <
m — 1. Como f,,_o # fm_1 entonces j # m — 1. Si fuera j < m — 2 resultaria que
W (En) = 0, pues si existiera f; € W™,(E,), por (3.10) resulta que fm_s < fi,
luego f; = fn_1, contradiccion. Luego j = m — 2, esto es, f.,_o = pg. Por lo tanto

(fm—2] = P(n,m — 1).
Sea Efi)_l ={fi : 0 <i < m—2} luego Efi)_l C (fm—2]. Probemos que Efi)_l es una
cadena base de (fn—2] = (ps]. En efecto, si z € (fim—2] C P(n,m) entonces

m—1

x = \/ (bi A f;), donde b; € B(P(n,m)), paral <i<m — 1.

i=1

Luego

m—1

T=2xN\ps = \/(bi/\pﬁ/\fi)'

i=1
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Como por (3.5) ¢; = b; Aps € B((fm—-2)), para 1 <i < m — 1, entonces

v= \/(aNfi)=\ (GAfi)V(cm1Apr)=

(ciNfi)Vema = \/ (ci N fi) V(ema1 A frn—2).
i=1 i=1
Por lo tanto x es un elemento del (0, 1)-subreticulado de ( f,,—2] generado por B(( fim—2])
y Efr?—l
Si E,, € CD(n,m), pongamos a(Ey) = EW . Si E,, E. € CW(n,m), son tales que
E,, # E, entonces existe i < m — 2 tal que f; € En, fi € E_ vy fi # f, luego
a(Em) # o(Ey,).

Si B, = {90 = p0,91,---,9m-2 = Ds} es una cadena base de (ps] entonces E, =

{90,915+, 9m-2,9m—1 = pr} es una cadena base de P(n,m) y ps = gm—2 € Zfﬁ)l(E;n)
En efecto, sea x € P(n,m). Si x € (pg] entonces

m—2

\/ ri A gi), donde r; € B((ps]), paral <i<m — 2.
=1

Por (3.5) r; = b; A pg, donde b; € B(P(n,m)), para 1 <i < m — 2. Luego

m—2
\/ b /\pﬁ/\gz
=1

y como ¢g; < pg, para 1 < ¢ < m — 2, entonces

m—2

m—2
=\ bing) =\ (b:Ag)V (po Apr),
=1

i=1

luego z € SL(B(P(n,m)), E. ).
Siz ¢ (ps] entonces x € [p2) y x = (x Aps) V p2. Como z A ps € (ps] entonces

m—2

TN\ ps = \/ (ri A g;), donde r; € B((ps]), para 1l <i <m — 2.
i=1

Por (3.5) r; = b; A pg, donde b; € B(P(n,m)), para 1 < i < m — 2. Luego = A p5 =
m—2 m—2
V (bi Aps A gi), y como g; < pg, para 1 < i < m— 2, entonces x Aps = \/ (b; Agi) y por
i=1 =1
m—2 m—2
lo tanto z = (\/ (biAgi))Vpa = ( \/ (biAg:))V (p2 Ap7). Luego « € SL(B(P(n,m)), E. ).
i=1
Como ps € E., v pe = (e, ™ )2) entonces ps € ZW(EL), es decir, E., € CO(n,m).
Ademiés o(E,)) = E,,_,. Por lo tanto |CM(n,m)| = |C(n,m — 1)|.

Caso B) Si f,—2 € Zfﬁ)z(Em), entonces f,_2 = (e(n) e(»m)) € Wj(m)(Em), con 0 < j <

n—27%j
m — 1. Como Wg@l(Em) = {fm-1} entonces j # m — 1. Si fuera j < m — 2 resultaria
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que W(m) »(Em) = 0, ya que si existe f; € VV(m »(Em), por (3.10) se tiene f,_o < fi,
luego f; = fm—1, contradiccién. Luego f,,—2 = (e iln)z,eg;n)z) = p4 y por lo tanto (fim—2] =
P(n—1,m—1).

Sea B )1 ={fi:0<i<m—2}, luego E ,(3)_1 C (fm—2]. Veamos que B )1 es una cadena
base de (fim—2].

Si z € (fm—2] C P(n,m) entonces:
m—1
= \/ (bi A f;), donde b; € B(P(n,m)), paral <i<m — 1,
i=1

luego
m—1

T=2T NPy = \/(bi/\p4/\fi)-

=1

Como por (3.6) ¢; = b; Aps € B((p4]), para 1 <i < m — 1, entonces

v=\/(aNfi)=\ (GAfi)V(cma1Apr)=

m—2 m—2

\/ Cz/\fz \/Cm 1= \/(Ci/\fi)v(cm—l/\fm—2)-

=1 =1

Por lo tanto x es un elemento del (0, 1)- subreticulado de (p4] generado por B((p4]) y Eff)_l

Si E,, € C®(n,m), pongamos B(E,) = EZ . Claramente si E,,, E,, € C®(n,m), son
tales que E,, # E, entonces 3(E,,) # ( )
Si B, = {ho = po,h1,...,hm_2 = ps} es una cadena base de (p4] entonces E, =

{ho,h1,..., hm—2,hm—1 = pr)} es una cadena base de P(n,m) tal que hy,_o = ps €
Zfﬁ)z(E;n) y por lo tanto pertenece a C®(n,m).
En efecto, sea x € P(n,m). Si x € (p4] entonces

m—2

\/ (ri A h;), donde r; € B((p4]), paral <i<m — 2.
=1

Como por (3.6) r; = b; A ps, donde b; € B(P(n,m)), para 1 <i < m — 2, entonces

m—2
x = \/ (b; ANps N\ h;)
i=1
y como h; < p4 entonces
m—2
T = (b /\h) (p(]/\hm_l).
i=1
Luego x € SL(B(P(n,m)), E, ).
Si x ¢ (p4] entonces x € [p2) U [ps).

[

m—1

Si z = p; entonces . = \/ (s; A h;) donde s; = py € B(P(n,m)), paral <i<m—2y
i=1
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Sm—-1 = Pr-
Six € [p2) y  # pr entonces x = (p3 A x) V pa. Pero ps A x € (p4] entonces

m—2
p3 AT = \/ (s; A h;), donde s; € B((p4]), para 1 <i < m — 2.
i=1
Por (3.6) s; = b; A py donde b; € B(P(n,m)), para 1 < ¢ < m — 2, luego ps A x =
m—2

m—2
V (bi ApsAh;) y como h; < py, para 1 < i < m—2, tenemos ps Ax = \/ (b; Ah;). Luego
i=1 i=1

m—2 m—2

r=(p3ANx)Vpy = \/(bi/\hi)\/p2: \/(bz’/\hi)\/(Pz/\P7)

i=1 i=1

luego = € SL(, E,,).
Siz € [ps) y x# prentonces x = (p1 Ax)V ps y como py Az € (ps] entonces

m—2

pLAT = \/ (si A h;), donde s; € B((p4]), para 1 <i < m — 2.
i=1

Pero por (3.6) s; = b; Apy con b; € B(P(n,m)), para 1 < i < m — 2, luego p; Az =
m—2 m—2
V (bi ApsAh;)y como h; < py, para 1 <7 < m—2, tenemos p; Ax = \/ (b; A h;). Luego
i=1 i=1

m—2 m—2

r=(pAx)Vps = \/(bi/\hi)vp5: \/(bz’/\hi)\/(Ps/\P7)

i=1 i=1

/

y en consecuencia x € SL(B(P(n,m)), E,,).
Ademss B(E. ) = E _,. Por lo tanto |C®(n,m)| = [C(n — 1,m — 1)|. [

Lema 3.4

(1) |C(n,n)| =1 paran > 2,

(2) |C(n,n+1)| =

(3) |C(n,m)| =|C(m—n+1,m)|, paral <n <m.
Dem.

(1) Es claro que |C(2,2)] = 1. Sea n > 3 y supongamos que |C(n—1,n—1)] =1y
probemos que |C(n,n)| = 1.
(n)) n—1

P(n,n) es de orden n. Por la Observacién 3.1, (2) sabemos que {(el(-n), e; )}, es

una cadena base de P(n n)

Sea E, = {fo = (60 ,60 Ny sy faas faot = (e nn)l, e, 1)} una cadena base de
P(n,n).

Andalogamente a lo indicado anteriormente si Zi(n)(En) = {(el(-n), y):y € CrL}NE,,
para0§i<nyW(n( E,) = {( (n))':vEC YN E,, para 0 < j < n — 1 entonces

{Zi(n)( B {W(n (En)}iz 4, son n-particiones de F,, por lo tanto cada uno de
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los conjuntos de estas n-particiones tiene un solo elemento.

Como f,—1 = (eiln)l, i)l) € Z( ") 1 (E,) entonces f; ¢ Z,@l(En), para0 < j<n-—-2y
como fo_1 = (e, ™)) € W(" (E,) entonces f; ¢ W™, (E,), para 0 < j < n — 2.
Sea g = (e, ell”,), luego f; € (g, para 0 < j <n—2.

Por el Teorema 2.1 (a), sabemos que {fo,...,fn—2} es una cadena base de
(9] = P(n —1,n — 1). Por hipétesis P(n — 1,n — 1) tiene una unica cadena base y
por la Observacién 3.1,(2) {(el(-n), eﬁ")) "2 es una cadena base de P(n — 1,n — 1),

luego f; = (e(-"),el(-n)), para 0 <i<n—1.

7

Sabemos que |C(1,2)] = 1 y que |C(2,3)] = 2. Sea n > 3 y supongamos que
(a) |C(n,n+1)] =n.De 3 <n <n+1<n+2resulta por el Lema 3.3, la hipdtesis
(a)y (1) |Cn+1,n+2)]=|Cn,n+ )|+ |C(n+1,n+1)|=n+1

Sin =1 entonces |C(m —n+1,m)| = |C(m,m)| = |.

Si n = m entonces |C(m —n+ 1,m)| = |C(1, m)| 1=1C(m,m)].

Si n = 2 entonces por el Lema 3.2 |C(2,m)|=m —1y por (2) |C(m—2+1,m)| =
|C(m—1,m)| =m— 1.

Supongamos que |C'(k,m)| = |C(m — k + 1,m)| para todo k, 3 <k <n <my
probemos que

ICn,m+1)|=|C(m+1—n+1m+1)|=|C(m—n+2,m+1)|.
En efecto, como 3 < n <m + 1 por el Lema 3.3,
(1) |C(n,m+1)|=1|C(n—1,m)|+ |C(n,m)|.
Como n —1 < m yn < m entonces por la hipdtesis

(2) |ICn—1,m)|=|C(m—(n—1)+1,m)|=|C(m—n+2,m)|

(3) |C(n,m)|=1|C(m—n+1,m)|.
De (1), (2) y (3) resulta
4) |ICnym+1)|=|C(m—n+2,m)|+|C(m—n+1,m)|.

Como 2 <3 <nluego —n+2<0yporlotantom—n+2<m<m+1ycomo
n < m entonces 0 < m —n esto es 1 <m —ny por lo tanto 3 < m — n + 2. Luego
por el Lema 3.3

(5) |[Cm—n+2,m+1)|=|C(m—n+2,m)|+|C(m—n+1,m)|.
De (4) y (5) resulta |C(n,m+ 1)| = |C(m —n+2,m + 1)|.

La siguiente tabla indica los valores de |C'(n,m)|, con n < m, para 1 < n < 10 y
2 <m < 10.
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[nfm[2[3[4[5][6]7]8[9][10]
T [1]1]1]1 11111
2 1234|567 8]0
3 |—|1]3|6]|10]15] 21|28 36
I [—[—|1[4]10]20]35]56] 84
5 |—|—|—|1]5 1535|7012
6 | —|—|—|—| 1621|5612
7 - | = |- |- 17 |®| s
S = |- |- |- -] - 183
9 = |- |-| - |- =[1]09
10

25
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4. FyP-reticulados

Sea L un reticulado distributivo acotado y x,y € L. Entonces:

e Si el conjunto {b € B(L) : x < b} tiene primer elemento, lo notaremos Z. Luego si
existe T entonces T € B(L) y x < T, estoes,x =x AZ. Siz € B(L), resultaT = z y si
L es finito se tiene que T = A{b € B(L) : © < b}.

Si (1) x <y yexisten T e § entonces T < 7. En efecto, como (2) y <7, de (1) y (2) resulta
x <7y ypor lo tanto T < 7.

e Siel conjunto H(z,y) ={z € L : x Az < y} tiene dltimo elemento lo notaremos
x — y. Si x — y existe para todo par de elementos x,y € L entonces L se denomina un
dlgebra de Heyting y |x = x — 0 se denomina el pseudo-complemento de z, o negacién
intuicionista de x. Observemos que = Alx = 0.

e Si el conjunto B(z,y) ={b € B(L) : x Ab < y} tiene tltimo elemento lo notaremos
r = y. Si x = y existe para todo par de elementos x,y € L entonces L se denomina una
B-dlgebra y v = 1 = x se denomina el pseudo-suplemento de x.

Indicamos la tabla de las operaciones —, = y T para el reticulado L; del Ejemplo 2.1 y
de las operaciones = y ¥ para el reticulado Lo del Ejemplo 2.2, respectivamente.

|~ [0]afb]c]d[1] = [0]a]b]c]d][1] [=z]%]
O|1(1|1(1(1]1 O(1(1j1(1]1]1 010
a|d|1l]d]1l1]d]|1l a|d|1l]|d|1|d|1 ala
blalall|1]1]|1 b lalall]|1]1]1 b|d
c |0]lald|1l]d]|1l c |0lald|l]d]|1l c|1
dlalalclc|1l]1 dlalalalal|l]|l dl|d
1 10jalblc|d]|l 110la|0]ald]|l 111

= [0]a]blc]d]e[f]g]|l] [=]7]

O(1|1j11]1j11]1]1 010

alel|lllell]|1l]ell]1]1 a|d

bld|d|1]|1]d|1]1]1]|1 b|e

c |0ld|le|l|d|e|l]1]1 c |1

dlelelelellle|l]ell d|d

e |d|d|d|d|d|1l]|d]|1]|1 ele

f10[0|leleld|e|l]|e]|l fll

g |0|d|0|d|d|e|d]|1]|]1 g |1

1 (0[0|0]|0|d|e|d]e]|l 1|1

Lema 4.1 (G. Epstein y A. Horn, [4] ,J. Klukowski y M. Zworski, [8]) Si L es una
B-dlgebra entonces:

Bl) <y siysolosiz=y=1,

B2) 1 =z <z,

(B1)
(B2)
(B3) Sibe B(L) entonces b=0 A (x = b),
(B4)

B4) (x Vy)=z=(r=2) ANy = 2),
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(x=y) Ny=2)<zx=2z

Si b,c € B(L) entonces b= c= —b Ve,

)
)
)
)
B9) Sib,c € B(L) entonces (b Ax) = (c Vy)=—b Ve V(z=y),
)
)
)
)

Dem.

(Bl) Siz <ycomox =z ANl <yylée B(L)entoncesz = y=1.Siz=y=1
entoncesz=x ANl=a A(z=y) <y.

(B2) Por definicién, lr=1=2z=1 A(l=2) <z

(B3) Sibe B(L) comoz Ab<bentonces b<z = by porlotantob=0>b A (z =b).

(B4) Por definicién y A (y = 2) < z, luego (1) yA(z = 2)A(y=2) < zA(z = 2) < z.
En forma andloga, se obtiene que (2) zA(z=2)A(y=2)<zA(y=2) <z
De (1) y (2) resulta

(xVYAN(z = 2Ny = 2)) = (A (z = 2)A(y = 2)) VYA (z = 2)A(y = 2)) < z.
Como (xr = z) A(y=z2) € B(L), se tiene (3) (x=2) AN(y=2) € BlxVy,z).
Sea b € B(L) tal que (x Vy) Ab< z, luego

x ANb<(x AD) V(y AD) <z,

y ANb<(x Ab) V(y Nb) <z

Por lo tanto
b<zr=2z2yb<y= 2z

entonces
b<(x=2) N(y=2).

Luego, teniendo en cuenta (3), queda probada (B4).

(B5) Observemos que por definicién
sA((z=y) ANz=2)=zAN(z=>y)AzA(z=2)<yAz

Por lo tanto (z = y) A (z = 2) € B(z,y A 2).
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Sea b € B(L) tal que x Ab <y Az, luego

r ANb<yy x Ab<z,
por lo tanto

b<zr=yy b<zr=_z

Es decir, b < (z = y) AN(z = z) yentoncesz = (y ANz2)=(x=y) A (z= 2).

(B6) Si x < y entonces por (B4) y = z=(z Vy) = z=(x = 2) A(y = z), luego
y=>2z<x =2

(B7) Si x <y entonces por (B5) z =z =2= (¢ Ay) = (2= ) A(z=1y), de donde
z=>x< z2=19.

(B8) De zA(x = y) <y, se obtiene que xA((x = y)A(y = 2)

)<y Ay = z) < z. Como
(x = y)A(y = z) € B(L), de la definicién resulta que (x =

IN(y=2) <z =2

(B9) Por hipétesis —bV eV (z = y) € B(L).
De z A (x = y) <y, resultaque bAzA(x=y) <bAy.

Por lo tanto
bAZ)AN(=bVeV(z=y)=0ObANzA=b)V(bAxzAc)V(bAZA(x=1y)) =

OViAzA)VIbAZA(z=9y)) < (bAxzAc)V(bAY)<cVy.
Se tiene entonces que —bV eV (z = y) € B(bAx,cVy).

Sea (1) z € B(L) tal que (2) (b ANx) Az < ¢ Vy. Por hipdtesis (3) b,c € B(L)
luego de (1) y (3) tenemos (4) bA z A —c € B(L). De (2) resulta

(5) xAbAzA—c<(cVy)AN—c=(cAN—c)V (yN—c)=yA—c.

De (4), (5) y la definicién de =, tenemos bA z A —c < z = (y A —c), luego por (B5)

bAzAN—c<z=YAN——c)=(r=y)AN(x=—c)<z=y.

De aqui
(6) cV(bAzA—Cc)<cV(zx=1y).

Como cV (bAzAN—c)=(cV(bA2Z))A(cV—c)=cV(bAz)>DbA z, de (6) resulta
bAz<cV(x=y).

Luego
(7) =bV (bAz) < —=bVeV(rx=y)

y como (8) =bV (bAz)=(=bVD)A(=DV2)=—-bVz>2z

De (7) y (8) se tiene que
z2< =bVeV(r=y).

Por lo tanto se verifica (B9).
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(B10) Observemos que por (B2) 1 = 0 <0, de donde resulta 1 = 0 = 0. Luego por (B9)
b=c=(bA1)=(cv0)=—-bVeV(l=0)=-bVe.

(B11) Por definicién = A (z = 0) < 0, entonces A (x = 0) = 0. Luego
—(x=0) V(z Alz=0)) =—(x=0),

esto es,
(—(z=0) Vo) A(—(z=0) V(r=10))=—(z=0).

De aqui resulta
—(z=0) Ve =—(x=0),

y por lo tanto x < —(x = 0), donde —(x = 0) € B(L).

Si b€ B(L) verifica x < bentonces z A —b<b AN —b=0, luego x A —b=10y por
definiciéon —b < z = 0y como = = 0 € B(L) tenemos que —(x = 0) < b. Luego
—(z = 0) es el menor elemento booleano que es mayor o igual que z y por lo tanto
T=—(x=0).

(B12) Usando (B11) y (B4) se tiene
zVy=—((zVy)=0=—((z=0) A(y=0)=—(r=0) V-(y=0) =7 V7.

(B13) Como z A (x = y) <z =y entonces (i) r = y <z = (z = vy).
Como z A (r = y) < y entonces por (B7) z = (x A (x = y)) <z = y y por
(B5) tenemos que (z = z) A (x = (x = y)) < x = y. Luego por (B1) se concluye
(ii) x = (z = y) <z = y. De (i) e (ii) resulta (B13).

Definicién 4.1 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Un reticulado distributivo acotado se dice
una P-dlgebra si es una B-dlgebra que verifica:

(x=y) V(y=2z)=1.

Lema 4.2 (J. Klukowski y M. Zworski, [8]) Si L es una P-dlgebra entonces:
(Bl4) 2= (y Vz)=(x=vy) V(r = 2),
(B15) (x ANy)=z=(x=2) V(y= 2),
(B16) T Ay=7 AT.
Dem.
(B14) Comoz A(z=y)<y y x A(x = 2) < z entonces

rAN(z=y) Vez=2)=(@ Alx=y) V(r AN(z=2)) <y Vz,

y por lo tanto (x = y) V (z = 2) € B(z,y V z).
Sea b€ B(L) talque x Ab<yV z.
Usando (B1), (B4), la hipdtesis, (B6) y (B9) se tiene:
2=y = IANE=y)=G=AE=y)=UV)=>y<(tAb)=y=
= (bAz)=(0Vy)=-bV(x=y).
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Luego
(1) bA(z=y) <bA(=bV(z=y)=bA(z=y) <z =Y.
Analogamente se obtiene
(2) bA(y=2) <z =z
Teniendo en cuenta que L es una P-dlgebra, de (1) y (2) resulta

b=bA1=bA((z=y)V(y=2)) = (bA(z = y))V(bA(y = 2)) < (z = y)V(z = 2).

Comoz AN(z=2)<z e y AN(y=z) <zentonceszx ANyA(z=2)<yANz<z
y x AyA(y=z) <z Az<z Luego, (x ANy)A((x=2) V(y=2)) <zyporlo
tanto (x = 2) V(y = z) € B(z Ny, 2).

Sea b € B(L) tal que (x Ay) Ab < z.
De (B1), (B5), la hipétesis y (B7) resulta

=y ANz=b)=@=>)AN(z=>y)AN(rz=b == (xAyAb) <z= 2z
Luego, usando (B3) se obtiene que
(1) (x=yYANb=(=>yAN(z=bAb<(z=>2)ANb<z= 2
Procediendo en forma analoga se concluye que
(2) (y=2)ANb<y= =z
Como L es una P-algebra, de (1) y (2) tenemos
b=1Nb= ((z = y)V(y = 2))Ab= ((x = y)AD)V((y = )Ab) < (z = 2)V(y = 2),
lo que termina la demostracién.

De (B11) y (B15) resulta
T ANy=—((zANy)=0)=—((z=0)V(y=0)=—(r=0) A—(y=0) =T AT.
[ |

Definicién 4.2 (J. Klukowski y M. Zworski, [8]) Un reticulado distributivo acotado se
denomina un PyP-reticulado si es un Py-reticulado y una P-dlgebra.

Lema 4.3 (J. Klukowski y M. Zworski, [8]) Si L es una PyP-reticulado entonces:

(B17)
(B18)

(x=0) ANes=2) < (y=10) V(e; =y),

(@ Alei= )V (G ANei= 1) < (T Alei=2)) V([T Ale: = ).
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Dem.

(B17) Por (B8) sabemos que: (1) (¢; = z) A (z = 0) < e; = 0. Como 0 < y entonces por
(B7) tenemos: (2) e¢; = 0 <e; = y. De (1) y (2) resulta

(x=0) Nes=z2)<e,=y<(y=0) V(e =vy).
(B18)
(@ Aei=y) V(G Aei= )] A=[T Aei=2))V ([T Alei = y))] =

(@ Alei=y) V(G A=) A=T V—=(ei=2) AN=TV—(ei=y)) =
[T A(ei=y) AN(=T V—(ei=x)) AN(=T V-
7 Alei=a) A(=T V—=(ei= ) AT V-

(T Ales = y) AN=T) V(T Alei = y) AN—(ei= x))) A(
(T ANei=2) AN=T) V(Y A(es =) A—(ei=x))) AN(=T V —(e: = y))| =
(T AN(ei=y) N—(ei=2) AN=7) V(T ANei=y) N—(ei=z) N—(e; = y))| V

(T ANes=2) N=T A=T) V(T AN(ei=>2) AN—T AN—(e; = y))| =
(T Alei=y) N—(ei=2) A=) V(T A(ei =) AN=T A—(€e; = y)).
Por (B11) T = —(z = 0), luego de (B17)

—TAN(e=2)=(=0) ANe=>2)<(y=0) V(e;=y)=-7 V(e =vy),

y entonces
T N(e;,=x) AN—(e;=y) Ny=0.
Analogamente
7 Ale;=y) AN—(ei=z) AT =0.
Por lo tanto
(@ Aei=y) V(T Alei= )] A=[T Aei=2))V (T Alei = y))] =0,
de donde resulta (B18).
[

Definiciéon 4.3 Si L y L' son reticulados distributivos acotados, a toda transformacion
H : L — L' que verifica HO) H(0) = 0', H1) H(1) = 1", H2) H(x ANy) = H(z) N H(y)
y H3) H(zx Vy) = H(z)V H(y) se denomina un R-homomorfismo, si H es suryectiva
se denomina R-epimorfismo. St H es ademds inyectiva se denomina R-isomorfismo y
notaremos L = L'. A todo R-isomorfismo de L en L se denomina R-automorfismo.

Recordemos que si L es un reticulado distributivo acotado tal que existe b € B(L)\{0, 1},
la aplicacion ¢ : L — (b] x (—b] definida por ¢(z) = (x A b,z A —b) es un R-isomorfismo,
es decir, L = (b] x (—b], (ver [7]).
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Lema 4.4 Si L es un Py-reticulado tal que B(L) # {0,1} entonces L = Ly X Lo, donde
Ly y Ly son Py-reticulados.

Dem. Por hipétesis existe b € B(L)\{0, 1}. Como L es un reticulado distributivo acota-
do, basta probar que L; = (b] es un Py-reticulado.

Veamos en primer lugar que B(Ly) = B(L) N L;.

Sea a € B(L1), entonces (1) a <byexistea’ € Ly tal que (2) aAad’ =0yaVad =0
Consideremos ¢ = a' V —b, luego de (1) y (2) aAc=aA(ad'V—=b) = (aNd)V(aNn=b) =0
yaVe=aVaV—b=1,dedonde resulta que a € B(L) N L;.

Seat € B(L)N Ly, luego (3) t < by existe —t € L tal que (4) t AN —t =0y
(5) tv—t=1.Seat' = —tAb€ Ly, teniendo en cuenta (3), (4) y (5), tAt' =t A—tAb=0
ytvVt =tV (—=tAb)=(tV —t)AN(tVD) =1Ab=0b, luego t € B(Ly).

Sea E, = {eg,e€1,...,e,—1} una cadena base de L'y F;, = {e; Ab:0<i<n—-1} =
{fo, fi,-- s fic1} CLi,con 1 <t<m,talque fo=0< f1 <--- < f_1 =0.

n—1
Como L = SL(B(L),E,), si v € L C L, por el Lema 1.1, z = \/ (b; A e;), con
i=1

n—1 n—1
b e B(L),1<i<n—1Luegox=axAb=(V(biNe)ANb= \(biNbNe;Nb) =
i=1 i=1
t—1
V (bs, NbA f;), donde bs, Nb € B(LYNLy = B(Ly), 1 <i<t—1.
i=1
De aqui resulta que = € SL(B(Ly), Fy), es decir, L1 C SL(B(Ly), Fy) y como F, C L,
tenemos SL(B(Ly), Fy) = Li. Andlogamente, considerando Ly = (—b] y F_p = {e; A —b:
0 <i<n—1} tenemos que SL(B(Ls), F) = Lo. [ ]

Definicién 4.4 Si L y L' son P-dlgebras, a toda transformacion h : L — L' que es
un R-homomorfismo y h(x = y) = h(z) = h(y), para z,y € L se denomina un
P-homomorfismo, y si h es suryectiva un P-epimorfismo.

Lema 4.5 Si L es una P-dlgebra y b € B(L) entonces L; = (b] es una P-dlgebra y
w: L — Ly definida por p(x) =z Ab es un P-epimomorfismo.

Dem. Probemos que L; es una P-algebra, donde para
r,y€ Ly, v=1y=(x=1y)Ab.

Sea Br,(z,y) = {# € B(L1) : * ANz < y}. Como (z = y)Ab € B(L1) y
xA(x=y)ANb<yAb=yentonces bA (z = y) € B, (z,y). Seat € B(L;) = B(L)N Ly
tal que z At < y. Como t € B(L) por definicién t < z = y y de t € L; resulta t < b,
por lo tanto t < b A (x = y), es decir, b A (x = y) es el dltimo elemento del conjunto
Br,(z,y). De aqui resulta que L; es una B-élgebra. Como L es una P-algebra se tiene
que

(@=1y)Vy=12) = bA(z=y)VOA(y=1)) =
= bAN((z=y)V(y=2x)=bA1=0b,

y por lo tanto L; es una P-algebra.
Es claro que ¢ respeta el infimo y el supremo. Ademads, usando (B9), (B5) y (B3)

p1(x) =1 91(y) = (@A) =1 (YAb)=((zAD)= (yAD))ANb=
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= ((xAD)= OV (YAL))Ab=(=bVOV(z= (yAD))Ab=
= (=bAD)V((x=(yAb)Ab)=(x=(yAb)ANb=
= (z=>yYAN@@=bAb=(z=y)ANb=pi(x=1y).

Si x € Ly esto es © < b entonces ¢1(x) = x Ab =z, por lo tanto ¢; es suryectiva, y més
precisamente deja invariantes los elementos de L. [

Teorema 4.1 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si L es un reticulado distributivo finito en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) L es un Py-reticulado,
(b) L es una P-dlgebra,
(c¢) L es producto directo de cadenas.

Dem. (a) = (b) Como L es un reticulado distributivo finito es claro que L es una
B-algebra. Basta probar que (z = y) V (y = =) = 1, para todo z,y € L.

Como L es un Py-reticulado, si E,, = {eg,e1,...,e,-1} es una cadena base para L por la
n—1 n—1

Observacion 2.1 se tiene que x = \/ (biAe;) v (1) y = V (ciAe;), donde (2) b;,¢; € B(L)
i=1 i=1

paral <i<n-—1,00>by>--->b, 1y c1>cr> " >Cp1.

Luego por (B4)

T=y = (\_/(biAei)) =y = /_\((biAei) = y).

De (B9) y (2) resulta
(bi/\6i) =Y = (bi/\6i) = (0\/y) = —bi\/O\/(ei:>y) = —bi\/(ei:>y).

Como de (1) se tiene que e; A ¢; < y, para todo i, de la definicién y (2), ¢; < e; =y y
n—1
entonces (b;Ae;)) =y =—b;V(e; = y) > —b;Ve. Porlotanto (3) z =y > A (—=b;Va).
i=1
n—1

En forma andloga se prueba que (4) y =z > A (—¢; V b;).
j=1
De (3) y (4)

n—1 n—1 n—1

(z=y)V(y=>x)> A(—bivCi)vR(—chbj)z A N (=biveVv—c Vi) =1,

=1 =1 j=1

<

pues si ¢ > j entonces b; > b;, luego b; V —b; > b; V —b; = 1, es decir, b; V —b; = 1 y si
© < j se tiene que ¢; > ¢; de donde resulta ¢; V —¢; = 1.
Por lo tanto (z = y) V (y = z) = 1 y L es una P-élgebra.

(b) = (c) Si L una P-élgebra finita vamos a probar, por induccién sobre el nimero de
elementos de L, que es producto directo de cadenas. Si |L| = 1 entonces L es una cadena.
Supongamos que |L| =m > 1y que toda P-algebra de cardinal menor que m es producto
de cadenas.

Si L es una cadena no hay nada que probar, caso contrario podemos afirmar que B(L) #
{0,1}. En efecto, si fuera B(L) = {0,1}, como (x = y)V (y = z) = 1y z = y,
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y = x € B(L), para todo =,y € L, entonces debe ser zt =y =16y =z =1y por (Bl),
x <y 6y <z, contradiccién. Luego existe b € B(L)\{0, 1}.

Usando el Lema 4.5, L; = (b] y L2 = (—b| son P-algebras, con cardinal menor que m,
y o1 : L — L,y vs : L — Lo, definidos por pi(x) = x Aby pa(x) = x A —b son
P-homomorfismos.

Ademds Ly X Ly es una P-algebra con las operaciones definidas punto a punto. Considere-
mos la aplicacién ¢ : L — Ly X Lo tal que ¢(x) = (¢1(x), p2(x)) = (zAb,x A—b). Sabemos
que L = L; x Ly como reticulados distributivos y entonces ¢ es un P-homomorfismo,
( [1], pag. 55).

Luego L es producto directo de dos P-algebras de cardinal menor que m y por la hipdtesis
inductiva cada una de ellas es producto de cadenas, lo que termina la demostracion.

(c) = (a) Como toda cadena finita es un Py-reticulado, del Lema 3.1 resulta que L es un
Py-reticulado. [ |
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5. Filtros primos en Fy-reticulados.

Si L es un reticulado distributivo acotado, no trivial, notaremos con P(L) el conjunto de
todos los filtros primos de L.

Lema 5.1 (T. Traczyk, [12]) Si L es un reticulado distributivo acotado, no trivial, y
P € P(L) entonces P' = PN B(L) es un filtro primo del dlgebra de Boole B(L), esto es,
un filtro mazximal de B(L).

Dem. Observemos en primer lugar que P’ es una parte propia de B(L). En efecto, si
P’ = B(L) entonces B(L) = PN B(L) esto es B(L) C P y como 0 € B(L) tendriamos
que 0 € P y entonces P = L, absurdo.

Por definiciéon P C B(L) y 1 € P'. Sean a,b € P, luego a,b € Py a,b € B(L), de donde
resulta que a Ab € Py aAbe B(L) y porlotanto a Ab € P'.

Sea (1) a € P'y (2) b € B(L) tal que (3) a < b. De (1) resulta (4) a € P y por (2)
tenemos (5) b € L, luego de (4), (5) y (3) se deduce (6) b € Py por (2) b € P'. Luego P’
es un filtro de B(L).

Supongamos que (i) z,y € B(L) son tales que zVy € P’  luego xVy € Py como P es un
filtro primo resulta que (ii) z € P 6 (iii) y € P. Por (i), si se verifica (ii) entonces z € P’
y si se verifica (iii) entonces y € P’. [

Lema 5.2 Si L es un reticulado distributivo acotado, no trivial, y Py, Py € P(L) verifican
P, C P, entonces P, N B(L) = P, N B(L).

Dem. Como P, C P, entonces P, N B(L) € P, N B(L), luego como por el Lema 5.1
P,NB(L)y PLN B(L) son filtros maximales de B(L) resulta P, N B(L) = PN B(L). A

Lema 5.3 (T. Traczyk, [12]) Si L es un FPy-reticulado con cadena base eg = 0 < e; <
e <epo<e,1=1yP,P,...,P,_1 €P(L), verifican

P,i1CcP, oC---ChCPh
entonces e; € P, ye;—1 ¢ P, paral <i<n-—1.

Dem. Supongamos que el lema no se verifica, esto es, que existe i, 1 <i <n —1 tal que
(I) €; ¢ P 6 (II) ei_1 € P,

Si se verifica (I), sea iy el mayor indice tal que (1) e;, ¢ P,,. Observemos que ig # n — 1,
pues €,-1 = 1 € P,_1, y ademés (2) e;,41 € Py+1. Como por hipétesis P11 C P,

n—2

existe (3) zg € P, \ P,y41. Por el Corolario 1.1 zo = A (¢; V¢;), donde ¢; € B(L) para
i=0

0<i<n—2yco>c1 > 2> cnog, luego xg < ¢y V e

Como P, es un filtro, de (3) resulta que ¢;, V e;, € P,, y por ser primo de (1) se deduce

(4) Cip € PiO'
Por otro lado, si ig +1 < ¢ < n — 2 entonces e;;+1 < ¢ < ¢ Ve, por lo que (5)

n—2 i0
eigt1 < N (ciVe;) ysi0 <i<igsetiene ¢;, < ¢; < ¢ Ve, es decir, (6) ¢, < A(ciVe;).
i—io+1 =0
o io n—2 '
De (5) v (6) cig ANeigr1 < N(ciVe) AN N (¢Ve) =z, luego si ¢, € P41 de (2) resulta
i=0 i=ig+1
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que ¢, A ejy+1 € P41y entonces xg € P11, lo que contradice (3). Por lo tanto (7)
Ci() ¢ Pi()—i-l'

Finalmente de (4) se tiene que ¢;, € B(L)N P, y de (7), ¢;;, ¢ B(L) N P41, lo cual
es una contradiccién, pues como P 1, P, € P(L)y P,+1 C P, por el Lema 5.2
B(L)NP,, = B(L)N Pyy41.

Supongamos que se verifica (II). Sea iy el menor indice tal que (8) e;,—1 € P, y como
Py es propio ¢g = 0 ¢ P;, de donde iy # 1. Observemos que (9) e;,—2 ¢ Pi,—1. De
P, C P, existe (10) z; € P,,_1 \ B;,. Consideremos una representacion mondtona de
n—2
T, T1 = /\ (dz V 6i), luego I S di0—2 vV €ip—2-
i=0
Como z1 € P,,_1, por hipétesis d;,—2 V €;,—2 € P,,_1 y teniendo en cuenta (9) entonces
(11) di0—2 € Pio—l-

Por otra parte, si ip — 1 < 7 < n — 2 se tiene que €;,_1 < ¢; < d; V e;, es decir,

n—2
(12) €51 < A (diVe) ysi0<1i <iy— 2 entonces dj,—o < d; < d; Ve; y por
i=ig—1
i0—2
lo tanto (13) djy—2 < A (di Ve;). De (12) y (13) eiy—1 A djy—2 < 1, de donde resulta

i=0
(14) d;,—2 ¢ P, pues caso contrario, de (8) resultaria que e;,—1 A d;,—2 € P,, y entonces
x1 € P, lo que contradice (10).

Luego por (11) djy—2 € Pi,—1NB(L) y por (14) d;,—2 ¢ P,,NB(L), es decir, P;,_1 N B(L) #
P,, N B(L), absurdo. [

Sean L un Fy-reticulado y @ un filtro de B(L). Fijado k, 1 < k <n — 1, sea:
n—1

Fi,(Q) = {z € L : existe una representacion monétona x = \/ (b; A e;) tal que by € Q}.
i=1

Lema 5.4 (T. Traczyk, [12], R. Cignoli, [2, 3])

F(Q) es un filtro de L, Q C Fr(Q), cualquiera que sea k, 1 <k <n-—1y

Fo.1(Q) C--- C F(Q) C Fi(Q).

Dem.
n—1 n—1
1) Sib; =1, paral <i <mn—1, entonces \/ (b Ne;) = \/ e, =1y comol e Q
i=1 i=1
tenemos que 1 € Fi,(Q).
n—1 n—1
2) Sean z,y € Fi(Q), luego (1) x = V (a; Nei), (2) y = \ (b; A e;) donde (3)
=1 =1

a;,b; € B(L),para 1 <i<n—1,(4) ay > a3 > -+ > ap_, (5) by > by > -+ > bpy
y (6) ag, br € Q.
n—1
De las hipétesis (1) a (5) resulta por la Observacién 1.2 que z Ay = '\ ((a; Ab;) Ne;),
i=1
cona; \Nb; € B(L),paral <i<n—1,a;Aby >asANby>--->a,_1 Ab,_1 y como
por (6) ax A b € @, tenemos que = Ay € Fi(Q).
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n—1 n—1

3) Seax € Fir(Q) ey € Ltal que x <y, luego (1) 2= \/ (a;i ANep), (2) y=V (b; Ae;)
i=1 i=1
donde (3) a;,b; € B(L), paral < i < n—1, (4) a1 > ay > -+ > an_1, (5)

by >by>--->by1y (6) ap € Q.
n—1
De las hipétesis resulta por la Observacion 1.2 que y =z Vy = \ ((a; V b;) A ¢;),
i=1
cona; Vb, € B(L),paral<i<n—1,a;Vb >ayVby>--->a,1Vb,_1ycomo
ar < ap Vb € Q, ag, by € B(L), resulta que ax V b € Q y por lo tanto y € Fi(Q).

n—1

n—1
Sibe @, comob=bA1=0bA\ e; =\ (bAe;) entonces b € Fi(Q), cualquiera que sea
v .

J Jj=1
k, luego Q C Fi(Q).
n—1
Sea x € Fi(Q), donde 2 < k <n—1, luego (1) x = V (b; A e;) donde b; € B(L), para

=1
1<i<n—1,2)by >by>-->by1y (3) bp € Q. De (2) y (3) resulta by_; € Q y por
lo tanto = € Fj_1(Q). [ |

Observacion 5.1 Si L es un Py-reticulado y Q) es un filtro propio de B(L) entonces
F.(Q) no es necesariamente un filtro propio de L.

Consideremos el Py-reticulado Ly del Ejemplo 2.1, donde B(L) = {0,a,d,1} y ey =0 <
€1 =b <ey=1.

En Ly, tenemos las siguientes representaciones monotonas:

(1)0=(0Ab)VO, (2)0=(aNb)VDO,

(83)b=(dANb)VO, (4)b=(1Ab)VDO,

(5)a=(aNb)Va, (6)c=(1AND)Va,
(7)d=(dAb)Vvd, (8)d=(1Ab)Vd,
(9)1=(1Ab)VI.

Si Q1 = {a, 1} entonces por (2) 0 € F1(Q1), luego F1(Q1) = L.
Por (3), (6) y (9) Fa(Qu) = {a,c,1}.

Si Q2 = {d, 1} entonces por (4) (6 (3)), (6), (7) (u (8)) y (9), F1(Q2) = {b,¢,d, 1} y por
(7) (u(8)) y (9) F2(Q2) = {d, 1}.

Lema 5.5 5i Q € P(B(L)) y Fi(Q) es propio, con 1 <k <n —1 entonces:

(a) Fr(Q) € P(L), (T. Traczyk, [12])

(b) Fr(Q)N B(L) = Q, (R. Cignoli, [2, 3])
(C) Fn—l(@) 7é L.

n—1
Dem. (a) Supongamos que x Vy € Fi(Q), luego (1) = Vy = \ (¢ A e;), donde
i=1
(2)c;eB(L),paral<i<n—1,3)c;>ca>>cp1y (4) e €Q.

n—1 n—1

Como z,y € L entonces (5) z = \/ (a; Ne;), (6) y =\ (bi Ae;) donde (7) a;,b; € B(L),
i=1 i=1
1<i<n-—1,8) a1 >a>-->an1, (9) by >by>--->b,_q.

Sean
n—1

v1=\/llex A N\(a;V=b))) Ae,]

r=1 j=1
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v = Ve A NGV —a) ne]

luego (10) z1,y1 <z V y.
Pongamos z, = ¢, A A (a; V =b;) y w, = ¢, A A\ (b; V —a;), luego z,,w, € B(L), para

j=1 j=1
1 <r <n—1. Probemos que z,, > z,, para r; < r9. En efecto, como ¢,, > ¢,, entonces

71 T2 T2
Zpy = Cpy N /\(aj V —bj) > ¢y A /\(aj V —bj) > ¢y A /\(aj V —=bj) = 2,

j=1 7=1 J=1

Andalogamente se prueba que w,, > w,, para r; < .
Vamos a probar que x = 1. Teniendo en cuenta (1), (5) y la Observacién 1.2 resulta

(11) z=(zVy) Az = \_/((cr/\ar)/\er): \_/[c,A(/\aj)Ae,] <
\_/[c, A (/\(aj V—b)) Ae] =1

Por (10) z; = (z Vy) A x1, luego de la Observacién 1.2, (5) y (6) se tiene

(12) 1= [:L\Z((ar Vb) Aen)] A [:L\Z(cr /\j/:\l(aj V=b)) Aey] =
n\:/l[(w Vb)) Ae A /i\(a,» V—b;) ANe,] <
:L\Z[(m Vb)) ANer Aar V =b) ANe| = :L\Z[(QT V(b A=b)) Acr Ae] =
:L\Z[(ar Aer) Nep] < :L\Z(a, Ae,) = x.

De (11) y (12) resulta que x; = z. En forma andloga se demuestra que y = y;.

zk\/wk—ck/\/\aj\/ —bj)| Vv ck/\/\b\/ —aj)| =

Jj=1 Jj=1

k k
ck/\[/\(aj\/—b /\b\/ —aj)]
j=1 j=1

Teniendo en cuenta (8) y (9) resulta que (a; V —b;) V (b;V —a;) =1, paral <i,j <n-—1

k k
y entonces A (a; V —b;) V A (b; V —a;) = 1. Luego 2, Vwy = cx A1 = ¢, € Q y como
j=1 j=1
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zk, wr € B(L) y @ es un filtro primo de B(L) tenemos que z; € Q 6 wx € Q y por lo
tanto x = x1 € Fi(Q) 6 y = y1 € Fi(Q).

(b) Por el Lema 5.4, @ C F(Q), cualquiera que sea k. Como (Q C B(L) entonces
() Q C Fu(@) N B(L).

Por hipétesis Fi(Q) es propio entonces Fi(Q)) es un filtro primo, luego por el Lema 5.1
tenemos (ii) Fx(Q) N B(L) es un filtro primo de B(L). De (i) e (ii) resulta por ser Q y
Fi,(Q) N B(L) filtros maximales de B(L) que Fi(Q) N B(L) = Q.

(¢) Si F,—1(Q) = Lentonces 0 € F,,_1(Q), por lo tanto existe una representacién monétona
n—1

tal que 0 = \/ (b; Ae;) v b1 € @, luego b; Ae; = 0 para todo i, 1 <i <n—1,en

=1
particular 0 = b,_1 Ae,_1 =b,_1 A1 =b,_1 y entonces 0 € (), absurdo. [ |
Lema 5.6 (R. Cignoli, [2, 3]) Si P € P(L) y P'= PN B(L) entonces
F, 1(P") C P CF(P).

Dem. Por el Lema 5.1 sabemos que P’ € P(B(L)). Sea = € F,_1(P’), por lo tanto
n—1

T = \/(bi/\6i), donde b; € B(L), 1 §z§n—1, by > by > --- > b, ybn_l e P =
i=1

n—2
PN B(L),luego (1) by—1 € P. Como (2) b1 < \ (biAe;j)Vby—1 =z, de (1) y (2) resulta
i=1

por ser P un filtro que x € P.
n—1
Sea (3) x = \/ (biNe;) € Pydonde b, € B(L),1 <i<m—1,b;>by>--->b,_;.
i=1
Como P es un filtro primo, de (3) resulta que existe ig, tal que b;, Ae;, € P y por
lo tanto (4) b, € P. Como (5) by > b;,, de (4) y (5) resulta by € P y por lo tanto

by € PNB(L) =P, luego = € F\(P'). [

Si P es un filtro primo de L, entonces P es propio, luego ¢ = 0 ¢ P y como P es filtro
en_1=1€P.

Definicién 5.1 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si P € P(L), se dice que P es de tipo k,
1<k<n-—1, sik es el menor natural tal que e, € P.

Observacion 5.2 1) Todo filtro primo de L es de tipo k, para algin k, 1 <k <n — 1.
n—1

2) Si Fi,(Q) es propio entonces es de tipo < k, pues e, = \/ (b; N e;), con by = 1 para
i=1

1<i<kyb=0,parak+1<i<n-—1, estoes, e € Fr(Q).

Lema 5.7 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si P € P(L) es de tipo k entonces existe un inico
Q € P(B(L)) tal que P = Fi(Q).

Dem. Sea @ = PN B(L). Por el Lema 5.1, @ es un filtro primo de B(L). Sea x € Fj(Q)
n—1

estoes x = \/ (b; Aei)y b € Q. Como @ C P entonces (1) by, € Py por hipétesis (2)
i=1

er € P. De (1) y (2) resulta por ser P un filtro que by A ex € Py de by A ex < x se tiene

que z € P.
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n—1
Sea x € Py supongamos que para toda representacién monétona de (3) x = \/ (b; Ae;),

i=1
by ¢ Q = PN B(L), luego by, ¢ P y por lo tanto (4) b; ¢ P para todo j > k.

De (3) resulta por ser P un filtro primo que existe jo tal que b;, Ae;, € P, luego b,, € P,
de donde por (4) jo < k. Luego bj, Aej, € P con jo < k y por lo tanto e;, € P, con jy < k,
lo que contradice que P es de tipo k. Luego debe existir por lo menos una representacién
monoétona de z tal que by € Q, es decir, € Fi(Q).

Supongamos que Q1, Q2 € P(B(L)) son tales Fj(Q1) = Fr(Q2) = P. Luego por el Lema
5.5, (b) Q1 = Fi(Q1) N B(L) = Fi(Q2) N B(L) = Qo. u

Corolario 5.1 Si P € P(L) es de tipo k, QQ € P(B(L)) y Q C P entonces P = Fi,(Q).

Dem. De @ C P resulta que (1) Q@ = QN B(L) C PN B(L). Por el Lema 5.1 se tiene
(2) PNB(L) € P(B(L)) y por hipétesis (3) @ € P(B(L)). Luego de (1), (2) y (3) resulta
que Q@ = PN B(L) y por el Lema 5.7 tenemos que P = F(Q). |

Teorema 5.1 (G. Epstein y A. Horn, [4]) El conjunto de los filtros primos de un
Py-reticulado L con cadena base eg = 0 < e; < -+ < e,_1 = 1 es la union disjunta
de cadenas con a lo sumo n — 1 elementos cada una.

Dem. Probemos que dado @ € P(B(L)) el conjunto P(Q) = {P € P(L) : Q C P} es
una cadena con a lo sumo n — 1 elementos.

Por el Lema 5.5 (c), sabemos que F,_1(Q) es propio luego por el Lema 5.5 (a), resulta
que (1) F,,—1(Q) € P(L). Del Lema 5.4 tenemos (2) @ C F,_1(Q), luego de (1) y (2) se
concluye que F,,_1(Q) € P(Q).

Por otro lado si P € P(Q) entonces por la Observacién 5.2 y el Corolario 5.1, P = F(Q)
para algin k, 1 < k < n — 1y por lo tanto el conjunto P(Q) tiene a lo sumo n — 1
elementos y P(Q) = {Fi(Q) : Fi(Q) # L, 1 <k <n—1}. Como por el Lema 5.4

Fo,1(Q) C--- C F(Q) C F1(Q),

P(Q) es una cadena con a lo sumo n — 1 elementos.

Ademsés si Q1,Q2 € P(B(L)) son tales que Q1 # Q9 entonces P(Q1) N P(Q2) = 0. En
efecto, si P € P(Q1) N P(Q2) entonces Fi(Q1) = P = Fy(Q2) y por lo tanto por el
Lema 5.5 (b), Q1 = Fi(Q1) N B(L) = PN B(L) = F(Q2) N B(L) = @2, contradiccion.
Finalmente, por la Observacion 5.2 y el Lema 5.7 es facil ver que

PL)= |J PWQ

QeP(B(L))

Lema 5.8 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si Q € P(B(L)) entonces
(a) Fr(Q)={x € L:ex Nb <z, paraalginb € Q},

(b) Fr_1(Q) = Fr(Q) si y solo siex_1 € Fr(Q).
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n—1

Dem. (a) Si z € Fi(Q) entonces x = \/ (b; Ae;) donde by > by > -+ > b, gy
i=1

br € @, luego by A e, < x. Supongamos ahora que e; A b < x para algin b € @), luego si

n—1

bi=by=--=bp1=by=by b1 =---=b,_1 =0entonces \ (b; \e;) € Fi(Q) y
i=1
n—1 k n—1
\Vine)=\bre)v \/ (One)=br(\e)=bAre, <z,
i=1 i=1 i=k+1 i1

luego x € Fi(Q).

(b) Supongamos que (1) ex—; € Fi(Q) y probemos que Fj_1(Q) = Fi(Q). Vimos en el
Lema 5.4 que Fi(Q) C Fr_1(Q). Sea x € Fj_1(Q) entonces (2) ex_; A b < x para algin
be . Como (3)be Q C Fr(Q), de (1) y (3) resulta que (4) b A ex—1 € Fi(Q). Luego de
(2) v (4) tenemos que x € Fi(Q), y por lo tanto Fy_1(Q) C Fi(Q).

Reciprocamente supongamos que (5) Fj_1(Q) = Fi(Q), como ex_; A b < e cualquiera
que sea b € ) entonces ex_; € Fj,_1(Q) luego por (5) ex—1 € Fr(Q). [ ]

Lema 5.9 Si L es un Py-reticulado con cadena base eg = 0 < e < -++ < €1 = 1
entonces F, ={b € B(L) : e <bVer1}, 1 <k<n-—1, es un filtro propio del dlgebra
de Boole B(L).

Dem. F1) Como e, <1Ve,1 =1y 1€ B(L) entonces 1 € F.

F2) Sean by,by € Fj esto es e < by Veg_1y ep < by Veg_1, luego e < (by V eg—1) A
(b V ex—1) = (by A ba) V ex_1 y como by A by € B(L) tenemos que by A by € F.

F3) Siby € Fy, estoes, e, < by Ver_1ybe B(L) verifica by < b, entonces e, < by Veg_1 <
bV er_1, luego b € Fy.

Supongamos Fy = B(L). Luego 0 € F}, es decir, e, < 0V ex_; = ex_1, lo que contradice
la hipétesis. |

Observacion 5.3 5@ F' y G son filtros de un reticulado distributivo acotado, no trivial,

notaremos como es habitual con F'N G el filtro generado por FUG. Es bien conocido que
FvG={zANy:xze€F, yeG}.

Observacion 5.4 Sean by, b, ..., b, elementos de un dlgebra de Boole B tales que

(1) Z'\:/1 b; = 1. Entonces existen elementos b, b, ..., b, de B tales que Z'\:/1 b =1, biAb; = 0,

para i #j y b, <b;, parai=1,2,... n.

Sea (2) by = — \/ by esto es (3) b, = N\ —bn. De (1) y (2) resulta b} < b;.
h=2 h=2

Por (3) tenemos que b} = —b, < —by, y por lo tanto b} A by, < —bp, A by, = 0, para todo
1 1
-2

h # 1, luego by ANby, =0, para todo h # 1. Ademds (4) by v \ bp=—\ bpVvV \ by = 1.
h=2

h=2 h=2

Sea (5) by =—(yV \/ by), esto es, (6) by =—by N N\ —bn. De (4)y (5) es facil ver que
h=3 h=3

by < by. De (6) resulta que (7) by < —b) y que (8) by < N\ —by < —bp, para todo h #1,2.
h=3
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De (7) tenemos by Nb) =0 y por (8) b Nby, =0, para h # 1,2. Ademds

b’l\/b’z\/\n/bh:b’l\/(—b’l/\—\n/bh)\/\n/bh:
h=3

h=3 h=3

n n
v =\ v\ =1
h=3 h=3
Repitiendo este procedimiento un numero finito de veces se concluye la afirmacion.

Lema 5.10 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Si L es un Fy-reticulado con cadena base
O=¢ey<e; <---<ey1 =1, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Toda cadena de P(L) tiene a lo sumo n — 2 elementos,

(a)

(b) Para todo Q € P(B(L)) existe b € Q y un entero k > 1 tal que e ANb < ep_q,

(¢) iV Fy,V---V F,_y = B(L), donde F; son los filtros definidos en el Lema 5.9.
)

(d) L tiene una cadena base con menos de n elementos.
Dem. (a) = (b) Si Q € P(B(L)) vimos que
(%) Fo1(Q) C -+ C F(Q) C F1(Q).

Por otro lado, por el Lema 5.5, Fi(Q) =L 6 F1(Q) € P(L).

Si F1(Q) = L entonces 0 € F1(Q) luego por el Lema 5.8, ¢; A b < 0, para algin b € Q,
esto es, e; A b < eg.

Si F1(Q) € P(L), como por hipétesis la cadena indicada en (x) tiene a lo sumo n — 2
elementos, tenemos que Fj_1(Q) = Fi(Q) para algin k, k > 1. Luego por el Lema 5.8
resulta que e;_1 € Fi(Q) y entonces ex A b < ej_1, para algin b € Q.

(b) = (¢) SiF=FVFE,V---VF,_1# B(L), es bien conocido que existe Q) € P(B(L))
tal que F' C Q. Luego por (b) existe b € Q y k > 1 tal que ex A b < ex_1, por lo tanto

6k§€k\/—b:(6kAb)V—b§€k_1V—b,

de donde por la definicién de Fj tenemos —b € Fj. Como F, C F'y F' C (@ entonces
F, CQ yporlotanto —b € Q. Luego 0 =bA -b e Q y Q = B(L), absurdo.

(¢c) = (d) Supongamos que F}V FyV -V F,,_1 = B(L), luego como 0 € B(L) resulta
n—1

por la Observacién 5.3 que existen elementos b; € F;, 1 <i <n —1, tales que 0 = A b,
i=1
n—1 n—1

luego 1 = \/ —b;. Por lo visto en la Observacién 5.4 podemos suponer que (1) 1=\ d;,
' i=1

=1
con (2)d;Ndj=0,parai#jy (3)d; <—b,1<i<n-—1.

k
Pongamos fo =0y fir = ex V (ex1 AV dj), para 1 < k < n — 2. Es claro que fo < f
j=1
paratodo k=1,....,.n—2y que fr < fryr1, paral <k <n-—3.
Como by € Fy y por (3) by < —dj entonces —dy, € Fy, esto es, (4) e, < —dj V ex_1. En
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particular, 1 = e,_1 < —d,—1 V e,_2, luego (5) —d,—1 Ve,_o = 1. De (1) y (2) resulta que

n—2
(6) —d—1 = \/ dj, luego teniendo en cuenta (6) y (5),
j=1
n—2 n—2
fn_g = €p—2 V (6n_1 N \/ dj) = €p—2 V \/ dj = €np—2 V _dn—l =1.
j=1 j=1
n—1
Para simplificar la notacién pongamos s, = \/ d;, para 1 <k < n—2, entonces usando
j=k+1

(2) v (4) se tiene

k
Fea V(i Asi) = fea V((ex V (erin A\ dj) Asi) =

J=1

fk_l\/(ek/\sk €k+1/\\/d/\ \/ d

j=k+1

fk—l V (6k VAN Sk) V0= fk—l vV (6k VAN Sk) =

k—1
er1V(ex A\ dj) V (e A \/d = ep1 V (e A \/dv \/d
j=1 j=k+1 j=k+1

CL— 1\/ 6kA \/ d —6k_1V(6k/\—dk):
J=1,j#k
(6k_1 V €k) A (6k_1 V —dk) = €L VAN (6k_1 V —dk) = €.
Por lo tanto

(7) 6k:fk_1\/(fk/\sk), 1§k‘§n—2.

Como L tiene cadena base 0 = ¢y < e < -+ < e,_1 = 1, si x € L, entonces
n—1

(8) x = k\_/l(rk Aex), con ry € B(L).

Por (7) 7’; Neg =1 N (femt V(e Ask)) = (T A fee1) V (fe ATk A sg). Luego rp A e =
(re A\ fe—1) V (fx Aty), donde t, = 1 A s € B(L). Reemplazando en (8) tenemos:

n—1 n—2
T = \/(rk Aeg) = (\/(rk Neg))Vrp_1 =
k=1 k=1
n—2 — _
\/((Tk/\fk—1)\/(fk/\tk \/T’n1=\/7’k/\fk1 \/fk/\tk )V irp_ =
k=1 =1 k=1
n—2 n—2 n—2 _
(A SV N (e A fie) VN e A ) Vra =\ (e A fin) \/ fe Ate) Vg =
k=2 k=1 k=2 =1
n—3 -

\/7’3+1/\fg \/ fe Nte) Virp_ =

j=1 k=1
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n—3 -

V (risa VE) A L)V (tnea A fa) Vg = \/ ((ria VE) A F)V (tna A1) Vg =
j=1 i1

n—3 n—2
\ (rjsa VYA F)V s Vrny =\ ((rjsa V) A fy),
j=1 j=1

donde 7,41 Vt; € B(L),1 <j<n-—2. Luego fy =0, f1,..., fu—2a = 1 es una cadena base
de L con menos de n elementos.

(d) = (a) Por hipétesis L tiene una cadena base e = 0 < €] < --- < ¢€},_; = 1, con
k < n, es decir, k < n—1. Luego por el Teorema 5.1 toda cadena de P (L) tiene a lo sumo
k — 1 elementos, donde k — 1 < n — 2 y por lo tanto vale (a). |

Lema 5.11 (G. Epstein y A. Horn, [4]) Sea L un Py-reticulado. Entonces L es de orden
n si y solo si toda cadena de P(L) tiene a lo sumo n — 1 elementos y existe al menos una
cadena con exactamente n — 1 elementos.

Dem. Sea L un Py-reticulado de orden n. Por el Teorema 5.1 toda cadena de P (L) tiene
a lo sumo n—1 elementos. Supongamos que no existe ninguna cadena con n— 1 elementos,
luego se verifica la condicién (a) del Lema 5.10, lo que equivale a decir, que L tiene una
cadena base con menos de n elementos, lo que contradice la hipdtesis.

Probemos la reciproca. Supongamos que L es de orden t. Como por hipotesis toda cadena
de P(L) tiene a lo sumo n— 1 elementos, por el Lema 5.10 resulta que L tiene una cadena
base con menos de n + 1 elementos. Luego debe ser t < n + 1, es decir, t < n. Si fuera
t < m, por el mismo lema se concluye que toda cadena de P(L) tiene a lo sumo n — 2
elementos, contradiccién. Luego t = n y por lo tanto L es de orden n. [
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6. FyP-homomorfismos

Sea L un FyP-reticulado con una cadena base ey = 0,e1,...,e,_1 = 1. Como L es una
B-algebra entonces por (B11) existe 7, cualquiera que sea x € L. Pongamos

Tix =7 N(epy =), para 1 <i<n-—1

Como 7, e,_; = x € B(L) entonces T;x € B(L), para 1 <i<n— 1.
Por definicién Tje; =& A (en—i = €;), para 1 <i,j5 <n — 1.

Lema 6.1 Si L es un ByP-reticulado con cadena base E, = {ey = 0,e1,...,€,-1 = 1}
entonces:

(1) SL(B(L), En) = L,
n—1
(2) Todo elemento x € L se puede escribir como x = \/ (T,,—ix Ne;), y se verifican las

i=1
siguientes propiedades:

T0=0yT1=1,

T7) St Tix < Ty, para todo i, 1 < i <n—1 entonces v < y,
T8) Si Tix =Ty, para todo i, 1 <i <n—1 entonces x =y,
T9) o <T, 1z,

(T10) Stz <y entonces Thxr <Tpy, para 1 <h <n-—1,

(T11) Los conjuntos T, = {Ine; : 0 < j < n — 1} son cadenas de B(L), para

1<h<n-1,

(T12) The; ANTre; > Trninh i} €min{i g}

(T13) The; V Trej < Tnaa{hk}Cman{i,j}s

(T14) The <y ==z,

(T15) SiTix =x,1<i<n-—1, entonces x € B(L),

(T16) Sii+ j > n entonces Tie; =€,

(T17)

Dem. Por definicién se verifica (1).
Sea Dix =T A (e; = x), para 1 <i <n — 1, entonces:

n—1

i=1
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A los efectos de facilitar la lectura de estas notas vamos a reproducir la demostracion de
(I), dada por J. Klukowski y M. Zworski, en [8].

n—1
Sixz e L,seax = \/(b;i Ae;) una representacién mondtona de z, luego e; Ab; < x, para
i=1
1 <i<n-—1,yen consecuencia b; < ¢; = x. Por lo tanto b; ANe; < (e; = x) Ae;, de
donde

n—1 n—1

r=\/(b: ne:) < \[((ei =) Aey)
i=1 i=1
y entonces

=T A \/ ((e; =) Ney) =

n—1

V@ Alei= o) Ae) = \ (D e

i=1 i=1

Por definicién tenemos que (e; = =) Ae; < z, luego

<

((e; =) Ney) <=z

y por lo tanto

esto es

Por lo tanto

Como Tjx = D,,_;x, para 1 < i < n — 1 entonces T,,_jx = Dy,_(n—yx = D;x, luego:

n—1

T = \/(Tn_zl’ N 6i).

i=1
(T1) Sii<j,1<4,j<n-—1entoncesn —j <n—i, por lo tanto e,_; < e,_; y usando
(B6), en—i = x < e,_j = x, luego

Tix =7 N(enei = 2) <T Alepj = x) =Tjx.

(T2) Por (B12) y (B14) tenemos
Ti(xVy) = (xVy) Aeni = (z Vy)) = (T V) A((eni = 1) V(eni = y)) =
(T A(eni=x)) VI Aleni = y)) V(T Aleni=y)) V(T A(eni = 2)) =
Tix VTiy V(T A(en—i=vy)) V(T A(en—i = x)).
Por (B18), (TA(en—i = y))V(¥ Aen—; = z)) < TyzVTy. Luego T;(xVy) = TixVTy.
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(T3)

(T4)

(T10)

(T11)

(T12)

Por (B16) y (B5) resulta
Ti(x Ny) = (2 ANy) ANeni = (& ANY)) =T AT A(eni = ) N(epoy = y) =
T N(en—i=x) ANY Al(epi = y)=Tix NTyy.

Si b € B(L) entonces b = b luego, por (B3), resulta que Tjb = b A (e,_; = b) =
b Aen—i =b)=0.

Es una consecuencia inmediata de (T4) dado que 0,1 € B(L).

Teniendo en cuenta (B2), Tz =T A (epo1 = 2)=TA(1l=2)<TAzx ==

n—1 n—1
De la hipétesis resulta que x = \/ (T,—ix ANe;) < \V (Thoiy Ne) = .
i=1 i=1

Inmediato de (T7).

Por (T1) Tjx < T,,_1x, para todo j, 1 < j <n—1,y como 1,1z € B(L) de (T4)
resulta Tjx < T;T, 1z, para todo j, 1 < j <n—1y por lo tanto de (T7) se tiene
que x < T, qx.

Por hipétesis x Ay = z, luego de (T3) T;x A Tyy = Ti(x N y) = Tz, de donde

DeO=¢y<e; <+ <epg <eypq =1resulta por (T10) que Theg < They < -+ <
Thep—o < Then1, 1 <h<n-—1

De min{h,k} < h y min{h,k} < k resulta por (T1) que Toinfhi}Cmin{ij} <
Themin(igy Y Tmintniky€min{ijy < Tk€mingijy- Luego

(1) Toningh iy minfiy < Themingijy N ThCmin{i -

De min{i,j} < i@y min{i,j} < j resulta por (T10) que Themingijy < Thei y
Tiemingijy < Trej luego

(2) Themingijy N Tremingijy < Thei NTye;.
De (1) y (2) resulta (T12).
Se prueba en forma andloga a (T12).
Usando (T6), y ATz < Tz <z y como Tz € B(L) entonces Thz < y = x.
Inmediato, pues T;x € B(L).

Si i+ j > n entonces e,_; < e; luego Tie; =€ A (en—i =€) =¢ Al=F¢. En
particular, Tie,_; = €,;.

Supongamos que j < n — 1 entonces Tie; =¢; A(en1 = €j) =¢; A(l=¢;) =
€; Nlej. Luego usando (B8) y (B2), (1 =¢;) A(e; = 0) <1=0<0, por lo tanto
(1=¢€j)A(e; =0)=0ycomol=eje; = 0¢€ B(L) por (B11) se tiene que
le; =1=¢; < —(e; = 0) =¢;, de donde Tie; =le,.
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De ahora en adelante representaremos con Ly L', PyP-reticulados de orden n con cadenas
base
E,={eo=0,¢e1,...,e,1=1} y E, ={e;g=0,¢},...,e,_, =17},

n

respectivamente, donde :

B(L)NE,=1{0,1} vy B(L')NE, ={0/,1'. (6.11)

Si H: L — L' es un R-homomorfismo entonces claramente
0'=H(0),H(e1),...,H(en ), H(enq) =1
es una cadena de L', pero no necesariamente
H(ey),...,H(e,2) ¢ B(L).

En efecto, consideremos los reticulados Ly y L; indicados en los Ejemplos 2.2 y 2.1.
Ambos, son FyP-reticulados de orden 3 con cadenas base e¢g = 0,e; = c,eq = 1y
ey =0, €} = b, e, =1, respectivamente.

Sea H : Ly — Ly definida por H(0) = H(a) = H(b) = H(c) = 0, H(d) = H(f) = «a,
H(e)=H(g) =dy H(1) = 1. Entonces H(e;) = H(c) =0 € B(Ly).

Definicién 6.1 Se dice que H : L — L' es un PyP-homomorfismo si H es un R-homo-
morfismo de L en L' que verifica:

Hy) H(ey),...,H(ep—) ¢ B(L),
Hy) H(z = y) = H(x) = H(y).

Si H es epiyectiva entonces se dice que H es un PyP-epimorfismo. Si H es ademds
myectiva se dice que H es un PyP-isomorfismo. A todo PyP-isomorfismo de L en L se
denomina PyP-automorfismo.

Notaremos:

Epi(L, L") al conjunto de todos los PyP-epimorfismos de L en L/,

Epi(B(L), B(L')) al conjunto de todos los B-epimorfismos de B(L) en B(L'),

EpiP»Fu)(L, 1) al siguiente conjunto

{H € Epi(L,L") : H(e;) =€/, para 1 <j<n-—1}

7

EpiTEnTE) (B(L), B(L')) al siguiente conjunto

{h € Epi(B(L), B(L'")) : h(Tre;) = Trej, para 1<k<n—1,0<j<n—1}
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Lema 6.2 Si H € Epi'®E)(L, L") y h = Hp(r) entonces:
(A) H(Z) = H(z), cualquiera que sea x € L,

(B) h e Epi(B(L), B(L')),

(C) HTyr) =TyH(x), 1 <k<n-—1,

(D) H(Tye;) = h(Thej) = Teej, 1<k <n—1,0<j<n—1,

(E) h e Epi"PnTE)(B(L), B(L),

(F) H(e;) ¢ B(L'), paral <i<n-—2,

Dem.

(A) Por (B11), el Lema 6.4 y la hipétesis resulta H(T) = H(—(z = 0)) = —H(z = 0) =
—(H(z) = H(0)) = —(H(z) = 0') = H(x).

(B) Dado (1) 0" € B(L') como H es un FyP-epimorfismo existe x € L tal que H(r) = b".
Por (A) tenemos H(Z) = H(z) = b y de (1), ¥ = V. Luego H(Z) = b' y como
T € B(L), h es epiyectiva.

(C) En efecto, por hipétesis H(Tyx) = H(T A (en—r = x)) = HT) N H(epr = ) =
H@) A (Hens) = H(z)) = H@) A (¢, = H(x)). Luego por (A) H(Tyz) =
H(z)N (e, = H(x)) =TH(z).

(D) Como Tye; € B(L), de (C) y la hipétesis se tiene h(Tye;) = H(Tre;) = TpH(ej) =
Tk6;.

(E) Inmediato de (B) y (D).

(F) Por hipétesis H(e;) = €}, para 1 < i < n —2 y por (6.11) e, ¢ B(L'), para
1<i<n-2

Teorema 6.1 Si h € Epi'"E»TE)(B(L), B(L')) entonces la transformacion H : L — L'
definida por:

n—1

H(z) = \/ (MTiz) N €))

i=1

verifica:
(A) H(b) = h(b), para todo b € B(L),
(B) H es un R-epimorfismo que verifica
(BL) He;) = ¢,
(B2) H(e;) ¢ B(L'), paral <j<n-—2,
(B3) H(z = y) < H(z) = H(y).



50 L. Monteiro, S. Savini y C. Cimadamore

(C) TyH(z) = h(Tyx) = H(Tyx), 1 <k <n-—1.

(D) Si H € Epi'B~E)(L, L") werifica H'(b) = h(b), para todo b € B(L) entonces
H =H.

Dem.

(A) Sibe B(L) entonces por (T4) Tpb=10b,1 < k <n— 1. Luego

n—1 n—1

H(b) = \/ (MToib) A€}) = \/ (h(b) Ae}) = h(b) A \_/e; = h(b) A1 = h(b).

i=1 =1

(B) De (A) resulta en particular que: (HO) H(0) = 0"y (H1) H(1) =1".
(H3) H(x Ay) = H(x) NH(y).

Como por (T1) Tz > Ty ox > -+ > Tix, Thx € B(L), 1 <i<n-—-1yh
>

es un homomorfismo booleano entonces h(T,,_1z) > h(T,_ox) - > h(Tz) y
n—1

h(Tx) € B(L'), 1 < i < n—1. Luego \ (h(T,_ix) A €;) es una representacién
i=1

monétona de H(x).
n—1

Andlogamente \/ (h(T,—;y) A €}) es una representacion mondtona de H(y). Luego
i=1

por lo indicado en la Observacion 1.2:

(1) H) A H) =\ (o) AR ) A )
Por otro lado, de (T3) resulta que (2) H(z Ay) = il\_/l(h(Tn_i(:B Ay)) ANel) =

=1

n—1 n—1

\ (MTix AToiy) Ae)) = \[ (W(Toiz) AW(Tooiy) Aej).

De (1) y (2) se verifica (H3).
(H4) H(z vy) = H(z) v H(y).

n—1 n—1

Hiz vy) =\ ((Tusle V) Ae) =\ ((Tuso v Toig) Ael) =

i=1 i=1

n—1 n—1

V ((h(Tnmiz) V W(Tomiy)) A €g) = \/ ((h(Tn—iz) Ne) V (M(Toeiy) A €;)) =

n—1 n—1

\ Ty ne) v\ ((Ty) Ael) = H(x) v H(y)

i=1 i=1

H es sobreyectiva.

Dadoy € L', porel Lema 6.1y = \/ (T,,—jy Ae};). Como Tjy € B(L'),1 <j<n—1ly

Jj=1
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h es un B-epimorfismo entonces existen by, bo, . .., b,—1 € B(L) tales que h(b;) = T}y,
para 1 <j<n—1

Sean z; = \/b € B(L),1 <j<n-—1,luego z; < 290 < --- < 2,1y por

(T4) Tyz; = zj, para 1 < k,7 < n—1. Por lo tanto teniendo en cuenta (T1)
J J

Mz) = h(V bi) = \/h( )=V Ty=Ty paral <j<n-—L

n—1

Seax = \/ (2,—; Aej), luego por (T2) y (T3),sil1<k<n-—1:
j=1
n—1 n—1
Tix = \/(Tkzn_j NTye;) = \/(Zn_j N Tye;).
j=1 j=1

De la hipétesis y (T4) resulta

n—1 n—1 n—1

WTix) = h(\/ (znj ATie;)) =\ h(zny ATre;) = \[ (h(zny) AB(Tie;)) =

j=1 j=1 j=1
n—1 n—1
\/(Tn_jy A Tke;) =T \/(Tn_jy A e;) =Thy.
j=1 j=1

n—1 n—1

Luego H(z) = \ (W(Th—ix) Nel) =\ (Thoiy Nel) =y.
i=1 i=1

n—1
= V (The€} Nej). Como por
i=1

(B1) En efecto, por el Lema 6.1 (2) sabemos que ¢

3

hipdtesis h(T,—ie;) = Tn_ie;» entonces e \_/ (h(Th—iej) N e;) y teniendo en
cuenta la definicién de H resulta que H(e;) = €]
(B2) Es una consecuencia inmediata de (By) y (6. 11)

(B3) Como = A (z = y) < y entonces:
(1) H(z) NH(z = y) = H(z A(x =y)) < H(y).
Como x = y € B(L) entonces (2) H(x = y) € B(L'). De (1) y (2) resulta
que
H(x =y) < H(r) = H(y).

7% \/ n Z$ )

luego por (T2) y (T3)

7%}1($):=7§)(7%h(7%_ﬁr)/\7%69.

i=1
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Como h(T,,—;x) € B(L'), para 1 < i <n—1, entonces Tyh(T,_;x) = h(T,—_;x), para
1 <i7<n-—1, por lo tanto

n—1 n—1

ToH(x) = \/ (W(To-iz) ATie}) = \/ (WM(Toiw) A b(Ties)) =

i=1 i=1

n—1 n—1

h(\/(Tn i AN Tre;)) = h( \/Tk Thix Nep)) = \_/ (Th—iz N e;))

i=1 i=1

n—1
Como por el Lema 6.1 (2), v = \/ (T,—iz Ae;), por (A) resulta que
i=1

(D) De la hipétesis, (A) y (Bl) se tiene que H'(b) = h(b) = H(b), para todo
be B(L)y H(e;) =¢e. = H(e;), 1 <i<n—1. Seaz € Ly consideremos una

/
’ n—1
representacién monétona de x, z = \/ (b; Ae;), con b; € B(L), para 1 <i <n — 1.
i=1
Luego

n—1 n—1

H'(x) = H'(\[ (b: hes)) = \[ (H'(bi) A H' () =

i=1 i=1

n—1 n—1

\/ (H(b:) A H(e;)) = H(\/ (bi Aes)) = H(x).

i=1 =1

Lema 6.3 Si h € EpiTPTE)(B(L), B(L')) es biunivoca entonces la transformacién H
definida en el Teorema 6.1 verifica:

(1) H es biunivoca,

(2) H(z) = H(y) < H(z = y).

Dem. (1) Si H(xz) = H(y) entonces por el Teorema 6.1 (C) resulta h(Tyz) = T H(z) =
TyH(y) = h(Ty). Como h es biunivoca tenemos que Tpr = Ty, para 1 < k < n — 1,
luego por (T8) = =y.

(2) Sea b = H(x) = H(y) € B(L'). Como h es sobreyectiva entonces existe b € B(L) tal
que h(b) =¥, luego H(b) = h(b) = b'. Por lo tanto

H(z Nb) = H(x) NH(b) = H(z) A (H(z) = H(y)) < H(y)
y como H es biunivoca x A b < y, de donde resulta b < x = y. Luego

H(z) = H(y) =V = H(b) < H(z = y).
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Definiciéon 6.2 Si B y B’ son dlgebras de Boole, a toda transformacién h : L — L' que
verifica h0) h(0) = 0', hl) h(1) = 1’, h2) h(xAy) = h(x) Ah(y), h3) h(xVy) = h(x)Vh(y)
y h4) h(—x) = —h(x) se denomina un B-homomorfismo, si h es suryectiva se denomina
B-epimorfismo. Si h es ademds inyectiva se denomina B-isomorfismo y notaremos
B = B'. A todo B-isomorfismo de B en B se denomina B-automorfismo.

Lema 6.4 Si L y L' son reticulados distributivos acotados, y H : L — L' un R-homo-
morfismo entonces h = H\pgry es un B-homomorfismo de B(L) en B(L').

Dem. Sib € B(L) entonces existe ¢ € B(L) tal que bAc =0y bV c =1, luego por HO),
H1), H2) y H3) tenemos que:

(1) Hb)AH(c) = H(bAc) = H(0) =0’

y
(2) Hb)VH(c)=H(bVe)=H(1)=1"
e (1) y (2) resulta que H(c) es el complemento booleano de H(b) en L', luego
H(b) € B(L') y h(=b) = —h(b). Por lo tanto h = H|p(r) es un B-homomorfismo. [

Sea L un Py-reticulado finito no trivial, de orden n. Notaremos p(L) al conjunto de sus
elementos primos. Por el Teorema 5.1 sabemos que el conjunto p(L) es la unién disjunta
de cadenas con a lo sumo n — 1 elementos cada una.

Si x € L, notaremos p(x) = {p € p(L) : p < x}. Luego p(0) = 0 y si  # 0 entonces

zx= "\ »p

pep(z)

Lema 6.5 Si L es un reticulado finito no trivial y eg = 0,eq,...,e,_1 = 1 son elementos
de L tales que eg =0 < ey <---<e,_1 =1, entonces

{p(ei1) \ p(en) )15y
es una particion de p(L), donde p(e;11) \ p(e;) = p(eir1) N Coryples).

Dem. (I) p(ei+1) \ p(e;) # 0, para 0 <i <n—2.

Como p(eg) = 0 entonces p(er) \ p(eo) = p(e1). Como e; # 0 para 1 <i < n—1 entonces
p(e;) # 0. Si p(eit1) \ p(e;) = pleit1) N Cpyple;) = 0, para 0 < i < n — 2 entonces
p(eir1) C p(e;) y por lo tanto e;41 < e;, absurdo.

(1) U (p(ecsn) \ ples)) = plL)
g(P(€i+1) \pler) = g(P(@H) A Coitypler)) =
e o) U ot 1 () =
p(e1) U (p(e2) NCpiryp(er)) U U(p(em) NCpyp(e)) =+ = nL_j p(eit1) = p(L).

=2 =0
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() Sii #j, 0 <i,j <n—2entonces (p(eir1) \ P(er) N (P(ej1) \ ple;)) = 0.
Si (pein) \ p(e:)) N (P(eji1) \ Ple;)) # 0, esto es,

(p(ei+1) NCpryp(ed) N (Pej1) N Cpzyple))) # 0

entonces existe p € p(L) tal que

p € (Peir1)NCpryp(es)) N (p(ej41) NCpryp(e;)) = Pleir1) NP(ejr1) NBpry(p(e) Up(e;)).

Como i # j entonces i < j 6 j < 4. Supongamos que i < j luego i+ 1 < 7+ 1y por lo
tanto
p(eis1) Np(ejr1) N By (pler) Up(e;)) = pleira) N Cpiyple;)

entonces p € p(ei+1) y » ¢ p(e;), pero i + 1 < j luego p(ei+1) C p(e;), absurdo. |
Lema 6.6 Si L es un reticulado finito no trivial, y eg = 0,e1,...,e,_1 = 1 son elementos

de L tales que eg = 0 < e; < -+ < e,_1 = 1, H un R-automorfismo de L tal que
H(e;)) =€, 0<i<n—1,yh= Hpygq entonces

(HA) h es isomorfismo de orden de p(L),
(HB) h(p(eis1) \ P(ei)) = pleir1) \ p(ei), para 0 <i <n —2.

Dem. Es bien conocido que se verifica (HA).

(HB) Sip € p(L) es tal que p € h(p(ei1)\p(€;)) entonces p = h(q) con g € p(ei1)\p(ei),
es decir, ¢ < ejy1y ¢ £ €. Luego p = h(q) = H(q) < H(€i+1) = €ita-
Si p < e; entonces H(q) = h(q) = p < e; = H(e;) y como H es un R-isomorfismo
q < e;, absurdo. Luego p £ e;.
Sip € pleir1) \ p(e;) entonces (1) p < e;r1 v (2) p £ e;. Como h es un isomorfismo
de orden existe ¢ € p(L) tal que h(q) = p. Por (1) resulta H(q) = h(q) = p <
eir1 = H(eiz1), luego como H es un R-automorfismo g < e;1. Por (2) H(q) =
h(q) = p £ e; = H(e;) entonces como H es un R-automorfismo g £ e;. Por lo tanto

q € p(ei+1) \ p(e;) y en consecuencia p = h(q) € h(p(ei+1) \ p(ei))-
]

Lema 6.7 Si h es isomorfismo de orden de p(L), entonces la condicion (HB) del lema
precedente es equivalente a (HC): h(p(e;)) = p(ei), para 1 <i <n — 1.

Dem. (HB) = (HC).

En efecto, h(p(e1)\p(eo)) = p(e1) \P(eo), y como p(eo) = 0 tenemos (1) h(p(e1)) = p(er).
De (HB) y (1) resulta

h(p(e2)) = h((p(e2) \ p(e1)) Up(er)) = h(p(e2) \ pler)) U h(p(er)) =

(p(e2) \ p(e1)) Up(er) = p(e2).
En forma andloga se prueba que h(p(e;)) = p(e;), para 3 <7 <n — 1.
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(HC) = (HB).

En efecto, h(p(e1) \ p(eo)) = h(p(e1)) = ple1) = ple1) \ pleo),
Por hipétesis h(p(e;+1)) = p(eir1), para 0 < i < n — 2, luego Up(L)h(p(ei)) = Ep(L)p(ei),
para 1 <1¢ <n — 1, por lo tanto

h(p(eir1) \ p(e:) = h(p(eir1)) N Cpryh(plei)) = pleira) NCpryplei) = pleirs) \ p(es).

Si H es un FyP-automorfismo de L tal que (HE): H(e;) =€;, 0 <i<n—1,y h = Hp
notaremos ¢(H) = h.

Si Hy, Hy son PyP-automorfismos de L tales que Hy(e;) = Ha(e;) = e; y Hi # Ha,
hl = H1|p(L), hg = H2|p(L) entonces hl 7é hg.

En efecto, por hipétesis existe x € L\ {0} tal que Hy(z) # Hz(x).

Si hy = hy entonces

@ =\ p=\ @)=\ )=\ ») =)

peEP(x) pep(z) peEP(x) peEP(x)

Lema 6.8 Si L es un PyP-reticulado finito no trivial, de orden n con cadena base ey =
0<e <- - <epq =1, h un isomorfismo de orden de p(L) que verifica la condicion
(HB) indicada en el Lema 6.6, y

0, si =0,
Hmwz{ V (), six#0
pEP(x)

entonces Hy, es un PyP-automorfismo de L, tal que Hp(e;)) = €, 0 < i < n—1, y
Hy(p) = h(p), para todo p € p(L).

Dem. Es bien conocido que Hj, es un R-automorfismo del reticulado L.
Hp(eo) = H(0) = 0, Hy(en) =Ha(1) =\ h(p)= V p=1l=ena.

pep(1) pep(L)

Como p(e;) = h(p(e;)) esto es

pep) p<ef={h(qg) ep(L):qeple), ¢ <ei}

\/p— \/h = Hy(e;).

pEP(e;) qep(e;)

entonces

Probemos que Hpjpzy = h. Si ¢ € p(L) entonces
Hyjp(z)(a) =\ hp
pep(q)
Si p € p(q), esto es, p < ¢ entonces h(p) < h(q). Luego

<\ hp)

pep(q
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es decir, H(q) = h(q).

Como Hj, es un R-automorfismo de L, entonces Hp gy es un automorfismo booleano.
(I) Hy(z = y) < Hu(z) = Hily).

Como z A (z = y) < y entonces

(1) Hu(x) N Hy(z = y) = Hu(z A (z = y)) < Hu(y).

Como z = y € B(L) entonces (2) Hy(z = y) € B(L). De (1) y (2) resulta (I).
(II) Hy(z) = Hi(y) < Hu(z = y).

Sea b = Hy(x) = Hu(y) € B(L). Como Hyp(r) es suryectiva existe b € B(L) tal que
Hypry(b) = V. Por lo tanto

Hy(x A b) = Hy(x) N Hi(b) = Hi(x) A (Hi(x) = Hi(y)) < Ha(y)

y como Hj, es biunivoca x A b < y, luego b < x = y, de donde resulta
Hh(I)ﬁHh(y):b/:Hh(b) SHh(l’:>y) [ |

Si h es un automorfismo de orden de p(L) que verifica (HB), notaremos ¢(h) = Hy. ¢ es
inyectiva. En efecto, si hy, he son dos automorfismos de orden de p(L) diferentes, esto es

existe p € p(L) tal que hi(p) # ha(p), entonces Hy, (p) = hi(p) # ha(p) = Ha, (p).

Si H es un PyP-automorfismo de L que verifica H(e;) = e;, para 0 < i < n — 1 por
el Lema 6.6 sabemos que h = H|p(z) es un automorfismo de orden de p(L) que verifica
(HB). Veamos que @(h) = H, esto es que H, = H. H,(0) = 0 = H(0) ysiz # 0
Hy(z)= \ hp)= \ H(p)=H( \/ p)=H(z). Porlo tanto ¢ es una biyeccién.

pepP(x) pep(z) peEP(x)

Si A es un conjunto ordenado notaremos Aut(A) al conjunto de todos los automorfismos
de orden de A. Si Aut'®)(p(L)) es el conjunto de los automorfismos de p(L) que verifican
(HB) y Aut'®)(L) el conjunto de los Py P-automorfismos que verifican (HE) entonces

[ Aut™®(p(L))] = [AutD)(L)].

Si h e Aut®)(p(L)), sea hy, 0 < i < n — 2, la restriccién de h al conjunto p(e;11) \ p(ei),
para 0 < i < n — 2. Entonces para cada ¢, 1 <7 < n— 2, h; es un automorfismo de orden
del conjunto ordenado p(e;11) \ p(e;), que verifica h;(p(ei+1) \ p(e;)) = pleir1) \ ple:),
para 0 <1 <n — 2.

Sih' € Aut®)(p(L)), es tal que h' # h, entonces existe p € p(L) tal que h'(p) # h(p).
Como p € p(L) entonces existe i, 0 < i < n — 2 tal que p € p(ei1) \ p(e:), luego h; # h;.

Si g;, para 0 < i < n — 2, son automorfismos de orden de p(e;11) \ p(e;) que verifican
gi(pleir1) \ p(ei)) = pleir1) \ pe;), para 0 < ¢ < n — 2, entonces la funcién w de p(L)
en p(L) definida por w(p) = ¢;(p) si y solo si p € p(e;41) \ p(e;), para 0 < i < n — 2, es
un automorfismo de orden de p(L) que verifica (HB). Es claro que, la restricién w;, para
0 <i<n-—2,dew al conjunto p(e;+1) \ p(e;) verifica w; = g;, para 0 <i <n — 2. Por lo
tanto:

[Aut®)(L)| = |Aut®) (p(L))| = 1:[ | Aut(p(eir1) \ P(€s))]-
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Si un conjunto ordenado A es la suma cardinal de cadenas K;, 1 < ¢ < m, isomorfas a C),
y h es un automorfismo de orden de A entonces h(K;) = K; 6 h(K;) = K con j # i. Por
lo tanto el conjunto Aut(A) tiene m! elementos.

Si L es un FyP-reticulado finito, no trivial, entonces por el Teorema 4.1 L = H c,

donde 1 < ny < ng < --- < n, y por la Observacién 3.1 (3), L es un POP-retlculado de
orden n,. Por lo tanto

| AutP)(L |<H|Aut (cm) |—Hmz
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