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bras simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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1. LOGICA IMPLICATIVA POSITIVA

El objetivo principal de esta parte es el estudio del cálculo proposicional clásico, no
obstante lo cual indicaremos a t́ıtulo informativo las definiciones de otros cálculos proposi-
cionales que se encuentran con frecuencia en la literatura.

1.1. Introducción

Podemos decir que la lógica formal tiene por objeto estudiar las leyes del razonamiento.
Se observa que existen reglas de razonamiento que se aplican en las cirscunstancias más
variadas y en teoŕıas de naturaleza esencialmente distintas. Aśı por ejemplo en la teoŕıa
de los números naturales, en las teoŕıas de grupos, anillos, cuerpos, etc. Por lo tanto es
importante saber cuales son las reglas válidas en circunstancias variadas.
Empezaremos este estudio con la teoŕıa del cálculo proposicional implicativo positivo,
introducido por D. Hilbert y P. Bernays [8], que pasamos a describir.

1.2. Alfabeto

La lógica implicativa positiva será estudiada como una teoŕıa deductiva, por lo tanto
comenzaremos por indicar la lista de los śımbolos de los cuales se ocupa esta teoŕıa, al
conjunto de los cuales se dá el nombre de alfabeto, el que está constitúıdo por śımbolos
de tres categoŕıas, que pasamos a indicar:

(1) Las variables (de enunciado), que forman un conjunto G = {gi}i∈I de naturaleza no
especificada y tal que |G| > 0. Entonces podemos hacer diversas hipótesis sobre |G|,
por ejemplo que G es finito, numerable ó que tiene un cardinal superior al numera-
ble, por ejemplo que G tiene la potencia del cont́ınuo. En general se supone que G
es numerable.
Aunque los elementos gi son śımbolos abstractos debemos observar que en las apli-
caciones los gi son enunciados especif́ıcos, por ejemplo podemos suponer que G es el
conjunto de los enunciados de los cuales se ocupa una teoŕıa deductiva bien deter-
minada, como por ejemplo la teoŕıa de grupos o de anillos, etc.
Como queremos elaborar una teoŕıa de los enunciados que se aplique a varias ramas
de la matemática o de otras teoŕıas deductivas entonces es natural no especificar la
naturaleza de los enunciados que vamos a considerar y es por ello que varios autores
dicen que los gi son variables de enunciado, no obstante esta designación, los gi son
para nosotros elementos fijos.

(2) El śımbolo → denominado implicación

(3) Los śımbolos ( , ) denominados paréntesis ó śımbolos auxiliares.

1.3. Fórmulas ó enunciados

Sea L el menor conjunto que verifica las dos condiciones siguientes:

(1) G ⊆ L,
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Si a, b son elementos arbitrarios de L, observemos que a, b no son variables de enuncia-
do, sino que son variables del lenguaje que estamos hablando. Teniendo en cuenta esta
observación, enunciaremos:

(2) Si a, b ∈ L entonces (a → b) ∈ L.

Al conjunto L se le dá el nombre de conjunto de todas las fórmulas, entre las cuales figuran
por ejemplo:
(g1 → g1), (g1 → g2), ((g1 → g1) → (g1 → g2)), etc.

Observación 1.3.1 (1) Algunos autores dan a las fórmulas el nombre de palabras,
otros dan el nombre de fórmula a toda sucesión finita de śımbolos del alfabeto indi-
cado, aśı por ejemplo A. Church, Kleene, llaman fórmula a la sucesión )g1(→ (g1,
y dan el nombre de fórmula bien formada, a cualquiera de las que hemos definido
anteriormente como fórmulas.

(2) Aún en el caso en que G es finito, el conjunto de las fórmulas es infinito. Supongamos
por ejemplo que G = {g1}, entonces son fórmulas:

g1, (g1 → g1),

((g1 → g1) → g1), (g1 → (g1 → g1)), etc.

1.4. Tautoloǵıas

Sabemos que en la lógica existen fórmulas que son universalmente verdaderas, esto es que
son verdaderas independientemente de las interpretaciones que se den a las variables de
enunciado que figuran en la fórmula.
En particular la fórmula (g1 → g1) es siempre verdadera. Necesitamos por lo tanto indi-
car algunas de las fórmulas que son universalmente verdaderas, a las cuales daremos el
nombre de tautoloǵıas ó tesis y también indicar procedimientos para obtener las restantes.
Representemos por T al conjunto de las tautoloǵıas, que se define por las condiciones que
se indican a continuación, donde g1, g2, g3 son elementos fijos de G.

Axioma L1: (g1 → (g2 → g1)) ∈ T ,

Axioma L2: ((g1 → (g2 → g3)) → ((g1 → g2) → (g1 → g3))) ∈ T .

Tenemos aśı exactamente dos tautoloǵıas y vamos a indicar dos reglas denominadas reglas
de formación ó de producción, que permiten obtener nuevas tautoloǵıas a partir de las
dos tautoloǵıas dadas. Para indicar estas reglas representaremos nuevamente por letras
a, b, c, . . . elementos arbitrarios de L.

Regla 1 (regla de sustitución): Si a es una tautoloǵıa en la cuál figuran las variables de
enunciado gi, 1 ≤ i ≤ k y si bi, 1 ≤ i ≤ k es una fórmula arbitraria entonces la fórmula
que se obtiene reemplazando simultáneamente a gi por bi, 1 ≤ i ≤ k también es una
tautoloǵıa.

Ejemplo 1.4.1 Reemplazando en L1, g1 por g2 obtenemos la tautoloǵıa:
(g2 → (g2 → g2)).
Reemplazando en L1, g1 por (g2 → g3) obtenemos la tautoloǵıa:
((g2 → g3) → (g2 → (g2 → g3))).
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Regla 2 (Modus Ponens): Si a ∈ T y a → b ∈ T entonces b ∈ T .

Por definición T es el menor conjunto de fórmulas que verifican los axiomas L1 y L2 y las
reglas 1 y 2.

Observemos que la regla de sustitución permite a partir de los dos axiomas L1 y L2 que
son tautoloǵıas, obtener una infinidad de tautoloǵıas.

Nosotros estamos interesados en suprimir la regla de sustitución sin alterar el sistema que
queremos estudiar adoptando un procedimiento seguido por Von Neuman.

Observemos que de la tautoloǵıa L1 se deduce por sustitución la siguiente tautoloǵıa:
(a → (g2 → a)) donde a es un elemento fijo de L. Si a es variable entonces el śımbolo
(a → (g2 → a)) no es una fórmula pero se transforma en una fórmula si reemplazamos
a por un elemento fijo de L, por ello diremos como Von Neuman que es un esquema de
axioma.
Si reemplazamos g2 por b variable tenemos el siguiente esquema de axioma:

L∗
1 : (a → (b → a)).

Con un procedimiento análogo obtenemos el esquema de axioma:

L∗
2 : ((a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c))).

Los resultados precedentes nos conducen a otro modo de formular la definición de tau-
toloǵıa, que pasamos a enunciar:

1) El conjunto T de todas las tautoloǵıas es el menor conjunto que verifica las siguientes
condiciones, donde a, b, c ∈ L

L1 : (a → (b → a)) ∈ T .

L2 : ((a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c))) ∈ T .

Como L tiene una infinidad de elementos, en las condiciones L1 y L2 figuran una infinidad
de tautoloǵıas.

2) Regla del modus ponens: Si a ∈ T y (a → b) ∈ T entonces b ∈ T .

Se demuestra que estas dos definiciones de lógica implicativa positiva son equivalentes,
si el número de variables de enunciado es mayor o igual que 3, esto es el conjunto de
tautoloǵıas es el mismo, lo cuál no vamos a demostrar.
Nota: La axiomática anterior fue dada a t́ıtulo informativo.

Teorema 1.4.1 (a → a) ∈ T para todo a ∈ L.

Dem. Si reemplazamos en L1, b por (a → a) tenemos

(a → ((a → a) → a)) ∈ T . (1)

Reemplazando b por a en L1, tenemos

(a → (a → a)) ∈ T . (2)

Reemplazando en L2, b por (a → a) y c por a tenemos

((a → ((a → a) → a)) → ((a → (a → a)) → (a → a))) ∈ T . (3)
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Luego de (1) y (3) se deduce por la regla de modus ponens

((a → (a → a)) → (a → a)) ∈ T . (4)

De (2) y (4) se deduce por la regla de modus ponens

(a → a) ∈ T .

¥

Teorema 1.4.2 Si t ∈ T entonces (b → t) ∈ T cualquiera que sea b ∈ L.

Dem. Reemplazando en L1, a por t resulta (t → (b → t)) ∈ T y como por hipótesis
t ∈ T , entonces por modus ponens tenemos (b → t) ∈ T ¥

Definición 1.4.1 Si (a → b) ∈ T notaremos a ≤ b y diremos que b es una consecuencia
de a.

Teorema 1.4.3 ≤ es una relación de pre-orden.

Dem. Por el Teorema 1.4.1 (a → a) ∈ T para todo a ∈ L, luego P1) a ≤ a cualquiera
que sea a ∈ L.
Probemos ahora que:
P2) Si a ≤ b y b ≤ c entonces a ≤ c, donde a, b, c ∈ L.
Por hipótesis (1) (a → b) ∈ T y (2) (b → c) ∈ T . De (2) resulta por el Teorema
1.4.2 que (3) (a → (b → c)) ∈ T . De (3) y L2 resulta por modus ponens que (4)
((a → b) → (a → c)) ∈ T . De (1) y (4) resulta por modus ponens que (a → c) ∈ T , esto
es a ≤ c. ¥

Definición 1.4.2 Si a ≤ b y b ≤ a notaremos a ≡ b (mód. T ) y diremos que a, es
lógicamente equivalente a b.

Teorema 1.4.4 ≡ es una relación de equivalencia.

Dem. En efecto por el Teorema 1.4.1:
1) a ≡ a (mód. T ).
2) Si a ≡ b (mód. T ) entonces b ≡ a (mód. T ).
Por hipótesis a ≤ b y b ≤ a luego b ≤ a y a ≤ b y en consecuencia b ≡ a (mód. T ).
3) Si a ≡ b (mód. T ) y b ≡ c (mód. T ) entonces a ≡ c (mód. T ).
Por hipótesis (1) a ≤ b , (2) b ≤ a, (3) b ≤ c , (4) c ≤ b. De (1) y (3) resulta por el
Teorema 1.4.3 que (5) a ≤ c y de (2) y (4) resulta por el Teorema 1.4.3 que (6) c ≤ a. De
(5) y (6) se concluye a ≡ c (mód. T ). ¥

Esta relación de equivalencia dá origen a una partición de L en clases de equivalencia,
por lo tanto dos fórmulas que pertenezcan a una misma clase de equivalencia son indis-
tinguibles bajo el punto de vista de la lógica. Si a ∈ L notaremos con C(a) a la clase
de equivalencia que contiene a a. Como → es una operación binaria definida sobre L,
entonces (L,→) es un sistema algebraico.
Como acabamos de definir una relación de equivalencia sobre L, es natural averiguar si
esta relación es compatible con la operación binaria → definida sobre L, esto es si se
verifica la siguiente propiedad:
Si a ≡ a1 (mód. T ) y b ≡ b1 (mód. T ) entonces (a → b) ≡ (a1 → b1) (mód. T ). Con el
fin de demostrar la validez de esta propiedad vamos a probar los siguientes resultados:
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Teorema 1.4.5 Si t ∈ T y a ≡ t (mód. T ) entonces a ∈ T .

Dem. Por hipótesis (1) t ∈ T y (2) t → a ∈ T . De (1) y (2) resulta por modus ponens
que a ∈ T . ¥

Teorema 1.4.6 Si t ∈ T entonces C(t) = T .

Dem. Probemos que: (i) Si t ∈ T entonces C(t) ⊆ T . Sea a ∈ C(t) esto es a ≡ t (mód.
T ) luego como por hipótesis t ∈ T entonces por el Teorema 1.4.5 podemos afirmar que
a ∈ T .
Probemos ahora que: (ii) Si t ∈ T entonces T ⊆ C(t). Sea t1 ∈ T luego por el Teorema
1.4.2 (t → t1) ∈ T y (t1 → t) ∈ T , luego t1 ∈ C(t). De (i) e (ii) resulta que T = C(t). ¥

Teorema 1.4.7 Si t ∈ T entonces (t → a) ≡ a (mód. T ).

Dem. Por el axioma L1, tenemos

a ≤ (t → a). (1)

Reemplazando a por (t → a), b por t y c por a en el axioma L2 tenemos:

((t → a) → (t → a)) → (((t → a) → t) → ((t → a) → a)) ∈ T . (2)

Por el Teorema 1.4.1
((t → a) → (t → a)) ∈ T . (3)

Luego de (2) y (3) resulta por modus ponens

(((t → a) → t) → ((t → a) → a)) ∈ T . (4)

Como t ∈ T entonces por el Teorema 1.4.2

((t → a) → t) ∈ T . (5)

Luego de (4) y (5) resulta por modus ponens que ((t → a) → a) ∈ T esto es

(t → a) ≤ a. (6)

De (1) y (6) resulta finalmente que (t → a) ≡ a (mód. T ). ¥

Teorema 1.4.8 Si b ≤ c entonces (a → b) ≤ (a → c).

Dem. Por el axioma L2

((a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c))) ∈ T . (1)

Como por hipótesis (b → c) ∈ T entonces por el Teorema 1.4.2

(a → (b → c)) ∈ T . (2)

De (1) y (2) resulta por modus ponens que ((a → b) → (a → c)) ∈ T , esto es
(a → b) ≤ (a → c). ¥

Teorema 1.4.9 Si a ≤ b entonces (b → c) ≤ (a → c).
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Dem. Por hipótesis

(a → b) ∈ T . (1)

Por el axioma L1, (a → (b → a)) ∈ T , esto es a ≤ (b → a). Reemplazando a por (b → c)
y b por a tenemos

(b → c) ≤ (a → (b → c)). (2)

Por el axioma L2, tenemos

(a → (b → c)) ≤ ((a → b) → (a → c)). (3)

De (1) resulta por el Teorema 1.4.7

((a → b) → (a → c)) ≡ (a → c) (mód. T )

y en particular

((a → b) → (a → c)) ≤ (a → c). (4)

De (2), (3) y (4) aplicando el Teorema 1.4.3, dos veces, resulta que (b → c) ≤ (a → c). ¥

Teorema 1.4.10 Si a ≡ a1 (mód. T ) y b ≡ b1 (mód. T ) entonces (a → b) ≡ (a1 → b1)
(mód. T ).

Dem. Por hipótesis tenemos que (1) a ≤ a1, (2) a1 ≤ a, (3) b ≤ b1, (4) b1 ≤ b.
De (2) y el Teorema 1.4.9: (5) (a → b) ≤ (a1 → b).
De (3) y el Teorema 1.4.8: (6) (a1 → b) ≤ (a1 → b1).
Luego de (5) y (6) resulta teniendo en cuenta el Teorema 1.4.3: (i) (a → b) ≤ (a1 → b1).
De (1) y el Teorema 1.4.9: (7) (a1 → b1) ≤ (a → b1).
De (4) y el Teorema 1.4.8: (8) (a → b1) ≤ (a → b).
Luego de (7) y (8) resulta teniendo en cuenta el Teorema 1.4.3: (ii) (a1 → b1) ≤ (a → b).
De (i) e (ii) resulta (a → b) ≡ (a1 → b1) (mód. T ). ¥

Muchos autores dan a las tautoloǵıas el nombre de teoremas ó tesis de L y dan a los
teoremas 1.4.1 a 1.4.10 el nombre de meta-teoremas.

1.5. Algebra de Lindenbaum de L

Como es habitual notaremos con L/ ≡ el conjunto cociente de L por la relación de
equivalencia ≡.

Definición 1.5.1 Dados C(a), C(b) ∈ L/ ≡ pongamos C(a) ⇒ C(b) = C(a → b).

Observemos que el elemento C(a) ⇒ C(b) queda uńıvocamente determinado en virtud
del Teorema 1.4.10, el cuál expresa que la clase de equivalencia C(a) ⇒ C(b) = C(a → b)
no depende de los elementos elegidos en C(a) y en C(b).

Definición 1.5.2 Al par (L/ ≡,⇒) se dá el nombre de álgebra de Lindenbaum de L.
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Indiquemos algunas de las propiedades del sistema algebraico que acabamos de definir.
Notaremos a la clase de equivalencia T por 1.

Propiedad H1) C(a) ⇒ (C(b) ⇒ C(a)) = 1.
En efecto,

C(a) ⇒ (C(b) ⇒ C(a)) = C(a) ⇒ C(b → a) = C(a → (b → a))

y como por axioma L1, (a → (b → a)) ∈ T entonces C(a → (b → a)) = 1.

Propiedad H2) (C(a) ⇒ (C(b) ⇒ C(c))) ⇒ ((C(a) ⇒ C(b)) ⇒ (C(a) ⇒ C(c))) = 1.
En efecto,

C(a → (b → c)) ⇒ C((a → b) → (a → c)) =

C((a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)))

luego teniendo en cuenta el axioma L2 queda probada la propiedad H2.

Propiedad H3) C(a) ⇒ 1 = 1.
En efecto, si t ∈ T = 1 entonces C(a) ⇒ 1 = C(a) ⇒ C(t) = C(a → t) y por el Teorema
1.4.2 C(a → t) = C(t). Luego C(a) ⇒ 1 = 1.

Propiedad H4) Si C(a) ⇒ C(b) = 1 y C(b) ⇒ C(a) = 1 entonces C(a) = C(b).
Por hipótesis

C(a → b) = C(a) ⇒ C(b) = 1 = C(t), con t ∈ T

y
C(b → a) = C(b) ⇒ C(a) = 1 = C(t), con t ∈ T .

Luego (a → b) ∈ T y (b → a) ∈ T , esto es a ≡ b (mód. T ) y por lo tanto C(a) = C(b).
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2. ALGEBRAS IMPLICATIVAS O ALGEBRAS DE

HILBERT

2.1. Definición

El resultado que acabamos de indicar nos conduce según León Henkin (1950) [7] a la
siguiente:

Definición 2.1.1 Daremos el nombre de álgebra implicativa (intuicionista) ó álgebra de
Hilbert a toda terna (A, 1,→) formada por un conjunto no vaćıo A, un elemento fijo de
A designado por el śımbolo 1 y una operación binaria → definida sobre A que verifica los
siguientes axiomas (donde x, y, z designan elementos arbitrarios de A):

Axioma H1 : x → (y → x) = 1.

Axioma H2 : (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1.

Axioma H3 : x → 1 = 1.

Axioma H4 : Si x → y = 1 e y → x = 1 entonces x = y.

Para abreviar diremos a menudo álgebra implicativa A ó álgebra A. L. Henkin [7] a un
álgebra implicativa le dá el nombre de modelo implicativo.
En virtud de la Definición 2.1.1 podemos decir que el álgebra de Lindembaum L/ ≡ es
un álgebra implicativa (intuicionista). A los elementos de L/ ≡ , esto es, a las clases de
equivalencia módulo T , daremos el nombre de proposiciones (P. Halmos).
El estudio del cálculo proposicional implicativo (intuicionista) consiste precisamente en el
estudio del álgebra implicativa L/ ≡ . Necesitamos en particular saber si el álgebra im-
plicativa L/ ≡ tiene propiedades que permitan distinguirlas de otras álgebras implicativas
y la única forma de lograr este objetivo es empezar por estudiar las álgebras implicativas.

2.2. Propiedades de las álgebras implicativas

Teorema 2.2.1 (modus ponens) Si x = 1 y x → y = 1 entonces y = 1.

Dem. Por las hipótesis x = 1 y x → y = 1 tenemos (1) 1 → y = 1 y por H3 tenemos
(2) y → 1 = 1. De (1) y (2) resulta por H4 que y = 1. ¥

Teorema 2.2.2 x → x = 1.

Dem. La demostración de esta propiedad sigue en ĺıneas generales la indicada en el
Teorema 1.4.1.

Reemplazando en H1 y por x tenemos: (1) x → (x → x) = 1 y reemplazando en el mismo
axioma y por x → x tenemos (2) x → ((x → x) → x) = 1. Reemplazando en el axioma
H2, y por x → x y z por x tenemos

(3) (x → ((x → x) → x)) → ((x → (x → x)) → (x → x)) = 1.

De (2) y (3) resulta por modus ponens que (4) (x → (x → x)) → (x → x) = 1. De (1) y
(4) resulta por modus ponens que x → x = 1 esto es x ≤ x.

¥
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Definición 2.2.1 Dados x, y ∈ A notaremos x ≤ y para indicar que x → y = 1.

De acuerdo con esta definición los axiomas H1 a H4 se pueden escribir del siguiente modo:

Axioma H ′
1 : x ≤ y → x,

Axioma H ′
2 : x → (y → z) ≤ (x → y) → (x → z),

Axioma H ′
3 : x ≤ 1,

Axioma H ′
4 : Si x ≤ y e y ≤ x entonces x = y.

Y el modus ponens indicado en el Teorema 2.2.1 puede expresarse del siguiente modo:

Modus Ponens Si x = 1 y x ≤ y entonces y = 1.

Teorema 2.2.3 La relación binaria indicada en la Definición 2.2.1 es una relación de
orden.

Dem. (O1) x ≤ x.

Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.2.2.

(O2) Si x ≤ y e y ≤ x entonces x = y.

Consecuencia del axioma H4.

(O3) Si x ≤ y e y ≤ z entonces x ≤ z.

Por el axioma H2 (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1, y como por hipótesis
x → y = 1 e y → z = 1 tenemos (x → 1) → (1 → (x → z)) = 1, luego por H3

1 → (1 → (x → z)) = 1, luego por modus ponens 1 → (x → z) = 1, y aplicando
nuevamente el modus ponens x → z = 1, esto es x ≤ z. ¥

Teorema 2.2.4 1 → x = x.

Dem. Reemplazando en el axioma H1 y por 1 tenemos x → (1 → x) = 1, esto es (1)
x ≤ 1 → x.
Por el axioma H2 reemplazando x por 1 → x, y por 1 y z por x tenemos

((1 → x) → (1 → x)) → (((1 → x) → 1) → ((1 → x) → x)) = 1.

Luego por los Teoremas 2.2.2, 2.2.1 y el axioma H3 tenemos

(1 → ((1 → x) → x)) = 1,

luego por modus ponens (1 → x) → x = 1, esto es (2) 1 → x ≤ x. De (1) y (2) resulta
1 → x = x. ¥

Teorema 2.2.5 x → (x → y) = x → y.

Dem. Por el Axioma H1, reemplazando x por x → y e y por x tenemos

(x → y) → (x → (x → y)) = 1,

esto es
(1) (x → y) ≤ x → (x → y).
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Por el Axioma H2 reemplazando y por x y z por y tenemos

(x → (x → y)) → ((x → x) → (x → y)) = 1.

Luego por los Teoremas 2.2.4 y 2.2.2 tenemos

(x → (x → y)) → (x → y) = 1,

esto es
(2) x → (x → y) ≤ x → y.

De (1) y (2) resulta x → (x → y) = x → y. ¥

Corolario 2.2.1 x ≤ y si y solo si x ≤ x → y.

Dem. Supongamos que x ≤ y, esto es (1) x → y = 1. Por el Teorema 2.2.5 y (1)
x → (x → y) = x → y = 1, luego x ≤ x → y.
Si (2) x ≤ x → y entonces del Teorema 2.2.5 y (2) resulta x → y = x → (x → y) = 1
luego x ≤ y. ¥

Teorema 2.2.6 Si y ≤ z entonces x → y ≤ x → z.

Dem. Por el axioma H2 tenemos

(1) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1,

y como por hipótesis (2) y → z = 1 tenemos

(x → 1) → ((x → y) → (x → z)) = 1.

Luego por el Axioma H3

1 → ((x → y) → (x → z)) = 1,

y por el Teorema 2.2.4
(x → y) → (x → z) = 1,

esto es x → y ≤ x → z. ¥

Teorema 2.2.7 Si x ≤ y entonces y → z ≤ x → z.

Dem. Por el axioma H2 tenemos

(x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1,

y como por hipótesis x → y = 1 resulta teniendo en cuenta el Teorema 2.2.4 que

(x → (y → z)) → (x → z) = 1,

esto es
(1) x → (y → z) ≤ x → z.

Por el axioma H1

(y → z) → (x → (y → z)) = 1,

esto es
(2) y → z ≤ x → (y → z).

De (1) y (2) resulta por el Teorema 2.2.3 que y → z ≤ x → z. ¥
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Teorema 2.2.8 x → (y → z) = y → (x → z) = (x → y) → (x → z).

Dem. Por el axioma H2 tenemos

(1) x → (y → z) ≤ (x → y) → (x → z)

y por el axioma H1: (2) y ≤ x → y. De (2) resulta por el Teorema 2.2.7 que:

(3) (x → y) → (x → z) ≤ y → (x → z).

De (1) y (3) resulta

(4) x → (y → z) ≤ (x → y) → (x → z) ≤ y → (x → z).

Por el axioma H2 tenemos

(5) y → (x → z) ≤ (y → x) → (y → z)

y por el axioma H1: (6) x ≤ y → x. De (6) resulta por el Teorema 2.2.7 que:

(7) (y → x) → (y → z) ≤ x → (y → z).

De (5) y (7) resulta

(8) y → (x → z) ≤ (y → x) → (y → z) ≤ x → (y → z).

De (4) y (8) resulta el teorema.
¥

Corolario 2.2.2 Cualquiera de los términos de la expresión indicada en el Teorema 2.2.8
es igual a (y → x) → (y → z).

Teorema 2.2.9 x ≤ (x → y) → y.

Dem. Por el Teorema 2.2.8

(1) x → ((x → y) → y) = (x → (x → y)) → (x → y).

Por los Teoremas 2.2.5 y 2.2.2 tenemos

(2) (x → (x → y)) → (x → y) = (x → y) → (x → y) = 1.

De (1) y (2) x → ((x → y) → y) = 1, esto es x ≤ (x → y) → y. ¥

Teorema 2.2.10 ((x → y) → y) → y = x → y.

Dem. Por el Teorema 2.2.9 sabemos que x ≤ (x → y) → y, luego por el Teorema 2.2.7
resulta:

(1) ((x → y) → y) → y ≤ x → y.

Por el Teorema 2.2.9
(2) x → y ≤ ((x → y) → y) → y.

De (1) y (2) resulta el teorema. ¥
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Teorema 2.2.11 (x → y) → ((y → x) → x) = (y → x) → ((x → y) → y).
Th. Skolem [17]

Dem. Aplicando tres veces el Teorema 2.2.8 tenemso

((x → y) → ((y → x) → x)) → ((y → x) → ((x → y) → y)) =

((y → x) → ((x → y) → x)) → ((y → x) → ((x → y) → y)) =

(y → x) → (((x → y) → x) → ((x → y) → y)) =

(y → x) → ((x → y) → (x → y)).

Por el Teorema 2.2.2 y el axioma H3 tenemos que

(y → x) → ((x → y) → (x → y)) = (y → x) → 1 = 1.

Luego

((x → y) → ((y → x) → x)) → ((y → x) → ((x → y) → y)) = 1,

esto es

(1) (x → y) → ((y → x) → x) ≤ (y → x) → ((x → y) → y).

En forma análoga cambiando x por y e y por x se obtiene

(2) (y → x) → ((x → y) → y) ≤ (x → y) → ((y → x) → x).

De (1) y (2) resulta el teorema. ¥

Teorema 2.2.12 (x → y) → ((y → z) → (x → z)) = 1.

Dem.

(x → y) → ((y → z) → (x → z)) =

por el Teorema 2.2.8

(y → z) → ((x → y) → (x → z)) =

por el Teorema 2.2.8 y el axioma H1

(y → z) → (x → (y → z)) = 1.

¥

Lema 2.2.1 Si z ≤ x → y entonces x ≤ z → y. ( L. Henkin, [7])

Dem. Por hipótesis (1) z → (x → y) = 1. Por el Teorema 2.2.8 (2) x → (z → y) =
z → (x → y). De(1) y (2) resulta x → (z → y) = 1 luego x ≤ z → y. ¥
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2.3. Independencia de los axiomas de Henkin

Se plantea en forma natural el problema de saber si los axiomas indicados por Henkin
para definir un álgebra implicativa son independientes. L. Iturrioz en 1960 demostró que
H3 es el único axioma que no es independiente.

Teorema 2.3.1 Si el sistema (A, 1,→) verifica los axiomas H1 y H4 entonces verifica
H3. (L. Iturrioz, (1960))

Dem. (A) Supongamos que (1) x = 1 y (2) x → y = 1. Luego de (1) y (2) resulta
(3) 1 → y = 1. Por el axioma H1 tenemos (4) y → (1 → y) = 1, luego por (3) y (4)
tenemos (5) y → 1 = 1. De (3) y (5) resulta por el axioma H4 que y = 1.
(B) Probemos ahora que se verifica H3, esto es que x → 1 = 1. Por el axioma H1 tenemos
(6) 1 → (x → 1) = 1, luego de (6) y (A) resulta x → 1 = 1. ¥

Probemos ahora que cada uno de los axiomas H1, H2 y H4 son independientes.

Independencia de H1.

Sea A = {0, a, 1} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 0 a 1

0 1 1 1
a 0 1 1
1 0 0 1

Se verifican H2 y H4, pero no se verifica H1. En efecto:
a → (1 → a) = a → 0 = 0 6= 1.

Independencia de H2.

Sea A = {0, a, 1} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 0 a 1

0 1 1 1
a a 1 1
1 a a 1

Se verifican H1 y H4, pero no se verifica H2. En efecto:
(a → (1 → 0)) → ((a → 1) → (a → 0)) =
(a → a) → (1 → a) = 1 → a = a 6= 1.

Independencia de H4.

Sea A = {0, 1} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 0 1

0 1 1
1 1 1

Se verifican H1 y H2, pero no se verifica H4. En efecto:
0 → 1 = 1 y 1 → 0 = 1, pero 0 6= 1.

En virtud de los resultados que acabamos de indicar podemos adoptar según L. Iturrioz
la siguiente definición de álgebra implicativa.

Definición 2.3.1 Daremos el nombre de álgebra implicativa (intuicionista) ó álgebra de
Hilbert a toda terna (A, 1,→) formada por un conjunto no vaćıo A, un elemento fijo de
A designado por el śımbolo 1 y una operación binaria → definida sobre A que verifica los
siguientes axiomas (donde x, y, z designan elementos arbitrarios de A):

Axioma H1 : x → (y → x) = 1.

Axioma H2 : (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1.

Axioma H4 : Si x → y = 1 e y → x = 1 entonces x = y.
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2.4. Caracterización de un álgebra implicativa por medio de
igualdades

Los tres primeros axiomas indicados por L. Henkin para definir un álgebra implicativa
tienen la forma de igualdades, pero no ocurre lo mismo con el cuarto axioma. Se plantea
el problema de encontrar axiomas que caracterizen un álgebra implicativa y que todos
tengan la forma de una igualdad.
A continuación indicamos la solución de este problema dada por A. Diego en 1960, [4].

Teorema 2.4.1 Sea (A,→) un par formado por un conjunto no vaćıo A y una operación
binaria → definida sobre A en forma tal que se verifiquen los siguientes axiomas, donde
p, q, r ∈ A:

(I) (p → p) → p = p,

(II) p → p = q → q

(III) p → (q → r) = (p → q) → (p → r),

(IV) (p → q) → ((q → p) → p) = (q → p) → ((p → q) → q).

entonces el sistema (A, 1,→) es un álgebra implicativa donde 1 = p → p. A. Diego [4, 5, 6]

Dem. El axioma (II) expresa que p → p es un elemento fijo de A cualquiera que sea
p ∈ A. Vamos a designar este elemento por 1. Vamos a probar que se verifican los axiomas
H1, H2, H3, H4 indicados en la Definición 2.1.1.

H3) p → 1 = 1.
Por (III) p → 1 = p → (p → p) = (p → p) → (p → p) = 1.

H4) Si p → q = 1 y q → p = 1 entonces p = q.
De las hipótesis hechas y el axioma (IV) tenemos 1 → (1 → p) = 1 → (1 → q), y como por
el axioma (I) tenemos que 1 → p = p entonces 1 → p = 1 → q, y aplicando nuevamente
el axioma (I) p = q.

H1) p → (q → p) = 1.
Por (III) y H3: p → (q → p) = (p → q) → (p → p) = (p → q) → 1 = 1.

H2) (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) = 1. Por (III)

(p → (q → r) → ((p → q) → (p → r)) =

((p → q) → (p → r)) → ((p → q) → (p → r)) = 1.

¥

Observemos que si (A, 1,→) es un álgebra implicativa, entonces se verifican los axiomas
I, II, III y IV. En efecto, como por el Teorema 2.2.2 x → x = 1 entonces por el Teorema
2.2.4 (I) (p → p) → p = 1 → p = p y (II) p → p = 1 = q → q. La propiedad (III)
coincide con el Teorema 2.2.8, y la propiedad (IV) coincide con el Teorema 2.2.11. Por lo
tanto la axiomática de A. Diego es equivalente a la axiomática de L. Henkin indicada en
la Definición 2.1.1.

Los axiomas I, II, III y IV son independientes, A.Diego [4, 5, 6].
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Independencia del Axioma I.

Sea A = {0, 1} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 0 1

0 1 1
1 1 1

Se verifican II, III y IV, pero no se verifica I. En efecto:
(0 → 0) → 0 = 1 6= 0.

Independencia del Axioma II.

Sea A = {0, 1} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 0 1

0 0 1
1 1 1

Se verifican I, III y IV, pero no se verifica II. En efecto:
0 → 0 = 0 6= 1 = 1 → 1.

Independencia del Axioma III.

Sea A = {1, a, b} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 1 a b

1 1 a b
a 1 1 a
b 1 a 1

Se verifican I, II y IV, pero no se verifica III. En efecto:
a → (a → b) = a → a = 1 y
(a → a) → (a → b) = 1 → a = a.

Independencia del Axioma IV.

Sea A = {1, a, b} y consideremos la operación binaria → definida sobre A por la siguiente
tabla:

→ 1 a b

1 1 a b
a 1 1 1
b 1 1 1

Se verifican I, II y III, pero no se verifica IV. En efecto:
(a → b) → ((b → a) → a) = 1 → (1 → a) = a y
(b → a) → ((a → b) → b) = 1 → (1 → b) = b.

2.5. Imposibilidad de determinar el operador → a partir de la
relación de orden inducida

Un álgebra implicativa A es un conjunto ordenado por medio de la relación ≤ definida
por: a ≤ b si solo si a → b = 1 y por lo tanto el operador → determina un ordenamiento
natural sobre A.
Es lógico averiguar si el conocimiento del orden determina el operador →. A. Diego en
1960, [4] dió una respuesta negativa, que pasamos a describir.

Teorema 2.5.1 Todo conjunto ordenado con último elemento es un álgebra implicativa,
que tiene por orden inducido el orden dado. [4]

Dem. Sea A un conjunto ordenado con último elemento que designaremos por 1 y
definamos la operación → del siguiente modo:

a → b =

{
1, si a ≤ b
b, si a 6≤ b.

Vamos a probar que → verifica los axiomas de L. Henkin.
Axioma H3 : a → 1 = 1.
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Como a ≤ 1 cualquiera que sea a ∈ A entonces a → 1 = 1.

Axioma H1 : a → (b → a) = 1.

Si b ≤ a entonces b → a = 1, luego usando H3 a → (b → a) = a → 1 = 1.
Si b 6≤ a entonces a → (b → a) = a → a = 1, ya que a ≤ a.

Axioma H4 : Si a → b = 1 y b → a = 1 entonces a = b.

Por hipótesis a ≤ b y b ≤ a, luego a = b.

Axioma H2 : (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) = 1.

Supongamos que a ≤ b ≤ c entonces

(a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) =

(a → 1) → (1 → 1) = 1 → 1 = 1.

La comprobación de los demás casos queda a t́ıtulo de ejercicio.
De acuerdo a la definición, el orden inducido por el operador → coindice con el orden
dado. ¥

Teorema 2.5.2 Sobre un conjunto A pueden existir dos operaciones →, ⇒ tales que
(A,→) y (A,⇒) son álgebras implicativas distintas y la relación de orden inducida por
las dos operaciones es la misma. A. Diego, [4]

Dem. Consideremos el conjunto ordenado A = {0, a, b, 1} cuyo diagrama de Hasse se
indica en la figura adjunta y definamos sobre A las dos operaciones binarias → y ⇒
indicadas en las siguientes tablas:
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a b

1

•

•

••

→ 0 a b 1

0 1 1 1 1
a b 1 b 1
b a a 1 1
1 0 a b 1

⇒ 0 a b 1

0 1 1 1 1
a 0 1 b 1
b 0 a 1 1
1 0 a b 1

Obtenemos aśı dos álgebras implicativas distintas (A,→) y (A,⇒) que inducen sobre A
el mismo orden. ¥

2.6. Álgebras implicativas lineales

Es interesante considerar álgebras implicativas en las cuales el orden inducido por el
operador → es un orden total.

Definición 2.6.1 Un álgebra implicativa (A,→) se dice lineal si el orden inducido por el
operador → es un orden total.

Teorema 2.6.1 Si un álgebra implicativa (A,→) es lineal y a, b ∈ A entonces:
(I) a → b = 1 si a ≤ b,
(II) a → b = b si b < a. (J. McKinsey y A. Tarski, [10])
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Dem. La condición (I) es evidente. Para demostrar la condición (II) vamos a probar
previamente tres propiedades:

(IIa) Si b < a entonces a → b < a.
En efecto, si no se verifica a → b < a entonces como el orden es lineal a ≤ a → b, luego
por los Teoremas 2.2.6 y 2.2.2:

1 = a → a ≤ a → (a → b) = a → b

y por lo tanto a → b = 1, es decir a ≤ b lo que contradice la hipótesis hecha. Luego
a → b < a.

(IIb) b ≤ a → b.
Por el axioma H1 sabemos que b → (a → b) = 1, luego se verifica (IIb).

(IIc) a → b = b.
En efecto, si b < a → b entonces por (IIa) tenemos (1) (a → b) → b < a → b. Por otro
lado por el Teorema 2.2.9 (2) a ≤ (a → b) → b. De (1) y (2) resulta a < a → b, lo que
contradice (IIa), por lo tanto a → b = b. ¥

Teorema 2.6.2 Si A es un conjunto totalmente ordenado con último elemento 1, en-
tonces existe una única operación binaria → tal que (A, 1,→) es un álgebra implicativa
que tiene por orden inducido al orden dado (A. Tarski).

Dem. Por el Teorema 2.6.1 si el álgebra implicativa (A, 1,→) induce un orden lineal
sobre A, entonces la operación → queda uńıvocamente determinada por las siguientes
reglas:
(I) a → b = 1 si a ≤ b,
(II) a → b = b si b < a.
Basta entonces verificar que esta operación binaria verifica los axiomas de un álgebra
implicativa, lo cual ya fué demostrado en el Teorema 2.5.1 para el caso de conjuntos
ordenados. ¥
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3. CONSTRUCCION DE ALGEBRAS IMPLICA-

TIVAS

3.1. Introducción

Es de gran importancia indicar procedimientos que permitan obtener nuevas álgebras
implicativas a partir de álgebras implicativas conocidas. Vamos a estudiar en este caṕıtu-
lo varios procedimientos de esta naturaleza. Estas construcciones constituyen al mismo
tiempo técnicas de utilización corriente en este tipo de estudio.

3.2. Producto cartesiano de álgebras implicativas

Dada una familia {(Ai,→i)}i∈I no vaćıa de álgebras implicativas, sea A =
∏

i∈I

Ai. Si

a, b ∈ A entonces a = (ai)i∈I donde ai ∈ Ai, b = (bi)i∈I donde bi ∈ Ai.

Si ponemos por definición a → b = (ai →i bi)i∈I , entonces:

Teorema 3.2.1 El sistema (A,→) es un álgebra implicativa.

El álgebra implicativa que acabamos de definir se denomina producto directo o cartesiano
de las álgebras implicativas {(Ai,→i)}i∈I y se nota A =

∏

i∈I

Ai.

3.3. Subálgebras implicativas

Definición 3.3.1 Si (A,→) es un álgebra implicativa a todo subconjunto S, no vaćıo, de
A que verifica: Si x, y ∈ S entonces x → y ∈ S se denomina subálgebra (implicativa ó de
Hilbert) de A .

Lema 3.3.1 Toda subálgebra S de un álgebra implicativa A es un álgebra implicativa.

Lema 3.3.2 La intersección de una familia, no vaćıa de subálgebras de un álgebra A es
una subálgebra de A.

Definición 3.3.2 Dado un subconjunto, no vaćıo, G de un álgebra A se denomina sub-
álgebra generada por G a la intersección de todas las subálgebras de A que contienen a G,
y la notaremos SH(G).

Observemos que esta es una buena definición porque siempre existe una subálgebra de A
que contiene a G, a saber la subálgebra A. Claramente SH(G) es la menor subálgebra que
contiene a G. Pero la Definición 3.3.2 tiene el inconveniente de hacer intervenir todas las
subálgebras de A que contienen a G. Se plantea entonces el problema de obtener SH(G)
directamente a partir de los elementos de G. Para ello imitaremos el procedimiento que
utilizamos para definir las fórmulas del cálculo proposicional implicativo positivo.
Dado un subconjunto G de un álgebra implicativa A sea L el subconjunto de A definido
por:

L1) G ⊆ L,
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L2) Si a, b ∈ L entonces a → b ∈ L,

L3) Todo elemento de L se obtiene de esta forma.

Es claro que L es el conjunto de todos los elementos que se obtienen efectuando un número
finito de veces la operación → sobre un número finito de elementos de G.

Lema 3.3.3 SH(G) = L.

Dem. De la definición de L resulta que L es una subálgebra que contiene a G, luego
(1) SH(G) ⊆ L. Por otro lado como G ⊆ SH(G) todos los elementos que se pueden
obtener a partir de G en la forma indicada en L1, L2 y L3 pertenecen a SH(G), por lo
tanto (2) L ⊆ SH(G). De (1) y (2) resulta el lema. ¥

Luego SH(G) es el conjunto de todos los elementos que se obtienen efectuando un número
finito de veces la operación → sobre un número finito de elementos de G. Este resultado nos
permite construir ejemplos de álgebras implicativas, pero antes de indicarlos recordemos
que:

Definición 3.3.3 Un álgebra de Heyting es un reticulado R con primer elemento 0 y
último elemento 1, en el cual para cada par ordenado (x, y) de elementos de R existe un
elemento z ∈ R tal que:

AH1) x ∧ z ≤ y,

AH2) Si x ∧ a ≤ y entonces a ≤ z.

Ver por ejemplo [14] y [16].
Para indicar el elemento z notaremos z = x ⇒ y. Se dice que z es la implicación intui-
cionista de x e y.

Observemos que el reticulado R es necesariamente distributivo.

Toda álgebra de Boole A es un álgebra de Heyting, donde x ⇒ y = −x ∨ y.

Teorema 3.3.1 Todo reticulado distributivo finito (R,∧,∨, 0, 1) es un álgebra de Heyting,
donde la operación x ⇒ y se define por x ⇒ y =

∨
{z ∈ R : x ∧ z ≤ y}.

La Definición 3.3.3 es equivalente a la siguiente:

Definición 3.3.4 Un álgebra (A,∧,∨,⇒, 0, 1) de tipo (2, 2, 2, 0, 0) se dice un álgebra de
Heyting, (A. Monteiro [11, 12, 14]) ó un reticulado relativamente pseudo complementado
con primer elemento 0 (G. Birkhoff, [3]) si verifica:

H0) 0 ∧ x = 0

H1) x ⇒ x = 1

H2) (x ⇒ y) ∧ y = y

H3) x ∧ (x ⇒ y) = x ∧ y

H4) x ⇒ (y ∧ z) = (x ⇒ z) ∧ (x ⇒ y)
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H5) (x ∨ y) ⇒ z = (x ⇒ z) ∧ (y ⇒ z)

Es bien conocido que en las álgebras de Heyting se verifican:

x ⇒ (y ⇒ x) = 1.

(x ⇒ (y ⇒ z)) ⇒ ((x ⇒ y) ⇒ (x ⇒ z)) = 1.

x ⇒ 1 = 1.

Si x ⇒ y = 1 e y ⇒ x = 1 entonces x = y.

Por lo tanto si (A,∧,∨,⇒, 0, 1) es un álgebra de Heyting entonces (A, 1,⇒) es un álgebra
implicativa.

Ejemplo 3.3.1

Sea A el álgebra de Boole indicada en la figu-
ra, sobre la cual se define el operador → por
x → y = −x ∨ y. Luego el sistema (A, 1,→)
donde 1 es el último elemento de A es un
álgebra implicativa. Sea G = {a, b}, vamos a
determinar SH(G). ..
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Figura 3.1
El operador → definido en A tiene la siguiente tabla:

→ 0 a b c d e f 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1
a f 1 f f 1 1 f 1
b d d 1 d d 1 1 1
c e e e 1 1 e 1 1
d b e b f 1 e f 1
e c d f c d 1 f 1
f a a e d d e 1 1
1 0 a b c d e f 1

Tabla 3.1
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Por lo tanto SH({a, b}) = {a, b, e, d, f, 1}, cuyos elementos están indicados con • en el
diagrama precedente, y su diagrama es:
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Figura 3.2

Ejemplo 3.3.2 Consideremos el reticulado distributivo R que se obtiene haciendo el pro-
ducto cartesiano de dos cadenas con tres elementos y una cadena con dos elementos, cuyo
diagrama se indica a continuación. Por lo indicado precedentemente R es un álgebra de
Heyting y por lo tanto un álgebra implicativa.
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22 A. Monteiro

⇒ 0 a b c d e f g h i j k l m n p q 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a n 1 n 1 1 n 1 1 1 n 1 n 1 1 n 1 1 1
b m m 1 m 1 1 1 1 1 m m 1 1 m 1 1 1 1
c n q n 1 q n 1 q 1 n q n q 1 n 1 q 1

d i m n m 1 n 1 1 1 i m n 1 m n 1 1 1

e m m p m p 1 p 1 1 m m p p m 1 p 1 1
f i j n m q n 1 q 1 i j n q m n 1 q 1
g i m k m p n p 1 1 i m k p m n p 1 1
h i j k m l n p q 1 i j k l m n p q 1

i h h h h h h h h h 1 1 1 1 1 1 1 1 1

j e h e h h e h h h e 1 n 1 1 n 1 1 1
k c c h c h h h h h m m 1 1 m 1 1 1 1

l 0 c e c h e h h h i m n 1 m n 1 1 1

m e g e h g e h g h n q n q 1 n 1 q 1
n c c f c f h f h h m m p p m 1 p 1 1
p 0 a e c g e h g h i j n q m n 1 q 1
q 0 c b c f e f h h i m k p m n p 1 1
1 0 a b c d e f g h i j k l m n p q 1

Tabla 3.2

Luego SH({a, b}) tiene el siguiente diagrama
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Figura 3.4
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⇒ a b c e f g h j k m n p q 1

a 1 n 1 n 1 1 1 1 n 1 n 1 1 1
b m 1 m 1 1 1 1 m 1 m 1 1 1 1
c q n 1 n 1 q 1 q n 1 n 1 q 1
e m p m 1 p 1 1 m p m 1 p 1 1
f j n m n 1 q 1 j n m n 1 q 1
g m k m n p 1 1 m k m n p 1 1
h j k m n p q 1 j k m n p q 1
j h e h e h h h 1 n 1 n 1 1 1
k c h c h h h h m 1 m 1 1 1 1
m g e h e h g h q n 1 n 1 q 1
n c f c h f h h m p m 1 p 1 1
p a e c e h g h j n m n 1 q 1
q c k m e p q h m k m n p 1 1
1 a b c e f g h j k m n p q 1

Tabla 3.3

a b a → a = b → b = 1
a → b = n b → a = m (a → b) → a = c

(a → b) → b = f (b → a) → a = g (b → a) → b = e
((a → b) → a) → a = q ((a → b) → b) → a = j ((b → a) → b) → b = p
((b → a) → a) → b = k (((b → a) → a) → b) → b =

(((a → b) → b) → a) → a = h

El diagrama de la Figura 3.4, aśı como la Tabla 3.3 del operador ⇒ definido sobre este
conjunto fué indicado por T. Skolem en 1952, [17], quien afirma haber demostrado que en
toda álgebra implicativa A toda subálgebra generada por dos elementos tiene a lo sumo
catorce elementos.

Si A es un álgebra implicativa e I un conjunto no vaćıo, sea F = AI el conjunto de todas
las funciones definidas sobre I y que toman sus valores en A. Si f, g ∈ F pongamos por
definición (f → g)(i) = f(i) → g(i), para todo i ∈ I. Entonces f → g ∈ F . Sea 1 ∈ F
definida por 1(i) = 1 para todo i ∈ I. Claramente (F ,1,→) es un álgebra implicativa.

Teorema 3.3.2 Si F ′ es una subálgebra de F e i es un elemento fijo de A entonces el
conjunto A′ = {f(i) : f ∈ F ′} es una subálgebra de A.

Dem. Sean a, b ∈ A′ luego existen f, g ∈ F ′ tales que a = f(i) y b = g(i). Como F ′

es una subálgebra de F entonces f → g ∈ F ′ y por lo tanto (f → g)(i) ∈ A′ esto es
a → b = f(i) → g(i) ∈ A′. ¥

3.4. Homomorfismos

Definición 3.4.1 Si (A,→) es un álgebra implicativa y (A′,⇒) es un sistema algebraico
formado por un conjunto no vaćıo A′ y una operación binaria ⇒ definida sobre A′, se
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dice que A′ es una imágen homomórfica de A si existe una función suryectiva h de A en
A′ que verifica:

h(a → b) = h(a) ⇒ h(b),

y se dice que h es un epimorfismo de A en A′.

Teorema 3.4.1 Toda imágen homomórfica de un álgebra implicativa es un álgebra im-
plicativa.

Dem. Hacerla como ejercicio. ¥

Si A y A′ son álgebras implicativas y h : A → A′ es una biyección que verifica la condición
indicada en la Definición 3.4.1 se dice que h es un isomorfismo y que las álgebras A y A′

son isomorfas, en este caso notaremos A ∼= A′.

Se plantea en forma natural el problema de determinar todas las imagenes homomórficas
de un álgebra implicativa A a partir de una construcción efectuada sobre A.

Definición 3.4.2 Si (A, 1,→) y (A′, 1′,⇒) son álgebras implicativas y h es un epimor-
fismo de A en A′, se denomina núcleo de h al siguiente conjunto:

Nuc(h) = h−1(1′) = {x ∈ A : h(x) = 1′}.

Teorema 3.4.2 El núcleo Nuc(h) de un epimorfismo h tiene las siguientes propiedades:

D1) 1 ∈ Nuc(h),

D2) Si a ∈ Nuc(h) y a → b ∈ Nuc(h) entonces b ∈ Nuc(h).

Dem. Hacerla como ejercicio. ¥

Definición 3.4.3 Un subconjunto D de un álgebra implicativa A se dice un sistema de-
ductivo de A si verifica:

D1) 1 ∈ D,

D2) Si a ∈ D y a → b ∈ D entonces b ∈ D. (modus ponens)

(A. Tarski)

Por lo tanto todo núcleo de un epimorfismo es un sistema deductivo.

Sean (A, 1,→) y (A′, 1′,⇒) álgebras implicativas y h es un epimorfismo de A en A′.
Claramente {h−1(a′)}a′∈A′ constituye una partición de A la cuál dá origen a una relación
de equivalencia Rh sobre A, definida por a Rh b si y solo si h(a) = h(b). Notaremos las
clases de equivalencia por C(a) = {b ∈ A : b Rh a}. Claramente si h(a) = a′ entonces
C(a) = h−1(a′). Una de las clases de equivalencia es precisamente Nuc(h) = h−1(1′).

Si queremos recuperar el álgebra A′ a partir de A, lo natural es considerar el conjunto
cociente A/Rh y tratar de definir una operación → sobre A/Rh de forma que A/Rh sea
un álgebra implicativa isomorfa a A′.
El problema fundamental es saber si es posible determinar esta relación de equivalencia
a partir de Nuc(h).
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Observación 3.4.1 Por lo indicado precedentemente para que a, b ∈ A pertenezcan a
una misma clase de equivalencia es necesario y suficiente que h(a) = h(b) y por lo tanto
es necesario y suficiente que:

h(a) ⇒ h(b) = 1′ = h(a → b)

y

h(b) ⇒ h(a) = 1′ = h(b → a).

Esto es, la condición necesaria y suficiente para que a y b pertenezcan a la misma clase
de equivalencia es que a → b ∈ Nuc(h) y b → a ∈ Nuc(h).

Definición 3.4.4 Dado un sistema deductivo D de un álgebra implicativa A, y a, b ∈ A
diremos que a es congruente con b, módulo D, y notaremos a ≡ b (mód. D) si se verifican:

C1) a → b ∈ D,

C2) b → a ∈ D.

Si D es un sistema deductivo fijo notaremos a ≡ b en vez de a ≡ b (mód. D). Se dice que
a y b son lógicamente equivalentes con respecto al sistema deductivo D.

3.5. Álgebras cociente

Lo indicado en la sección precedente nos conduce en forma natural a la siguiente constru-
cción:
Dado un sistema deductivo D de un álgebra implicativa A, se trata de determinar si
existe un álgebra implicativa A′ que sea una imagen homomórfica de A y tal que si h es
el epimorfismo de A en A′ entonces Nuc(h) = D.

Teorema 3.5.1 (Teorema de la congruencia) Si D es un sistema deductivo de un álgebra
implicativa A, la relación binaria ≡ indicada en la Definición 3.4.4 es una relación de
equivalencia compatible con la operación →, esto es

E1) a ≡ a, para todo a ∈ A,

E2) Si a, b ∈ A son tales que a ≡ b entonces b ≡ a,

E3) Si a, b, c ∈ A son tales que a ≡ b y b ≡ c entonces a ≡ c,

E4) Si a, a1, b, b1 ∈ A son tales que a ≡ a1 y b ≡ b1 entonces a → b ≡ a1 → b1.

Dem.

E1) Como a → a = 1 ∈ D entonces a ≡ a.

E2) Por hipótesis a → b ∈ D y b → a ∈ D luego b → a ∈ D y a → b ∈ D luego b ≡ a.
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E3) Por hipótesis (1) a → b ∈ D, (2) b → a ∈ D, (3) b → c ∈ D y (4) c → b ∈ D.
Por el Teorema 2.2.12

(5) (a → b) → ((b → c) → (a → c)) = 1 ∈ D,

luego de (1) y (5) resulta por modus ponens

(6) (b → c) → (a → c) ∈ D,

De (3) y (6) resulta por modus ponens que (7) a → c ∈ D.
En forma análoga por los Teoremas 2.2.12 y 2.2.8

(c → b) → ((b → a) → (c → a)) = (b → a) → ((c → b) → (c → a)) = 1 ∈ D.

Luego de (2) y (4) se deduce (8) c → a ∈ D. Finalmente de (7) y (8) resulta que
a ≡ c.

Vamos a demostrar dos propiedades que nos serán de utilidad para probar E4.

4a) Si a ≡ a1 entonces a → b ≡ a1 → b.
Por hipótesis (1) a → a1 ∈ D y (2) a1 → a ∈ D. Por el Teorema 2.2.12
tenemos

(3) (a1 → a) → ((a → b) → (a1 → b)) = 1 ∈ D.

De (2) y (3) resulta por modus ponens: (4) (a → b) → (a1 → b) ∈ D.
Análogamente de

(a → a1) → ((a1 → b) → (a → b)) = 1 ∈ D,

y (1) resulta (5) (a1 → b) → (a → b) ∈ D. De (4) y (5) resulta a → b ≡ a1 → b.

4b) Si a ≡ a1 entonces b → a ≡ b → a1.
Por hipótesis (1) a → a1 ∈ D y (2) a1 → a ∈ D. Por el Axioma H1 tenemos que:

(3) (a → a1) → (b → (a → a1)) = 1 ∈ D

y
(4) (a1 → a) → (b → (a1 → a)) = 1 ∈ D.

De (1) y (3) resulta por modus ponens que

(5) (b → a) → (b → a1) = b → (a → a1) ∈ D

y de (2) y (4) resulta por modus ponens que

(6) (b → a1) → (b → a) = b → (a1 → a) ∈ D.

De (5) y (6) resulta b → a ≡ b → a1.

E4) Por hipótesis (1) a ≡ a1 y (2) b ≡ b1. De (1) resulta por 4a) que (3) a → b ≡ a1 → b
y de (2) resulta por 4b) que (4) a1 → b ≡ a1 → b1. De (3) y (4) resulta que
a → b ≡ a1 → b1.
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¥

Sea A′ = A/ ≡ el conjunto cociente, también notaremos A′ = A/D. Representemos por
C(a) = {x ∈ A : x ≡ a}. Dadas C(a) y C(b) pongamos por definición:

C(a) → C(b) = C(a → b).

Por la propiedad E4) esta operación está uńıvocamente determinada, esto es la clase de
equivalencia C(a → b) no depende de los elementos elegidos en las clases de equivalencia
C(a) y C(b).

Teorema 3.5.2 El sistema (A/D,→) es una imagen homomórfica de A.

Dem. Sea ϕ : A → A′ la función definida por ϕ(a) = C(a), con a ∈ A. Es claro que ϕ
es suryectiva. Además:

ϕ(a → b) = C(a → b) = C(a) → C(b) = ϕ(a) → ϕ(b).

Luego por el Teorema 3.4.1 el sistema (A/D,→) es un álgebra implicativa, que se denom-
ina álgebra implicativa cociente de A por D.
Observemos que C(1) = D. En efecto, si x ∈ C(1) en particular 1 → x ∈ D y como 1 ∈ D
resulta por modus ponens que x ∈ D, luego C(1) ⊆ D. Si x ∈ D como x → 1 = 1 ∈ D
y 1 → x = x ∈ D entonces x ≡ 1, luego x ∈ C(1) y por lo tanto D ⊆ C(1). Al epimor-
fismo ϕ se denomina epimorfismo natural de A en A′ para distinguirlo de cualquier otro
epimorfismo de A en A′. ¥

Corolario 3.5.1 El álgebra cociente (A/D,→) es un álgebra implicativa, cuyo último
elemento es C(1).

Corolario 3.5.2 Dado un sistema deductivo D de un álgebra implicativa A existe por lo
menos un álgebra implicativa A′ que es una imagen homomórfica de A y tal que si h es
el epimorfismo de A en A′ entonces Nuc(h) = D.

Dem. Basta considerar A′ = A/D. ¥

Lema 3.5.1 Para que un epimorfismo h de un álgebra implicativa A en un álgebra im-
plicativa A′ sea un isomorfismo es necesario y suficiente que Nuc(h) = {1}.

Dem. La condición es necesaria. Sabemos que 1 ∈ Nuc(h), luego {1} ⊆ Nuc(h). Si
x ∈ Nuc(h) esto es h(x) = 1′, como h(1) = 1′ y h es inyectiva tenemos que x = 1, luego
Nuc(h) ⊆ {1}.
La condición es suficiente. Supongamos que h(a) = h(b) luego h(a → b) = h(a) → h(b) =
1′ y h(b → a) = h(b) → h(a) = 1′, esto es, a → b ∈ Nuc(h) y b → a ∈ Nuc(h) y como
por hipótesis Nuc(h) = {1} tenemos que a → b = 1 y b → a = 1, es decir a = b. ¥

Teorema 3.5.3 Si A,A1 y A2 son álgebras implicativas tales que:

(1) existe un epimorfismo h1 de A en A1,

(2) existe un epimorfismo h2 de A en A2,
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(3) Nuc(h1) = Nuc(h2),

entonces las álgebras A1 y A2 son isomorfas.

Dem.
A

h1

A1

h2

A2

h

✲

❄

✑
✑

✑
✑

✑✑✰

Si a ∈ A notaremos C1(a) = {x ∈ A : h1(x) = h1(a)} y C2(a) = {x ∈ A : h2(x) = h2(a)}.
Por (3) C1(a) = C2(a).
Sea a1 ∈ A1 = h1(A), luego a1 = h1(a) con a ∈ A y por lo tanto h2(a) = a2 ∈ A2.
Pongamos por definición:

h(a1) = a2 = h2(a).

Probemos que h está bien definida, esto es que si b ∈ A es tal que h1(b) = a1 entonces
h2(b) = h2(a).
En efecto, si b ∈ A es tal que h1(b) = a1 = h1(a) entonces b ∈ C1(a) = C2(a) y por lo
tanto h2(b) = h2(a). Luego h es una función de A1 en A2.
Sea a ∈ A, como h1(a) = a1 ∈ A1, entonces por la definición de h tenemos h(a1) = h2(a),
esto es h(h1(a)) = h2(a), y por lo tanto (h ◦ h1)(a) = h2(a).
De aqúı resulta que h es suryectiva, ya que si a2 ∈ A2 entonces a2 = h2(a), con a ∈ A, y
por lo tanto h1(a) = a1, luego h(a1) = (h(h1(a)) = h2(a) = a2.
h es única. Supongamos que g : A1 → A2 verifica g ◦ h1 = h2, y probemos que h(a1) =
g(a1), para todo a1 ∈ A1. En efecto, a1 = h1(a) con a ∈ A entonces por hipótesis
g(a1) = g(h1(a)) = h2(a) = h(h1(a)) = h(a1), luego h = g.
Probemos que h(a1 → b1) = h(a1) → h(b1) donde a1, b1 ∈ A1. Sean a, b ∈ A tales que
h1(a) = a1 y h1(b) = b1 luego

h(a1) → h(b1) = h(h1(a)) → h(h1(b)) = h2(a) → h2(b) = h2(a → b) =

h(h1(a → b)) = h(h1(a) → h1(b)) = h(a1 → b1.

Sean 1, 11 y 12 los últimos elementos de A, A1 y A2, respectivamente. Probemos que
Nuc(h) = {11} de donde resultará por el Lema 3.5.1 que h es inyectiva. Sabemos que
11 ∈ Nuc(h) = {x ∈ A1 : h(x) = 12}. Si a1 ∈ Nuc(h) esto es 12 = h(a1) = h(h1(a)) =
h2(a) donde a ∈ A verifica h1(a) = a1. Además h1(1) = 11 luego h2(a) = h(h1(a)) = 12 =
h(h1(1)) = h2(1) y por lo tanto C2(a) = C2(1) esto es C1(a) = C1(1) luego a1 = h1(a) =
h1(1) = 11. ¥

Lema 3.5.2 Si A y A1 son álgebras implicativas, h es un epimorfismo de A en A1 y
D = Nuc(h) entonces A/D y A1 son isomorfas.

Dem. Sea ϕ la transformación canónica de A sobre A/D, luego ϕ(A) = A/D.

A

ϕ

A1

h

A/D

✲

❄
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Por hipótesis Nuc(h) = D y como ϕ es el epimorfismo natural de A en A/D entonces
Nuc(ϕ) = D, luego por el Teorema 3.5.3 las álgebras A/D y A1 son isomorfas. ¥

Teorema 3.5.4 Sean A,A′ álgebras de Hilbert, h : A → A′ un homomorfismo de A en
A′. Si G ⊆ A es tal que SH(G) = A entonces SH(h(G)) = h(A). (esto es, si G genera
A entonces h(G) genera al álgebra de Hilbert h(A)). Si h es un epimorfismo entonces
A′ = h(A) = SH(h(G)).

Dem. Sea A′
1 = SH(h(G)) luego A′

1 es una subálgebra de A′ y en consecuencia A1 =
h−1(A′

1) es una subálgebra de A. Además (1) G ⊆ A1. En efecto, si g ∈ G entonces
h(g) ∈ h(G) ⊆ A′

1 y por lo tanto g ∈ h−1(A′
1) = A1. De (1) resulta que A = SH(G) ⊆ A1,

esto es A1 = A, y en consecuencia como h es una función de A sobre h(A):

h(A) = h(A1) = h(h−1(A′
1)) = A′

1 = SH(h(G)).

¥

3.6. Suma ordinal de álgebras implicativas

Sean A y B álgebras implicativas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A∩B =
∅. Representaremos con 1A (1B) el último elemento de A (B).

Definición 3.6.1 Se denomina suma ordinal de las álgebras implicativas (A,→A) y
(B,→B) al conjunto A ∪ B sobre el cuál se define el operador ⇒ del siguiente modo:

Si a ∈ A y b ∈ B entonces a ⇒ b = 1B, b ⇒ a = a,

Si b, b′ ∈ B entonces b ⇒ b′ = b →B b,

Si a, a′ ∈ A y a → a′ 6= 1A entonces a ⇒ a′ = a →A a′,

Si a, a′ ∈ A y a → a′ = 1A entonces a ⇒ a′ = 1B

Se verifica sin dificultad que (A∪B,⇒) es un álgebra implicativa la cuál también será no-
tada por A ⊕ B.

Ejemplo 3.6.1 Sean (A,→A) y (B,→B) las álgebras implicativas cuyos diagramas y
operaciones se indican a continuación
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La tabla del operador ⇒ definido sobre A ∪ B y el diagrama de A ⊕ B se indican a
continuación:

⇒ 0A a 1A 0B c d 1B

0A 1B 1B 1B 1B 1B 1B 1B

a 0A 1B 1B 1B 1B 1B 1B

1A 0A a 1B 1B 1B 1B 1B

0B 0A a 1A 1B 1B 1B 1B

c 0A a 1A d 1B d 1B

d 0A a 1A c c 1B 1B

1B 0A a 1A 0B c d 1B
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4. TEOREMA DE LA DEDUCCION

4.1. Consecuencias de un conjunto de elementos de un álgebra
implicativa

Indicaremos en este caṕıtulo métodos para obtener sistemas deductivos.
En la elaboración de una teoŕıa deductiva como las que se presentan en matemática, se
considera siempre un conjunto no vaćıo H de enunciados, a cada uno de los cuales se dá el
nombre de axioma o hipótesis. Los enunciados que figuran en H no son, en general, tesis
del cálculo proposicional, y por eso se dice que son verdaderos por hipótesis.
Se trata entonces de obtener consecuencias lógicas de las hipótesis que figuran en H, lo
cual se hace por medio de demostraciones.
Esta situación tiene su traducción en las álgebras implicativas de acuerdo a las defini-
ciones que vamos a indicar.
Consideremos en primer lugar el caso en que H es una sucesión finita, no vaćıa, de elemen-
tos de un álgebra implicativa A. Esto es, H = {h1, h2, . . . , hn}, donde hi ∈ A, 1 ≤ i ≤ n.

Definición 4.1.1 Dada una sucesión, no vaćıa, H = {h1, h2, . . . , hn} de elementos de un
álgebra implicativa A, se dice que el elemento x de A es una consecuencia de la sucesión
H si: h1 → (h2 → (· · · → (hn → x) · · ·) = 1.

Para indicar este hecho usaremos la siguiente notación: h1, h2, . . . , hn ⊢ x, y diremos
también que x es una consecuencia lógica de la sucesión de hipótesis h1, h2, . . . , hn.

La primera idea intuitiva que tenemos al respecto de consecuencia lógica x de una sucesión
de hipótesis h1, h2, . . . , hn, es que si alteramos el orden en que se indican inicialmente las
hipótesis, entonces las consecuencias lógicas no se alteran.
Comenzaremos por demostrar que esto sucede si alteramos el orden de dos hipótesis
consecutivas.

Lema 4.1.1 Si h1, h2, . . . , hk, hk+1, . . . , hn ⊢ x entonces h1, h2, . . . , hk+1, hk, . . . , hn ⊢ x.

Dem. Se basa en la siguiente fórmula: (1) a → (b → c) = b → (a → c).
Por hipótesis tenemos que

h1 → (h2 → (· · · → (hk−1 → (hk → (hk+1 → (· · · → (hn → x) · · ·) = 1,

luego aplicando la fórmula (1) se tiene:

h1 → (h2 → (· · · → (hk−1 → (hk+1 → (hk → (· · · → (hn → x) · · ·) = 1,

o sea que

h1, h2, . . . , hk+1, hk, . . . , hn ⊢ x.

¥

Basados en este lema se demuestra por procedimientos triviales el siguiente:

Lema 4.1.2 Si h1, h2, . . . , hn ⊢ x y k1, k2, . . . , kn es una permutación de la sucesión
h1, h2, . . . , hn entonces k1, k2, . . . , kn ⊢ x.
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Vemos aśı que el hecho de que x sea una consecuencia lógica de las hipótesis que figuran
en la sucesión h1, h2, . . . , hn no depende del orden en que están indicadas las hipótesis,
sino solamente del conjunto {h1, h2, . . . , hn} de las hipótesis en cuestión. Podemos por lo
tanto reemplazar la Definición 4.1.1 por la siguiente:

Definición 4.1.2 Diremos que x es una consecuencia del conjunto finito
H = {h1, h2, . . . , hn} si:

(C) h1 → (h2 → (· · · → (hn → x) · · ·) = 1

y lo representaremos por la siguiente notación: h1, h2, . . . , hn ⊢ x.

El Lema 4.1.2 muestra que la Definición 4.1.2 no es ambigua.

Observación 4.1.1 Dar un conjunto H = {h1, h2, . . . , hn} no implica dar ningún or-
denamiento de sus elementos, si bien es cierto que al escribir H = {h1, h2, . . . , hn} los
elementos h1, h2, . . . , hn se encuentran indicados en un cierto orden, pero ello se debe so-
lamente a una cuestión de notación.
Por otro lado en la fórmula (C) figura un ordenamiento bien determinado de h1, h2, . . . , hn.
Si hubiéramos escrito H = {h2, h1, . . . , hn} la fórmula correspondiente a (C) seŕıa (C1)
h2 → (h1 → (· · · → (hn → x) · · ·) = 1, lo cual motiva naturalmente el problema de saber
si las fórmulas (C) y (C1) son equivalentes. El Lema 4.1.2 tiene por objetivo mostrar que
en la Definición 4.1.2 el orden en que están indicados los elementos del conjunto H no
altera el significado de la Definición 4.1.2.

Acabamos por lo tanto de indicar el concepto de consecuencia x de una parte finita no
vaćıa H, de A.
Ampliaremos este concepto introduciendo la siguiente:

Definición 4.1.3 Diremos que x es una consecuencia de la parte ∅ de A, si x = 1.
Indicaremos este hecho del siguiente modo ∅ ⊢ x.

Indiquemos ahora la definición de consecuencia de una parte cualquiera H de A.

Definición 4.1.4 Si H es una parte cualquiera de A, diremos que x es una consecuencia
de H, si x es consecuencia de una parte finita de H. Para indicar este hecho escribiremos
H ⊢ x.

Finalmente es natural introducir la siguiente:

Definición 4.1.5 Dada una parte cualquiera H de A representaremos por C(H) el con-
junto de todas las consecuencias de H.

Al operador C aśı definido le daremos el nombre de operador de consecuencia.

Teorema 4.1.1 C(H) es un sistema deductivo que contiene a H.

Dem. Consideremos en primer lugar el caso en que H = ∅, entonces de las definiciones
4.1.3 y 4.1.5 resulta que C(∅) = {1} y el teorema queda probado, ya que {1} es un sistema
deductivo y ∅ ⊆ {1}.
Supongamos ahora que H 6= ∅.
(A) H ⊆ C(H).
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Sea h ∈ H, luego como h → h = 1 podemos afirmar que h ⊢ h, esto es, h es una
consecuencia de la parte finita {h} de H. Entonces H ⊢ h, es decir, h ∈ C(H) y por lo
tanto H ⊆ C(H).

(B) C(H) es un sistema deductivo.
D1) 1 ∈ C(H). En efecto, como H 6= ∅ existe h ∈ H y como h → 1 = 1 entonces h ⊢ 1,
luego 1 ∈ C(H).
D2) Si x ∈ C(H) y x → y ∈ C(H) entonces y ∈ C(H).
De x ∈ C(H) resulta que existen elementos h1, h2, . . . , hm ∈ H tales que

h1 → (h2 → (· · · → (hm → x) · · ·) = 1. (1)

De x → y ∈ C(H) resulta que existen elementos g1, g2, . . . , gn ∈ H tales que

g1 → (g2 → (· · · → (gn → (x → y) · · ·) = 1. (2)

De (2) y el axioma H3

h1 → (h2 → (· · · → (hm → (g1 → (g2 → (· · · → (gn → (x → y) · · ·) = 1,

o equivalentemente

g1 → (g2 → (· · · → (gn → (h1 → (h2 → (· · · → (hm → (x → y) · · ·) = 1.

Luego por el Teorema 2.2.8

g1 → (g2 → (· · · → (gn → ((h1 → (h2 → (· · · → (hm → x) · · ·) →

(h1 → (h2 → (· · · → (hm → y)) · · ·) = 1.

Por lo tanto teniendo en cuenta la hipótesis (1) se tiene

g1 → (g2 → (· · · → (gn → (1 → (h1 → (h2 → (· · · → (hm → y) · · ·) = 1.

O sea

g1 → (g2 → (· · · → (gn → (h1 → (h2 → (· · · → (hm → y) · · ·) = 1.

Es decir, g1, g2, . . . , gn, h1, h2, . . . , hm ⊢ y, lo cual implica que H ⊢ y, o sea y ∈ C(H). ¥

Teorema 4.1.2 Teorema de la deducción (A. Tarski)

(1) Si h1, h2, . . . , hn, x ⊢ y entonces h1, h2, . . . , hn ⊢ (x → y).

(2) Si h1, h2, . . . , hn ⊢ (x → y) entonces h1, h2, . . . , hn, x ⊢ y.

Dem. Resulta inmediato de la definición de consecuencia. En efecto, h1, h2, . . . , hn, x ⊢ y
es equivalente por definición a h1 → (h2 → (· · · → (hn → (x → y) · · ·) = 1 lo cual es
equivalente a h1, h2, . . . , hn ⊢ (x → y). ¥

Corolario 4.1.1 Si H es una parte no vaćıa de A entonces las afirmaciones (1) H, x ⊢ y
y (2) H ⊢ (x → y) son equivalentes.
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Dem. (1)⇒(2). Por hipótesis existe un número finito de elementos del conjunto H ∪{x}
que tiene por consecuencia y.
Si x figura en la parte finita entonces h1, h2, . . . , hn, x ⊢ y y por lo tanto

h1, h2, . . . , hn ⊢ (x → y),

o sea H ⊢ (x → y), luego se verifica (2).
Supongamos ahora que x no figura en la parte finita considerada, entonces tendremos que
h1, h2, . . . , hm ⊢ y, esto es, h1 → (h2 → (· · · → (hm → y) · · ·) = 1.
Luego x → (h1 → (h2 → (· · · → (hm → y) · · ·) = 1, lo que equivale a x, h1, h2, . . . , hm ⊢ y,
o sea h1, h2, . . . , hm, x ⊢ y y por lo tanto h1, h2, . . . , hm ⊢ (x → y), es decir, H ⊢ (x → y),
esto es se verifica (2).

(2)⇒(1). Por hipótesis H ⊢ (x → y), o sea existen h1, h2, . . . , hn ∈ H tales que

h1, h2, . . . , hn ⊢ (x → y),

luego h1, h2, . . . , hn, x ⊢ y, es decir, H, x ⊢ y y por lo tanto se verifica (1). ¥

4.2. Sistema deductivo generado por una parte de un álgebra
implicativa

Definición 4.2.1 Se da el nombre de sistema deductivo generado por una parte H de A
a la intersección de todos los sistemas deductivos que contienen a H.

Esta es una buena definición porque la intersección de una familia cualquiera de sistemas
deductivos es un sistema deductivo.
Entre los sistemas deductivos figura el sistema deductivo formado por el elemento 1, que
es el menor de todos los sistemas deductivos.
Para indicar el sistema deductivo generado por H usaremos la notación D(H). Si H = {a}
notaremos D(a) en vez de D({a}), a estos sistemas deductivos se denominan sistemas
deductivos principales.

Un subconjunto no vaćıo X de un conjunto ordenado A se dice una sección superior si
verifica: Si x ∈ X e y ∈ A es tal que x ≤ y entonces y ∈ X. Es claro que si x ∈ A entonces
[x) = {y ∈ A : x ≤ y} es una sección superior.
Observemos que toda sección superior S de un álgebra implicativa A es una subálgebra
de A. En efecto si x, y ∈ S como y ≤ x → y entonces x → y ∈ S.

Lema 4.2.1 En un álgebra implicativa A todo sistema deductivo D es una sección supe-
rior.

Dem. Si (1) x ∈ D y x ≤ y entonces (2) x → y = 1 ∈ D. De (1) y (2) resulta por modus
ponens que y ∈ D. ¥

Lema 4.2.2 Si A es un álgebra implicativa y a ∈ A entonces D(a) = [a).

Dem. [a) es un sistema deductivo. En efecto, como a ≤ 1 entonces 1 ∈ [a).
Si x, x → y ∈ [a) entonces a ≤ x y a ≤ x → y, esto es (1) a → x = 1 y a → (x → y) = 1.
Del Teorema 2.2.8, (1) y el Teorema 2.2.4 tenemos:

1 = a → (x → y) = (a → x) → (a → y) = 1 → (a → y) = a → y,
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esto es y ∈ [a). Como a ∈ [a) y [a) es un sistema deductivo resulta D(a) ⊆ [a). Rećıproca-
mente si y ∈ [a) entonces a → y = 1 ∈ D(a) y como a ∈ D(a) resulta por modus ponens
que y ∈ D(a) ¥

Teorema 4.2.1 D(H) = C(H).

Dem. Ya sabemos que C(H) es un sistema deductivo y que H ⊆ C(H), luego como de
la definición de D(H) surge que D(H) es el menor sistema deductivo que contiene a H
tendremos que (1) D(H) ⊆ C(H).
Probemos ahora que (2) C(H) ⊆ D(H). Basta observar que todo sistema deductivo que
contiene a H contiene a C(H). Luego como D(H) es un sistema deductivo que contiene
a H resulta que C(H) ⊆ D(H).
De (1) y (2) se tiene D(H) = C(H). ¥

Teorema 4.2.2 (A. Monteiro) Dado un sistema deductivo C y un elemento b, entonces
el sistema deductivo generado por C ∪ {b} es el conjunto D de todos los x ∈ A tales que
b → x ∈ C.

Dem. Queremos probar que D({C, b}) = {x ∈ A : b → x ∈ C} = D.
(A) D es un sistema deductivo.
D1) 1 ∈ D. En efecto, como b → 1 = 1 ∈ C entonces 1 ∈ D.
D2) Si x ∈ D y x → y ∈ D entonces y ∈ D.
Por hipótesis (1) b → x ∈ C y b → (x → y) ∈ C. Por el Teorema 2.2.8, b → (x → y) =
(b → x) → (b → y) entonces (2) (b → x) → (b → y) ∈ C. De (1) y (2), por ser C un
sistema deductivo resulta que b → y ∈ C, esto es, y ∈ D.

(B) {C, b} ⊆ D.
Como b → b = 1 ∈ C entonces (3) {b} ⊆ D.
Veamos que (4) C ⊆ D. En efecto, sea c ∈ C, sabemos que c → (b → c) = 1 ∈ C, luego
por modus ponens se tiene b → c ∈ C. Por lo tanto c ∈ D, es decir, C ⊆ D.
De (3) y (4) resulta que {C, b} ⊆ D.

(C) Si D′ es un sistema deductivo tal que {C, b} ⊆ D′ entonces D ⊆ D′.
Dea d ∈ D, esto es b → d ∈ C. Como {C, b} ⊆ D′ resulta b ∈ D′ y C ⊆ D′, por lo tanto
tenemos que b, b → d ∈ D′. Luego por modus ponens d ∈ D′, es decir, D ⊆ D′. ¥

Observación 4.2.1 Sabemos que si x = 1 entonces x ∈ C(∅). Ahora bien, si x ∈ C(∅) =
D(∅) = {1} entonces x = 1.

Luego es natural introducir la siguiente

Definición 4.2.2 ∅ ⊢ x es equivalente a x = 1.

C(H) es la reunión de los conjuntos C(F ), donde F es una parte finita de H, entre las
cuales figura la parte vaćıa:

C(H) =
⋃

F⊆H

|F |<χ0

C(F ),

donde χ0 es el cardinal de los números naturales.
De aqúı resulta que el operador de consecuencia C tiene las propiedades siguientes:
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C1) C está definido para todas las partes de A,

C2) H ⊆ C(H),

C3) C(H) =
⋃

F⊆H

|F |<χ0

C(F ),

C4) C(∅) 6= ∅,

C5) C(C(H)) = C(H).

Observación 4.2.2 (1) En estas cinco propiedades del operador C no interviene el ope-
rador →.
(2) El operador C de consecuencia definido en la teoŕıa de los conjuntos reticulados in-
feriormente con último elemento, también tiene estas propiedades. Recordemos que C(H)
es el filtro generado por H.

Tarski fue llevado a dar las siguientes definiciones:

Definición 4.2.3 Al par (A, C) formado por un conjunto cualquiera A y un operador C

definido sobre 2A que a cada parte H de A hace corresponder una parte C(H) de A en
forma tal que se cumplan las propiedades C1 a C5 se le da el nombre de teoŕıa deductiva.

Definición 4.2.4 X es un sistema deductivo si C(X) = X.

Definición 4.2.5 Un sistema deductivo D se dice axiomatizable si existe una parte finita
F = {g1, g2, . . . , gn} tal que D = C{g1, g2, . . . , gn}.

Definición 4.2.6 Dos partes H1 y H2 de A se dicen equivalentes si C(H1) = C(H2).

Definición 4.2.7 Se dice que una parte H de A es independiente si para todo a ∈ H se
tiene que C(H) 6= C(H \ {a}).

Sea A un álgebra implicativa y f ∈ A. Consideremos la transformación F (x) de A en A
definida por medio de la siguiente fórmula: F (x) = f → x, donde f es un elemento fijo
de A. En virtud del Teorema 2.2.8 tenemos que:

F (x → y) = f → (x → y) = (f → x) → (f → y) = F (x) → F (y), por lo tanto F es un
homomorfismo de A en A.
Sea A′ = {F (x) : x ∈ A}. Veamos que A′ es una subálgebra de A. En efecto, sean
a′, b′ ∈ A′, esto es, a′ = F (a), b′ = F (b), donde a, b ∈ A. Luego a′ → b′ = F (a) → F (b) =
F (a → b) y como a → b ∈ A entonces a′ → b′ ∈ A′.
En estas condiciones F es un homomorfismo de A sobre A′. Luego

Nuc(F ) = {x ∈ A : F (x) = 1} = {x ∈ A : f → x = 1} = {x ∈ A : f ≤ x} = [f) = D(f).

Podemos por lo tanto afirmar que el álgebra A/[f) es isomorfa a una subálgebra de A.
Al homomorfismo F (x) = f → x le daremos el nombre de homomorfismo principal
(determinado por f). Por lo tanto cada elemento f de A dá origen a un homomorfismo
de A en A.
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Observación 4.2.3 La transformación G(x) = x → f , donde f es un elemento fijo de
A, no es en general un homomorfismo.
Probemos que G(x) es un homomorfismo solamente en el caso en que f = 1.
En efecto, supongamos que G(x) es un homomorfismo, tendremos entonces que x → f =
G(x) = G(1 → x) = G(1) → G(x) = (1 → f) → (x → f) = f → (x → f) = 1, para todo
x ∈ A, esto es x → f = 1, para todo x ∈ A, en particular para x = 1, o sea 1 → f = 1,
esto es f = 1, como queŕıamos probar.
En estas condiciones G(x) = x → 1 = 1, para todo x ∈ A, luego el núcleo de éste es el
álgebra A, por lo tanto A/Nuc(G) = A/A = {1} y tenemos aśı una imagen homomórfica
trivial, formada por un solo elemento.

Aunque G(x) no es en general un homomorfismo, se trata de una transformación que tiene
su importancia y que será estudiada mas adelante en forma detallada.

Ejemplo 4.2.1 Sea A el álgebra implicativa indicada en la figura, sobre la cual la opera-
ción → está definida por la tabla siguiente:
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.

.

.

.

.

.

a b

c

d e

1

•

•

•

•

•

•

→ a b c d e 1

a 1 e 1 1 e 1
b d 1 1 d 1 1
c d e 1 d e 1
d c b c 1 e 1
e a c c d 1 1
1 a b c d e 1

Determinemos todos sus sistemas deductivos.

X D(X) X D(X) X D(X)

∅ {1} {a, b} A {b, e} D(b)
{a} {a, c, d, 1} {a, c} D(a) {b, 1} D(b)
{b} {b, c, e, 1} {a, d} D(a) {c, d} D(a)
{c} {c, 1} {a, e} A {c, e} D(b)
{d} {d, 1} {a, 1} D(a) {c, 1} D(c)
{e} {e, 1} {b, c} D(b) {d, e} {d, e, 1}
{1} {1} {b, d} A {d, 1} D(d)

{e, 1} D(e)

Es fácil ver que si X ⊆ A es tal que 3 ≤ |X| ≤ 6 entonces D(X) coincide con alguno de los
sistemas deductivos A, D(1) = {1}, D(a) = {a, c, d, 1}, D(b) = {b, c, e, 1}, D(c) = {c, 1},
D(d) = {d, 1}, D(e) = {e, 1}, D({d, e}) = {d, e, 1}. Por lo tanto existen 9 sistemas
deductivos.
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Determinemos todas sus imágenes homomórficas principales. Claramente A/{1} es iso-
morfa a A y las otras imágenes homomórficas tienen los siguientes diagramas de Hasse
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A/D(a), A/D(b) A/D(c) A/D(d), A/D(c)

•

•

•

•

• •

•

•

•

Sea A el álgebra de Hilbert indicada en la Figura 3.4. Claramente A/{1} es una imagen
homomórfica de A. A continuación indicamos algunas imágenes homomórficas de A.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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•
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5. ARITMETICA DE LOS SISTEMAS DEDUCTI-

VOS

5.1. Reticulado de los sistemas deductivos

Sea Φ(A) la familia de todos los sistemas deductivos de un álgebra implicativa A.

Definición 5.1.1 Dados D1, D2 ∈ Φ(A) diremos que D2 es una consecuencia de D1 o
que D1 divide a D2 y escribiremos D1 ≤ D2 si D2 ⊆ D1.

Diremos también que D1 es más fino que D2.
En lo sucesivo supondremos que Φ(A) está ordenado de la manera indicada en la Definición
5.1.1.

Veamos ahora que si a, b ∈ A entonces: a ≤ b si y solo si D(a) ≤ D(b).
Probemos que si (1) a ≤ b entonces D(a) ≤ D(b).
Sea x ∈ D(b), esto es, b ≤ x, luego por (1) resulta a ≤ x, de donde x ∈ D(a) o sea
D(b) ⊆ D(a) y por lo tanto D(a) ≤ D(b).
Rećıprocamente, si D(a) ≤ D(b) entonces D(b) ⊆ D(a), luego como b ∈ D(b) resulta que
b ∈ D(a), esto es, a ≤ b.

Este es uno de los motivos por lo cual ordenamos Φ(A) de acuerdo a la Definición 5.1.1.
Es claro que los sistemas deductivos 0 = A y 1 = {1} verifican la condición 0 ≤ D ≤ 1,
para todo D ∈ Φ(A). Por lo tanto Φ(A) es un conjunto ordenado por la relación ≤, con
primer y último elemento.

Teorema 5.1.1 Toda familia no vaćıa {Di}i∈I de sistemas deductivos tiene un supremo.

Dem. En efecto, sea D =
⋂

i∈I

Di. Probemos que D es un sistema deductivo y que es el

supremo de los Di.
D1) 1 ∈ D.
Como 1 ∈ Di para todo i ∈ I entonces 1 ∈

⋂

i∈I

Di = D.

D2) Si a ∈ D y a → b ∈ D entonces b ∈ D.
Por hipótesis a ∈ D =

⋂

i∈I

Di, a → b ∈ D =
⋂

i∈I

Di, luego a, a → b ∈ Di para todo i ∈ I.

Por lo tanto b ∈ Di para todo i ∈ I, es decir, b ∈ D.
D1 y D2 prueban que D es un sistema deductivo.

S1) Di ≤ D para todo i ∈ I.
Como D =

⋂

i∈I

Di entonces D ⊆ Di para todo i ∈ I, luego por la Definición 5.1.1 resulta

que Di ≤ D para todo i ∈ I.
S2) Si X es un sistema deductivo tal que Di ≤ X para todo i ∈ I entonces D ≤ X.
En efecto, por hipótesis X ⊆ Di para todo i ∈ I, luego X ⊆

⋂

i∈I

Di = D, esto es D ≤ X.

S1 y S2 prueban que D es el supremo de los Di, esto es, D =
⋂

i∈I

Di =
∨

i∈I

Di. ¥

Como Φ(A) es un conjunto ordenado completo superiormente, con primer elemento, en-
tonces por el teorema de Birkhoff podemos afirmar que Φ(A) es un reticulado completo.
Recordemos como se obtiene el ı́nfimo de una familia no vaćıa {Di}i∈I de sistemas deduc-
tivos. Basta considerar el conjunto G =

⋃

i∈I

Di y determinar el menor sistema deductivo
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que contiene a G, esto es, el sistema deductivo generado por G.
Veamos que D(G) =

∧

i∈I

Di.

I1) D(G) ≤ Di para todo i ∈ I. Sabemos que D(G) es un sistema deductivo y que
G ⊆ D(G), esto es,

⋃

i∈I

Di ⊆ D(G), por lo tanto Di ⊆ D(G) para todo i ∈ I, o sea,

D(G) ≤ Di para todo i ∈ I.
I2) Si H es un sistema deductivo tal que H ≤ Di para todo i ∈ I entonces H ≤ D(G).
En efecto, si H es un sistema deductivo tal que H ≤ Di para todo i ∈ I entonces Di ⊆ H
para todo i ∈ I. Luego

⋃

i∈I

Di ⊆ H, esto es, G ⊆ H y como D(G) es el menor sistema

deductivo que contiene a G resulta que G ⊆ D(G) ⊆ H. Luego H ≤ D(G) y por lo tanto
∧

i∈I

Di = D(
⋃

i∈I

Di).

5.2. Sistemas deductivos irreducibles y completamente irredu-
cibles

Definición 5.2.1 Se dice que un sistema deductivo D 6= A es irreducible si la condición
D = D1 ∨ D2 implica que D = D1 o D = D2.

Definición 5.2.2 Se dice que un sistema deductivo D 6= A es completamente irreducible
si la condición

∨

i∈I

Di implica que existe un ı́ndice i ∈ I tal que D = Di.

Teorema 5.2.1 Si D es un sistema deductivo propio y c es un elemento de A que no
pertenece a D entonces existe un sistema deductivo completamente irreducible C que con-
tiene a D sin contener a c.

Dem. Sea Π = {Di}i∈I la familia de todos los sistemas deductivos que contienen a D
sin contener a c. Esta familia es no vaćıa porque D ∈ Π. Probemos que Π es una familia
de conjuntos inductiva superiormente, cuando está ordenada por la relación de inclusión.
Para ellos basta probar que si K = {Kj}j∈J es una cadena de Π, esto es una familia de
elementos de Π tales que dados dos elementos de K uno de ellos contiene al otro, y si
K0 =

⋃

j∈J

Kj entonces K0 ∈ Π.

(A) K0 es un sistema deductivo.

D1) Como los Kj son sistemas deductivos entonces 1 ∈ Kj para todo j ∈ J, luego
1 ∈

⋃

j∈J

Kj = K0.

D2) Supongamos que a ∈ K0, a → b ∈ K0 y probemos que b ∈ K0.
De a ∈ K0 resulta que existe un ı́ndice j1 ∈ J tal que a ∈ Kj1 .
De a → b ∈ K0 resulta que existe un ı́ndice j2 ∈ J tal que a → b ∈ Kj2 . Como
Kj1 , Kj2 ∈ K0 uno de ellos debe contener al otro, supongamos por ejemplo que
Kj1 ⊆ Kj2 , entonces tendremos que a, a → b ∈ Kj2 y como Kj2 es un sistema
deductivo resulta que b ∈ Kj2 , y por los tanto b ∈

⋃

j∈J

Kj = K0.

(B) D ⊆ K0.
Como los Kj ∈ Π para todo j ∈ J, entonces D ⊆ Kj para todo j ∈ J, luego
D ⊆

⋃

j∈J

Kj = K0.
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(C) c /∈ K0.
Como Kj ∈ Π para todo j ∈ J podemos afirmar que c /∈ Kj para todo j ∈ J, luego
c /∈

⋃

j∈J

Kj = K0.

Las condiciones (A), (B) y (C) expresan que K0 ∈ Π, luego podemos afirmar que Π es un
conjunto ordenado inductivo superiormente y por lo tanto Π contiene un elemento máximo
C. Acabamos aśı de probar que dado un sistema deductivo propio D y un elemento c ∈ A
tal que c /∈ D existe un sistema deductivo máximo C entre los que contienen a D sin
contener a c.
Probemos que C es completamente irreducible.
Supongamos para ello que C =

∨

h∈H

Dh =
⋂

h∈H

Dh, donde Dh es un sistema deductivo,

para todo h ∈ H. Como (1) c /∈ C =
⋂

h∈H

Dh, entonces existe un ı́ndice h0 ∈ H tal que (2)

c /∈ Dh0
. De (1) resulta (3) C ⊆ Dh0

, luego tenemos en particular (4) D ⊆ C ⊆ Dh0
.

De (2) y (4) se tiene que Dh0
∈ Π, y como C es máximo en Π se tiene que C = Dh0

, lo
cual significa que C es completamente irreducible. ¥

Teorema 5.2.2 Todo sistema deductivo propio D, es intersección de sistemas deductivos
completamente irreducibles.

Dem. Sea {Ci}i∈I la familia de todos los sistemas deductivos completamente irreducibles
que contienen al sistema deductivo propio D. Por el Teorema 5.2.1 esta familia es no vaćıa.
Probemos que D =

⋂

i∈I

Ci. Como D ⊆ Ci para todo i ∈ I entonces D ⊆
⋂

i∈I

Ci. Resta probar

que
⋂

i∈I

Ci ⊆ D, o sea que ∁D ⊆ ∁
⋂

i∈I

Ci =
⋃

i∈I

∁Ci.

Sea x ∈ ∁D, luego x /∈ D, entonces por el Teorema 5.2.1 existe un i ∈ I tal que x /∈ Ci,
esto es x ∈ ∁Ci, por lo tanto x ∈

⋃

i∈I

∁Ci, esto es ∁D ⊆
⋃

i∈I

∁Ci, luego D =
⋂

i∈I

Ci. ¥

De este teorema resulta que D =
∨

i∈I

Ci.

Teorema 5.2.3 Si C es un sistema deductivo completamente irreducible entonces existe
un elemento c ∈ A y c /∈ C tal que C es un sistema deductivo máximo entre los que no
contienen a c.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible. Para cada c /∈ C existe
un sistema deductivo Cc máximo entre los que contienen a C sin contener a c. En estas
condiciones se ve de inmediato que C =

⋂

c/∈C

Cc. Como C es completamente irreducible

existe un ı́ndice c tal que C = Cc, y por lo tanto C es un sistema deductivo máximo entre
los que no contienen a c. ¥

Teorema 5.2.4 Para que un sistema deductivo C sea un sistema deductivo máximo entre
los sistemas deductivos que no contienen un elemento c ∈ A, c 6= 1, es necesario y
suficiente que:

(1) c /∈ C.

(2) Si x /∈ C entonces x → c ∈ C.
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Dem. Sea C un sistema deductivo máximo entre los que no contienen un elemento fijo
c 6= 1. Es evidente que se verifica (1).
Si x /∈ C, entonces el conjunto C ∪ {x} genera un sistema deductivo D, esto es D =
D(C ∪ {x}). Como C es un sistema deductivo máximo entre los que no contienen a c,
entonces c ∈ D = D(C ∪ {x}) = C(C ∪ {x}), esto es C, x ⊢ c o sea C ⊢ x → c lo cual
significa que x → c ∈ C.
Sea C un sistema deductivo con las propiedades (1) y (2) indicadas en el enunciado. Por
hipótesis c /∈ C, luego teniendo en cuenta el Teorema 5.2.3 podemos afirmar que existe un
sistema deductivo M que contiene a C y que es máximo entre los que no contienen a c.
Supongamos que C 6= M y sea x ∈ M \C, entonces x /∈ C, luego por (2) x → c ∈ C ⊆ M,
por lo tanto tendremos que x, x → c ∈ M entonces por modus ponens c ∈ M, absurdo
visto que c /∈ M. Esto muestra que C = M y por lo tanto C es un sistema deductivo
máximo entre los que no contienen a c. ¥

Es evidente que todo sistema deductivo completamente irreducible es irreducible.

Problema: ¿ Existirán sistemas deductivos irreducibles que sean irreducibles mı́nimos,
esto es, sistemas deductivos P tales que cualquier sistema deductivo D que sea una parte
propia de P sea reducible ?

En general, en un álgebra implicativa, existen sistemas deductivos completamente irre-
ducibles incomparables. Para ver que aśı es, demostraremos el siguiente:

Teorema 5.2.5 Para que un álgebra implicativa A sea lineal (ver Definición 2.6.1) es
necesario y suficiente que dos sistemas deductivos completamente irreducibles de A sean
siempre comparables.

Dem. Sea A un álgebra implicativa lineal, sean D y D′ dos sistemas deductivos com-
pletamente irreducibles y supongamos que D y D′ son incomparables. Entonces existen
elementos a y b tales que a ∈ D\D′, b ∈ D′\D. Como a, b ∈ A, que es lineal, entonces a y
b son comparables. Si suponemos a ≤ b, entonces como a ∈ D resulta que b ∈ D, absurdo
pues b ∈ D′ \ D. De manera análoga se razona si b ≤ a, luego los sistemas deductivos D
y D′ son comparables.
Rećıprocamente, sea A un álgebra implicativa en la cual dos sistemas deductivos comple-
tamente irreducibles son siempre comparables y probemos que es lineal. Supongamos que
el álgebra A no es lineal, entonces existirán por lo menos dos elementos a y b tales que:
(1) a 6≤ b y (2) b 6≤ a. De (1) resulta que b /∈ D(a), luego existe un sistema deductivo
completamente irreducible D tal que (3) a ∈ D y b /∈ D. De (2) resulta que a /∈ D(b),
luego existe un sistema deductivo completamente irreducible D′ tal que (4) b ∈ D′ y
a /∈ D′. De (3) y (4) resulta que D y D′ son incomparables lo que contradice la hipótesis.
Por lo tanto A es un álgebra implicativa lineal. ¥
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5.3. Imposibilidad de determinar un álgebra implicativa A a par-
tir de Φ(A).

Sean A1 y A2 las álgebras implicativas cuyos diagramas de Hasse se indican a continuación:
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A1 A2

•

•

• •

•

•

•

a b

1

0′

a′ b′

1′

A continuación indicamos la tabla del operador → en ambas álgebras:

→ a b 1

a 1 b 1
b a 1 1
1 a b 1

→ 0′ a′ b′ 1′

0′ 1′ 1′ 1′ 1′

a′ b′ 1′ b′ 1′

b′ a′ a′ 1′ 1′

1′ 0′ a′ b′ 1′

Los diagramas de Hasse de Φ(A1) y Φ(A2) son:
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Φ(A1) Φ(A2)

•

•

•

•

•

•

•

•

A1

{a, 1} {b, 1}

{1}

A2

{a′, 1′} {b′, 1′}

{1′}

Los reticulados Φ(A1) y Φ(A2) son isomorfos, pero las álgebras implicativas A1 y A2 no
lo son. Observemos que A1 es una subálgebra implicativa de A2.

5.4. Los sistemas deductivos máximos y las álgebras simples

Se reconoce fácilmente que el conjunto formado por un solo elemento que designaremos
por 1, sobre el cual se define la operación binaria → de la única manera posible a saber:
1 → 1 = 1, es un álgebra implicativa. Para que el álgebra cociente A/D sea el álgebra que
acabamos de indicar es necesario y suficiente que exista una única clase de equivalencia,
o lo que es lo mismo que D = A.
En estas condiciones toda álgebra implicativa A tiene por imagen homomórfica el álgebra
impropia {1}, y el núcleo correspondiente es evidentemente A.
Si en un álgebra implicativa A consideramos el sistema deductivo {1} entonces el álgebra
cociente A/{1} es isomorfa a A. Por lo tanto podemos afirmar que un álgebra implicativa
A tiene siempre las imágenes homomórficas A/A = {1} y A/{1} = A, llamadas triviales,
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y que para que estas dos imágenes sean distintas es necesario y suficiente que el álgebra
A tenga más de un elemento.

Definición 5.4.1 Un álgebra implicativa A se dice simple si tiene más de un elemento y
si sus únicas imágenes homomórficas son las triviales.

Al efecto de determinar las álgebras implicativas simples indicaremos el siguiente:

Teorema 5.4.1 Para que un álgebra implicativa A sea simple es necesario y suficiente
que A contenga solamente dos elementos.

Dem. Sea A un álgebra implicativa simple. Entonces A contiene por lo menos dos el-
ementos distintos que designaremos 0 y 1. Supongamos que A tiene un tercer elemento
a distinto de 0 y 1. Entonces a genera un sistema deductivo propio D(a), formado por
todos los x ∈ A tales que a ≤ x. El álgebra A/D(a) tiene más de un elemento y como
A es simple tendŕıamos que A/D(a) = A. Ahora bien, para que un homomorfismo sea
un isomorfismo es necesario y suficiente que el núcleo sea {1}, o sea D(a) = {1} y por lo
tanto a = 1, lo que contradice la hipótesis. Luego podemos afirmar que A tiene solamente
dos elementos.
Rećıprocamente, sea A el álgebra implicativa formada por dos elementos distintos 0 y 1,
y probemos que A es simple. En el orden natural inducido por la operación implicación
tendremos que 0 < 1, y por lo tanto la tabla de la implicación es:

→ 0 1

0 1 1
1 0 1
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0

1

Ahora bien, los dos únicos sistemas deductivos de esta álgebra son A y {1}, y por lo tanto
es simple. ¥

Veamos ahora como determinar las imágenes homomórficas simples de un álgebra im-
plicativa dada.

Definición 5.4.2 Un sistema deductivo M se dice máximo, si M es un sistema deductivo
propio y si no existe ningún sistema deductivo propio que contenga a M como parte propia.

Observación 5.4.1 Un álgebra implicativa puede no tener sistemas deductivos máximos.
Es lo que ocurre con el conjunto ordenado formado por los números reales x tales que 0 <
x ≤ 1. Por el Lema 4.2.1 sabemos que todo sistema deductivo es una sección superior. En
este ejemplo el sistema deductivo F (1) es irreducible, pero no es completamente irreducible

ya que F (1 −
1

n
), n ∈ IN, n ≥ 2 verifica la siguiente condición: F (1) =

∞⋂

n=2

F (1 −
1

n
) y

para ningún n se tiene que F (1) = F (1 −
1

n
).

Teorema 5.4.2 Para que un sistema deductivo propio M sea máximo es necesario y
suficiente que si x, y /∈ M entonces x → y ∈ M.
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Dem. Como M es máximo en el álgebra, sean x, y /∈ M . Entonces M es máximo entre
los que no contienen al elemento y, luego como x /∈ M por el Teorema 5.2.4 x → y ∈ M.
Rećıprocamente, supongamos que M no es máximo, esto es que existe un sistema deducti-
vo M1 propio tal que M ⊂ M1. Sean a, b ∈ A tales que a ∈ M1 \M, b ∈ A \M1. Entonces
a, b /∈ M, luego a → b ∈ M y por lo tanto (1) a → b ∈ M1. Ahora bien como (2) a ∈ M1,
de (1) y (2) resulta por modus ponens que b ∈ M1, lo que contradice la hipótesis. Es decir,
M es máximo. ¥

Observación 5.4.2 Si M es un sistema deductivo máximo, entonces el álgebra cociente
A/M tiene solamente dos elementos, visto que si a, b /∈ M entonces a → b ∈ M y
b → a ∈ M, y por lo tanto a ≡ b (mod. M). Esto significa que existen solamente dos clases
de equivalencia, a saber: M y A \ M que representaremos C(1) y C(0), respectivamente.
Entonces tendremos que A/M = {C(1), C(0)}. La tabla → para estos elementos es:

→ C(0) C(1)

C(0) C(1) C(1)
C(1) C(0) C(1)

Como el álgebra A/M tiene solamente dos elementos, y se verifica que C(0) < C(1)
entonces A/M es un álgebra de Boole. Además, como la operación → definida por:
x → y = −x ∨ y en el álgebra de Boole coincide con la operación → indicada en la tabla
precedente, resulta que A/M es isomorfa al álgebra implicativa que se obtiene considerando
el álgebra de Boole {0, 1} donde la operación x → y se define como −x ∨ y.

5.5. El radical y las álgebras semisimples

La consideración de los sistemas deductivos máximos nos lleva a la siguiente:

Definición 5.5.1 Se denomina radical de A a la intersección Rad(A) de todos los sis-
temas deductivos máximos de A.

De acuerdo a esta definición, si A no tiene sistemas deductivos máximos, Rad(A) será la
intersección de una familia vaćıa de partes de A y por lo tanto Rad(A) = A. Es lo
que ocurre con el álgebra implicativa lineal formada por los números reales x tales que
0 < x ≤ 1.

Definición 5.5.2 Un álgebra implicativa A se dice semisimple si Rad(A) = {1}.

En general las álgebras implicativas no son semisimples. Es lo que ocurre en el caso de una
cadena sin primer elemento, ya que Rad(A) = A. Otro ejemplo se obtiene considerando
el álgebra de Heyting finita cuyo diagrama de Hasse se indica a continuación.
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En este caso los sistemas deductivos son los filtros. Como el álgebra de Heyting A es
finita, todos los ultrafiltros son principales. Los ultrafiltros, que son los sistemas deduc-
tivos máximos, son generados por los átomos de A. Como existen solamente dos átomos
a y b, entonces el radical de A es la intersección de los filtros F (a) y F (b), es decir
Rad(A) = {c, 1} = F (c).

Se plantea naturalmente el problema de caracterizar algebraicamente a las álgebras im-
plicativas semisimples. Con ese objetivo en vista, demostraremos en primer lugar el si-
guiente:

Teorema 5.5.1 ((a → b) → a) → a ∈ Rad(A), cualquiera que sean los elementos
a, b ∈ A.

Dem. Supongamos que el elemento r = ((a → b) → a) → a /∈ Rad(A) entonces existe
un sistema deductivo máximo M tal que r /∈ M. Como a ≤ r, podemos afirmar que
(1) a /∈ M y por lo tanto r → a ∈ M, por el Teorema 2.2.10

r → a = (((a → b) → a) → a) → a = (a → b) → a,

luego (2) (a → b) → a ∈ M. Entonces (3) (a → b) /∈ M, ya que si (a → b) ∈ M, entonces
de (2), por modus ponens, a ∈ M, lo que contradice (1). De (1), (3) y el Teorema 2.2.5 se
deduce por ser M un sistema deductivo máximo que a → (a → b) = a → b ∈ M, lo que
contradice (3). Luego r ∈ Rad(A). ¥

De este teorema se deduce inmediatamente:

Corolario 5.5.1 (a → b) → a ≡ a (mod. Rad(A)).

Dem. Por el Axioma H1 a → ((a → b) → a) = 1 ∈ Rad(A).
Esta observación junto con el Teorema 5.5.1 prueban el corolario. ¥

Definición 5.5.3 Un álgebra implicativa A se dice un álgebra de Tarski si se verifica
T) (a → b) → a = a.

Observación 5.5.1 Existen álgebras implicativas que no son álgebras de Tarski.
Consideremos por ejemplo la cadena con tres elementos 0, a, 1, con el orden siguiente
0 < a < 1. Entonces se verifica que: (a → 0) → a = 0 → a = 1 6= a.

De esta observación resulta que toda cadena con más de dos elementos no es un álgebra
de Tarski y tenemos aśı numerosos ejemplos de álgebras implicativas que no son álgebras
de Tarski.

Demostremos ahora un teorema que permite obtener álgebras de Tarski a partir de álge-
bras implicativas.

Teorema 5.5.2 El álgebra cociente A/Rad(A) es un álgebra de Tarski.

Dem. Sea T = A/Rad(A). Entonces usando el Corolario 5.5.1 tendremos que (C(a) →
C(b)) → C(a) = C(a → b) → C(a) = C((a → b) → a) = C(a). Lo que muestra que
A/Rad(A) es un álgebra de Tarski. ¥

Vamos a generalizar este teorema:
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Teorema 5.5.3 Si D es un sistema deductivo tal que Rad(A) ⊆ D entonces A/D es un
álgebra de Tarski.

Dem. Como Rad(A) ⊆ D, de la condición (a → b) → a ≡ a (mod.Rad(A)) se deduce
que (a → b) → a ≡ a (mod.D), entonces en A/D (C(a) → C(b)) → C(a) = C((a →
b) → a) = C(a), luego A/D es un álgebra de Tarski. ¥

Vamos a indicar ahora una caracterización aritmética de las álgebras semisimples. Con
este objetivo comencemos por demostrar el siguiente:

Lema 5.5.1 En un álgebra de Tarski todo sistema deductivo completamente irreducible
es máximo.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible. Entonces por el Teorema
5.2.3 C es un sistema deductivo máximo entre los que no contienen un elemento fijo c.
Si C no es un sistema deductivo máximo entonces existe un sistema deductivo M propio,
tal que C ⊂ M . Es claro que c ∈ M. Sea n ∈ A \ M. Como n /∈ M, entonces se deduce
por modus ponens que c → n /∈ M, y en particular c → n /∈ C, entonces por el Teorema
5.2.4 podemos afirmar que: (c → n) → c = c ∈ C, absurdo. ¥

Corolario 5.5.2 Toda álgebra de Tarski es semisimple.

Dem. Como el sistema deductivo {1} es intersección de sistemas deductivos completa-
mente irreducibles y como éstos son máximos, resulta que Rad(A) = {1}. ¥

Corolario 5.5.3 El álgebra A/Rad(A) es semisimple.

Dem. Basta observar que A/Rad(A) es un álgebra de Tarski. ¥

Teorema 5.5.4 Para que un álgebra implicativa A sea semisimple es necesario y sufi-
ciente que sea un álgebra de Tarski.

Dem. El Corolario 5.5.2 muestra que la condición es suficiente. Para probar la condición
necesaria supongamos que A es un álgebra semisimple, esto es Rad(A) = {1}. Por el Teore-
ma 5.5.2 podemos afirmar que A/Rad(A) es un álgebra de Tarski, y como Rad(A) = {1},
entonces A/Rad(A) = A, luego A es un álgebra de Tarski. ¥

Este teorema muestra que las álgebras de Tarski ocupan un lugar especial entre las álge-
bras implicativas y su estudio será objeto de un próximo caṕıtulo.

Teorema 5.5.5 Todo sistema deductivo completamente irreducible que contiene al radical
es máximo.

Dem. Sea C un sistema deductivo completamente irreducible que contiene a Rad(A). De
aqúı resulta en particular que Rad(A) 6= A. Entonces C es un sistema deductivo máximo
entre los que no contienen a un cierto elemento fijo c. Si C no es máximo, entonces existe
un sistema deductivo propio M tal que C ⊂ M , y es claro que c ∈ M. Sea n ∈ A \ M .
Entonces c → n /∈ M, luego c → n /∈ C y por lo tanto (1) (c → n) → c ∈ C, por
el Teorema 5.5.1 (2) ((c → n) → c) → c ∈ Rad(A), y como Rad(A) ⊆ C, se tiene
(3) ((c → n) → c) → c ∈ C. De (1) y (3) resulta por modus ponens que, c ∈ C, absurdo.
Luego C es un sistema deductivo máximo. ¥
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Teorema 5.5.6 Si D es un sistema deductivo de un álgebra implicativa A tal que A/D
es un álgebra de Tarski entonces Rad(A) ⊆ D.

Dem. Sea h el homomorfismo de A sobre A/D, h establece una correspondencia bi-
uńıvoca entre los sistemas deductivos de A/D y los sistemas deductivos D′ de A que
contienen a D. Luego si M ′ es un sistema deductivo máximo de A/D, M = h−1(M ′) es
un sistema deductivo máximo de A que contiene a D. Como {1′} ⊆ A/D es la intersección
de los sistemas deductivos máximos de A/D entonces D es la intersección de los sistemas
deductivos máximos que contienen a A/D = h−1(M ′), luego Rad(A) ⊆ D. ¥

Teorema 5.5.7 Rad(A) es el sistema deductivo generado por los elementos de la forma
((a → b) → a) → a.

Dem. Sea D el sistema deductivo generado por los elementos de la forma indicada an-
teriormente. Por el Teorema 5.5.1 D ⊆ Rad(A). Probemos que A/D es un álgebra de
Tarski. Para ello basta ver que: (a → b) → a ≡ a (mod.D).
En efecto: ((a → b) → a) → a ∈ D y a → ((a → b) → a) = 1 ∈ D, luego (a → b) → a ≡ a
y A/D es un álgebra de Tarski. Por lo tanto por el Teorema 5.5.6 Rad(A) ⊆ D, lo que
muestra que Rad(A) = D. ¥
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6. REPRESENTACION DEL CALCULO PROPO-

SICIONAL IMPLICATIVO

6.1. Funciones polinómicas

En el Caṕıtulo 1 hemos considerado el cálculo proposicional implicativo asociado a un
conjunto no vaćıo G = {gi}i∈I de variables de enunciado. Vamos a suponer, por ahora,
que I es un conjunto finito, esto es G = {g1, . . . , gn}. A los śımbolos g1, . . . , gn les hemos
dado el nombre de variables de enunciado, pero hemos señalado al mismo tiempo que se
trataba de śımbolos fijos, bien determinados, que no “variaban”en lo más mı́nimo.
Hemos representado también por L el conjunto de todas las fórmulas (bien formadas). En
este caṕıtulo daremos a las fórmulas de L el nombre de fórmulas polinomiales implicativas,
o más sencillamente el nombre de polinomios de las n variables g1, . . . , gn. Para poner en
evidencia este hecho representaremos un polinomio p por la notación: p(g1, . . . , gn).
El objetivo que tenemos en vista es indicar una “interpretación”de L .

Sea A un álgebra implicativa fija y supongamos que g1, . . . , gn representan variables so-
bre A. en estas condiciones si en el polinomio p(g1, . . . , gn) reemplazamos las variables
g1, . . . , gn por elementos fijos de A, esto es si reemplazamos g1 por un elemento a1 ∈ A, . . .,
gn por an ∈ A, entonces p(a1, . . . , an) será un elemento bien determinado de A.

Para describir esta situación en forma sencilla, consideremos el producto cartesiano An

de n álgebras implicativas iguales a A. En virtud de la definición de producto cartesiano
un elemento a ∈ An es una sucesión de n elementos de A, esto es: a = (a1, . . . , an) donde
ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. En estas condiciones si consideramos las variables de enunciado
g1, . . . , gn como variables sobre A a cada polinomio p = p(g1, . . . , gn) ∈ L corresponde
una función pA definida sobre An y tomando sus valores en A, que queda uńıvocamente
determinada por medio de la igualdad:

si a ∈ An entonces pA(a) = p(a1, . . . , an).

A esta función aśı definida le daremos el nombre de función polinomial pA. Diremos
algunas veces que pA es una interpretación o representación de p en el álgebra A. Somos
aśı naturalmente llevados a considerar el conjunto PA de todas las funciones polinomiales
pA, que quedan uńıvocamente determinadas por el álgebra A.
De acuerdo a las notaciones que hemos adoptado, a los polinomios: g1, (g1 → g1), (g1 →
g2), ((g1 → g2) → g1), . . . corresponden respectivamente las funciones polinomiales g1A,
(g1 → g1)A, (g1 → g2)A, ((g1 → g2) → g1)A, . . ..
De acuerdo a la definición general de igualdad de funciones, dos funciones polinomiales
pA y qA son iguales, si pA(a) = qA(a) para todo a ∈ An y para indicar esta relación
escribiremos pA = qA.
Recordemos ahora que dado un conjunto, no vaćıo, E y un álgebra implicativa A, el
conjunto AE de todas las funciones definidas sobre E y tomando sus valores en A, es un
álgebra implicativa cuando se define sobre AE la operación de implicación en la forma
siguiente: dadas las funciones f, g ∈ AE representaremos por h = f → g la función h ∈ AE

definida por la fórmula: si x ∈ E entonces h(x) = f(x) → g(x). Y sabemos que (AE,→)
es un álgebra implicativa.
Entonces dada un álgebra implicativa A podemos considerar el conjunto AAn

de todas las
funciones definidas sobre An y tomando sus valores en A.
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Teorema 6.1.1 PA es una subálgebra de AAn

.

Dem. Basta demostrar que si pA, qA ∈ PA entonces pA → qA ∈ PA.
Sea a ∈ An entonces:
(1)(pA → qA)(a) = pA(a) → qA(a) = p(a1, . . . , an) → q(a1, . . . , an).
Como pA, qA ∈ PA, entonces p y q son polinomios. p = p(g1, . . . , gn), q = q(g1, . . . , gn) y
por lo tanto (p → q) = p(g1, . . . , gn) → q(g1, . . . , gn) es un polinomio.
La función polinomial correspondiente será definida por:
(2) (p → q)A(a) = (p(a1, . . . , an) → q(a1, . . . , an)).
Las fórmulas (1) y (2) muestran que:
(pA → qA)(a) = (p → q)A(a) para todo a ∈ An, esto es: pA → qA = (p → q)A.
Como (p → q)A ∈ PA, podemos afirmar que pA → qA ∈ PA. Lo que termina la de-
mostración. ¥

Este teorema sugiere naturalmente el problema de saber si PA = AAn

. Veremos más ade-
lante que la respuesta en general es negativa.

Para concretar estas nociones vamos a indicar algunos ejemplos:

Ejemplo 6.1.1 Sea n = 2, esto es G = {g1, g2} y A el álgebra implicativa formada por
dos elementos distintos 0 y 1. En este caso A2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
En la Tabla 6.1 figuran en la primera columna los elementos de A2. Para cada polinomio
p(g1, g2) y cada elemento a ∈ A2 tenemos que calcular p(a) = p(a1, a2).
Consideremos en primer lugar el polinomio g1, entonces la función polinomial correspon-
diente g1A queda definida por:

g1A(0, 0) = 0, g1A(0, 1) = 0, g1A(1, 0) = 1, g1A(1, 1) = 1.

En la segunda columna de la Tabla 6.1, están indicados los valores que la función poli-
nomial g1A toma en los diversos elementos de A2. Los valores de la función g2Aestán
indicados en la tercera columna.
Consideremos ahora el polinomio (g1 → g1), la función polinomial correspondiente se-
rá definida por:

(g1 → g1)A(0, 0) = 0 → 0 = 1, (g1 → g1)A(0, 1) = 0 → 0 = 1,

(g1 → g1)A(1, 0) = 1 → 1 = 1, (g1 → g1)A(1, 1) = 1 → 1 = 1,

y sus valores están indicados en la cuarta columna. Finalmente en las columnas restantes
están indicados los valores de las funciones polinomiales:

(g1 → g2)A, (g2 → g1)A y ((g1 → g2) → g2)A.

a g1A g2A g1A → g1A g1A → g2A g2A → g1A (g1A → g2A) → g2A

(0, 0) 0 0 1 1 1 0
(0, 1) 0 1 1 1 0 1
(1, 0) 1 0 1 0 1 1
(1, 1) 1 1 1 1 1 1

Tabla 6.1
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Ahora es fácil comprobar que si pA y qA son dos funciones polinomiales de las indicadas en
la tabla, la función polinomial pA → qA es una de ellas; de donde resulta que la tabla con-
tiene todas las funciones polinomiales. Podemos entonces afirmar que en este caso existen
solamente 6 funciones polinomiales distintas. Mientras que el número total de funciones
definidas sobre A2 y tomando valores en A es 24 = 16, y por lo tanto PA 6= AA2

, como
hab́ıamos mencionado.
Indiquemos el diagrama de PA. Cada función polinomial es una función definida sobre el
conjunto A2 y tomando sus valores en A. Dadas dos funciones polinomiales pA y qA ten-
dremos pA ≤ qA si y sólo si (1) pA → qA = 1A, donde 1A representa la función polinomial
idénticamente igual a 1 ∈ A, esto es: 1A(a) = 1 para todo a ∈ A2. La condición (1) es
equivalente a: (2) pA(a) → qA(a) = 1 para todo a ∈ A2, o sea (3) pA(a) ≤ qA(a) para todo
a ∈ A2.
Por medio de esta fórmula podemos determinar la relación de orden ≤ entre las 6 fun-
ciones polinomiales indicadas en la Tabla 6.1, y obtendremos aśı el diagrama del álgebra
PA que se indica a continuación:
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.

g1A g2A((g1 → g2) → g2)A

(g2 → g1)A (g1 → g2)A

1A = (g1 → g1)A

•

•

•

•

•

•

Tiene interés construir el diagrama del álgebra AA2

y localizar en este diagrama la subálge-
bra PA. El conjunto A2 tiene 4 elementos 1 = (0, 0), 2 = (0, 1), 3 = (1, 0), 4 = (1, 1).
Luego cada función f ∈ AA2

queda uńıvocamente determinada por f(1) = f1, f(2) = f2,
f(3) = f3, f(4) = f4.
Existe entonces una correspondencia biuńıvoca entre las funciones f ∈ AA2

y las suce-
siones (f1, f2, f3, f4) de cuatro elementos de A y por lo tanto cada función f se puede
representar por un elemento (f1, f2, f3, f4) del producto cartesiano A4 = A × A × A × A.
Tendremos entonces un total de 16 = 24 funciones que representaremos por las letras
siguientes:

0 = (0, 0, 0, 0) a = (1, 0, 0, 0) b = (0, 1, 0, 0) c = (0, 0, 1, 0)
d = (0, 0, 0, 1) e = (1, 1, 0, 0) f = (1, 0, 1, 0) g = (0, 1, 1, 0)
h = (0, 1, 0, 1) i = (0, 0, 1, 1) j = (1, 0, 0, 1) k = (1, 1, 1, 0)
l = (1, 1, 0, 1) m = (1, 0, 1, 1) n = (0, 1, 1, 1) 1 = (1, 1, 1, 1)

Es claro que dadas dos funciones f y g por medio de sus coordenadas: f = (f1, f2, f3, f4),
g = (g1, g2, g3, g4) tendremos que f ≤ g si y sólo si fi ≤ gi, 1 ≤ i ≤ 4. Esta relación de
orden permite construir el diagrama de AA2

que está indicado en la siguiente figura. Como
se observa F es un álgebra de Boole con cuatro átomos. Por la Tabla 6.1 se reconoce que
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g1A queda representado por el elemento i y g2A por el elemento h, etc. Luego la subálgebra
PA está formada por los elementos h, i, l, m, n, 1.
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Ejemplo 6.1.2 Sea n = 2 y A el álgebra implicativa lineal cuyo diagrama está indicado
en la siguiente figura:
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A

→ 0 a 1

0 1 1 1
a 0 1 1
1 0 a 1

En este caso A2 = {(0, 0), (0, a), (a, 0), (a, a), (a, 1), (1, 0), (1, a), (0, 1), (1, 1)}. Vamos a
determinar la familia de todas las funciones polinomiales de dos variables sobre el álgebra
A dada. Para simplificar la escritura; pongamos 1 = a = g1A, 2 = b = g2A.

3 = (a → b) → a = 8 → 1 4 = (b → a) → b = 7 → 2
5 = ((a → b) → b) → a = 9 → 1 6 = ((b → a) → a) → b = 10 → 2
7 = b → a = 2 → 1 8 = a → b = 1 → 2
9 = (a → b) → b = 8 → 2 10 = (b → a) → a = 7 → 1
11 = ((b → a) → b) → b = 4 → 2 12 = ((a → b) → a) → a = 3 → 1
13 = (((b → a) → a) → b) → b = 6 → 2 14 = a → a = 1 → 1
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De manera análoga a la que fue indicada en el Ejemplo 6.1.1 obtenemos la siguiente tabla:

E 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

(0, 0) 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1
(0, a) 0 a 0 1 0 a 0 1 a 1 a 1 1 1
(0, 1) 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1
(a, 0) a 0 1 0 a 0 1 0 1 a 1 a 1 1
(a, a) a a a a 1 1 1 1 a a 1 1 a 1
(a, 1) a 1 a 1 a 1 a 1 1 1 1 1 1 1
(1, 0) 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1
(1, a) 1 a 1 a 1 a 1 a 1 1 1 1 1 1
(1, 1) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 6.2

Una vez calculadas las catorce funciones polinomiales se comprueba que si pA y qA son
funciones polinomiales indicadas en la tabla, entonces la función polinomial pA → qA es
una de las funciones polinomiales indicadas en la tabla y por lo tanto podemos afirmar que
en este caso PA tiene catorce elementos distintos. El álgebra PA coincide con el álgebra
de Skolem cuyo diagrama fue el indicado en el Caṕıtulo 3.

Como A2 tiene nueve elementos y A tiene tres elementos, el álgebra AA2

tiene
39 = 19.683 elementos. Los elementos de AA2

pueden ser descriptos como sucesiones
de nueve elementos (f1, . . . , f9) donde fi ∈ {0, a, 1} = A, 1 ≤ i ≤ 9.

El diagrama de AA2

es el producto cartesiano de nueve cadenas iguales a A que no es fácil
de dibujar.

Ejemplo 6.1.3 Sea n = 2 y A el álgebra implicativa lineal cuyo diagrama está indicado
en la figura:
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Dejamos a cargo del lector verificar que en este caso PA tiene, como en el caso anterior,
catorce elementos.
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Ejemplo 6.1.4 Sea n = 2 y A el álgebra de Heyting cuyo diagrama está indicado en la
figura:
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A
→ 0 a b c 1

0 1 1 1 1 1
a b 1 b 1 1
b a a 1 1 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1

Verificar en este caso que PA tiene también catorce elementos.

6.2. Funciones polinomiales: caso general

Ya hemos definido las funciones polinomiales en el caso del cálculo proposicional con n
variables de enunciado. Consideremos ahora el caso general en que el conjunto G = {gi}i∈I

tiene un cardinal arbitrario. Para esto sea A un álgebra implicativa y AI el producto
cartesiano de tantas álgebras A como ı́ndices i ∈ I haya. Un elemento a ∈ AI es una
función definida sobre I y tomando valores en A. Pongamos a(i) = ai, podemos escribir
entonces a = (ai)i∈I . Se dice que ai es la coordenada de ı́ndice i del elemento a ∈ AI .

Sea p = p(gi1 , . . . , gin) un polinomio, esto es una fórmula de L en la cual figuran las
variables de enunciado gi1 , . . . , gin distintas dos a dos, i1, . . . , in ∈ I. A este polinomio le
corresponde una función pA definida de la siguiente manera: pA(a) = p(ai1 , . . . , ain).
A esta función pA aśı definida le daremos el nombre de función polinomial pA.

Sea b = b(i)i∈I ∈ AI tal que b(i)1 = a(i)1, . . . , b(i)n = a(i)n, entonces es claro que
pA(a) = (ai1 , . . . , ain) = pA(b). Esto significa que el valor de pA en el elemento a depende
sólo de las coordenadas de a cuyos ı́ndices son i1, . . . , in que son precisamente los ı́ndices
de las variables de enunciado que figuran en p.

Supongamos que I = {1, 2, . . . , n, . . .} que es el caso más común en el cálculo proposi-
cional, en que existe un conjunto numerable de variables de enunciado: g1, . . . , gn, . . .. Sea
A = {0, 1} y sea dado el polinomio p = g1 → g2. Calculemos el valor del polinomio pA en
un cierto elemento a ∈ AI . En este caso el elemento a tiene una infinidad numerable de
coordenadas a = (a1, . . . , an, . . .), donde cada ai pertenece a A, esto es, ai = 0 o ai = 1.
Elijamos entonces por ejemplo el elemento a = (0, 1, 0, . . . , 0, . . .), en este caso a1 = 0,
a2 = 1, a3 = . . . = an = . . . = 0. Luego para calcular pA(a) = (g1 → g2)A debemos
reemplazar g1 por a1 = 0 y g2 por a2 = 1, entonces tenemos pA(a) = 0 → 1 = 1.
Sea ahora a′ = (0, 1, 1, . . . , 1, . . .), entonces tenemos también que pA(a′) = 0 → 1 = 1.
De un modo general si a′′ = (0, 1, a3, . . . , an, . . .), pA(a′′) = 0 → 1 = 1. Se observa aśı que
el valor de la función polinomial pA = (g1 → g2)A en un elemento a = (a1, . . . , an, . . .)
depende solamente de las coordenadas a1, a2 que tienen ı́ndices iguales a los ı́ndices de las
variables g1 y g2 que figuran en el polinomio p = g1 → g2.

Sea AAI

el álgebra implicativa de todas las funciones definidas sobre AI y tomando sus
valores en A. La operación de implicación se define punto por punto: Esto es, si f, g ∈ AAI

,
entonces h = f → g es la función de AAI

definida por: h(x) = f(x) → g(x) para x ∈ AI .
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Se reconoce como en el caso anterior que la familia PA de todas las funciones polinomiales
es una subálgebra de AAI

.
Si p = g1 → g2 y q = g3 → g4 entonces pA = (g1 → g2)A y qA = (g3 → g4)A.
Luego pA → qA = (g1 → g2)A → (g3 → g4)A = ((g1 → g2) → (g3 → g4))A, es también una
función polinomial.

6.3. Tautoloǵıas de una matriz

A un álgebra implicativa A le daremos ahora el nombre de matriz.

Definición 6.3.1 Diremos que el polinomio o fórmula p(g1, . . . , gn) ∈ L es una tautoloǵıa
o una tesis de la matriz A si la función polinomial pA(g1, . . . , gn) es idénticamente igual
a 1 sobre A, esto es si: pA(g1, . . . , gn) ≡ 1 ∈ A para todo g1, . . . , gn ∈ A. Representaremos
por la notación TA al conjunto de todas las tautoloǵıas de A. Cuando p(g1, . . . , gn) ∈ TA

diremos también que la fórmula p(g1, . . . , gn) es válida en A.

Indiquemos una propiedad importante de TA.

Teorema 6.3.1 Todas las tesis del cálculo proposicional implicativo son válidas en cual-
quier matriz, esto es, T ⊆ TA, cualquiera que sea la matriz A.

Dem. Comencemos por demostrar que:
(A) Si p ∈ TA y p → q ∈ TA entonces q ∈ TA. Esto es, TA verifica el modus ponens.
Para eso recordemos que pA es una función polinomial definida sobre el conjunto AI y
tomando sus valores en A. Por hipótesis (1) pA(x) = 1 ∈ A y (p → q)A(x) = 1 ∈ A, para
todo x ∈ AI .
Como (p → q)A = pA → qA entonces

(2) (p → q)A(x) = (pA → qA)(x) = pA(x) → qA(x) = 1.

De (1) y (2) se deduce que 1 → qA(x) = 1, para todo x ∈ AI , esto es, qA(x) = 1 para
todo x ∈ AI , o sea que q ∈ TA.

Probemos ahora que:
(B) Cualquiera sean los polinomios p, q, r ∈ TA, se verifica:
L1) p → (q → p) ∈ TA.
En efecto, para todo x ∈ AI se tiene

(1) (p → (q → p))A(x) = (pA → (q → p)A)(x) = pA(x) → ((q → p)A(x)) =

pA(x) → (qA(x) → pA(x))

y como pA(x) y qA(x) son elementos del álgebra implicativa A se tiene:

(2) pA(x) → (qA(x) → pA(x)) = 1, para todo x ∈ AI .

De (1) y (2) resulta que (p → (q → p))A(x) = 1, para todo x ∈ AI y por lo tanto
(p → (q → p)) ∈ TA.
Análogamente se demuestra L2) ((p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r))) ∈ TA.
Recordemos ahora que T es por definición el menor conjunto de fórmulas que verifica el
modus ponens y que contiene todas las fórmulas:

(p → (q → p)) y ((p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r))).
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Como TA tiene las propiedades indicadas podemos afirmar que T ⊆ TA. ¥

Indiquemos ahora algunas consecuencias importantes de este teorema. En primer lugar ob-
servemos que como todas las tautoloǵıas del cálculo proposicional implicativo son válidas
en cualquier matriz A entonces para probar que una cierta fórmula p no es una tautoloǵıa
basta indicar una matriz A en la cual no sea válida la fórmula p.
Probemos ahora que:

(1) Las fórmulas gi no son tautoloǵıas del cálculo proposicional implicativo, cualquiera
sea el ı́ndice i ∈ I.

En efecto, sea A la matriz {0, 1}. Cada elemento x ∈ AI es una función definida sobre I
y tomando sus valores en A.
Dado j ∈ I, pongamos x(j) = xj, entonces x = (xj)j∈I . Para probar que gi /∈ TA basta
indicar un elemento x0 ∈ AI tal que giA(x0) 6= 1. Sea entonces x0 el elemento cuyas coor-
denadas son todas iguales a 0. En virtud de la definición de giA sabemos que giA(x) = xi

y por lo tanto giA(x0) = 0 y esto muestra que la fórmula gi no es válida en A, cualquiera
sea el ı́ndice i ∈ I. Queda aśı demostrado que existen fórmulas que no son tautoloǵıas,
esto es T 6= L.
Este resultado se puede expresar diciendo que el cálculo proposicional implicativo es con-
sistente. Recordemos que un cálculo proposicional se dice inconsistente si todas las fórmu-
las son tautoloǵıas.

(2) Si i 6= j entonces C(gi) 6= C(gj), considerando la relación de congruencia módulo T .
Para que sea C(gi) = C(gj) es necesario y suficiente que gi → gj ∈ T y gj → gi ∈ T .
Retomando la matriz A, basta indicar un elemento x0 ∈ AI tal que (gi → gj)A(x0) 6= 1.
Elijamos el elemento x0 que tiene por coordenada de ı́ndice i, xi = 1 y por coordenada
de ı́ndice j , xj = 0. Entonces (gi → gj)A(x0) = giA(x0) → gjA(x0) = 1 → 0 = 0 6= 1 y
por lo tanto gi → gj /∈ T . Queda aśı probado que C(gi) 6= C(gj).

(3) ((g1 → g2) → g1) → g1 /∈ T .
Recordando los resultados indicados en la Tabla 6.1 del Ejemplo 6.1.1, se comprueba de
inmediato que esta fórmula es válida en la matriz A = {0, 1}. Pero si consideramos la
matriz A = {0, a, 1} del Ejemplo 6.1.2 se comprueba que esta fórmula no es válida en A,
lo que demuestra (3).

De aqúı resulta que el esquema ((p → q) → p) → p, con p, q ∈ L, no es una tautoloǵıa del
cálculo proposicional implicativo intuicionista. Para que el esquema fuese una tautoloǵıa
seŕıa necesario que eso ocurriera cuando se reemplaza a p y q por fórmulas arbitrarias.
Pero por (3) si reemplazamos p por g1 y q por g2 obtenemos una fórmula que no es una
tautoloǵıa, lo que demuestra lo afirmado.

Este ejemplo muestra que una fórmula puede ser válida en una cierta álgebra implicativa
sin que ella sea válida en todas las álgebras implicativas. Esta situación nos conduce a la
siguiente:

Definición 6.3.2 Diremos que una fórmula es válida si ella es válida en todas las álgebras
implicativas.

En estas condiciones el teorema anterior se puede enunciar diciendo:

Todas las tautoloǵıas son válidas.
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¿Podemos afirmar la rećıproca? Esto es, ¿toda fórmula válida es una tautoloǵıa? La res-
puesta es afirmativa y aśı lo demostraremos mas adelante.

6.4. Matrices caracteŕısticas

Se plantea el problema de saber si habrá alguna matriz A tal que T = TA. Esta posibilidad
nos conduce a la siguiente:

Definición 6.4.1 Se dice que A es una matriz caracteŕıstica para el cálculo proposicional
implicativo si T = TA.

Vamos a demostrar que existe por lo menos una matriz caracteŕıstica para el cálculo
proposicional implicativo. Mas precisamente mostraremos que el álgebra de Lindenbaum
L = L/ ≡ es una matriz caracteŕıstica. Para eso tenemos necesidad de considerar el
conjunto LI .
Entre los elementos del álgebra L figuran las clases de equivalencia C(gi), con i ∈ I.
Un elemento x ∈ LI tendrá ciertas coordenadas x = (C(xi))i∈I , donde C(xi) ∈ L. Al
elemento g = (C(gi))i∈I ∈ LI le daremos el nombre de elemento caracteŕıstico de LI , de
acuerdo a la terminoloǵıa de H. Rasiowa.
Demostraremos ahora el siguiente

Lema 6.4.1 Dada una fórmula p ∈ L entonces el valor de la función polinomial pL en
el elemento caracteŕıstico g es igual a la clase de equivalencia que contiene a la fórmula
p, esto es: (1) pL(g) = C(p) ∈ L.

Dem. Sea L1 el conjunto de todas las fórmulas para las cuales vale la igualdad (1).
Probemos que:

(A) gi ∈ L1, para todo i ∈ I.
En efecto, por la definición de función polinomial giL(g) = C(gi) y por lo tanto (1) vale
para p = gi.

(B) Si p ∈ L1 y q ∈ L1 entonces p → q ∈ L1.
Supongamos entonces que pL(g) = C(p), qL(g) = C(q) y sea r = p → q. Luego

rL(g) = (p → q)L(g) = (pL → qL)(g) = (pL(g) → qL(g)) =

C(p) → C(q) = C(p → q) = C(r).

Por lo tanto r = p → q ∈ L1.

Como L es el menor conjunto de fórmulas que verifica las condiciones (A) y (B), entonces
L ⊆ L1. Por otro lado como L1 es un conjunto de fórmulas podemos escribir L1 ⊆ L
y entonces L = L1. Esto significa que (1) vale para todas las fórmulas, como queŕıamos
demostrar. ¥

Probemos ahora que:

Teorema 6.4.1 L = L/ ≡ es una matriz caracteŕıstica para el cálculo proposicional
implicativo.
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Dem. Queremos probar que T = TL. Ya sabemos que T ⊆ TL, resta probar que
(1) TL ⊆ T .
Sea p ∈ TL, esto es, sea p una fórmula tal que pL(x) = 1 ∈ L, para todo x ∈ LI . En
particular, reemplazando x por el elemento caracteŕıstico g, tendremos pL(g) = 1 ∈ L, o
sea por el teorema anterior C(p) = 1 ∈ L. Esto significa que p ∈ T , lo que demuestra (1)
y por lo tanto T = TL. Luego L es una matriz caracteŕıstica. ¥

Sabemos ahora que existe por lo menos una matriz caracteŕıstica, a saber L/ ≡.
Una matriz caracteŕıstica es útil si ella permite determinar fácilmente si una fórmula da-
da p es o no una tautoloǵıa, esto es, si p ∈ T o p /∈ T . Esto no ocurre con la matriz
caracteŕıstica L = L/ ≡, porque su conocimiento implica ya el conocimiento de T . Somos
llevados entonces a considerar si existe o no una matriz caracteŕıstica mas simple que
L/ ≡.

Veamos que pasa en el caso del cálculo proposicional con n = 2 variables de enunciado:
g1, g2.
Siguiendo los resultados de Skolem, el álgebra L/ ≡ tiene catorce elementos y por lo tanto
L/ ≡ es una matriz caracteŕıstica. Por otro lado ya hemos visto en el Ejemplo 6.1.2 que
si A = {0, a, 1} entonces PA tiene también catorce elementos y es isomorfa a L/ ≡. Esto
nos conduce a estudiar las relaciones que existen entre L/ ≡ y PA.

6.5. Relación entre L/ ≡ y PA

Sea A una matriz dada y sea TA el conjunto de todas las fórmulas válidas en A. Hemos
probado anteriormente que:

si p ∈ TA y p → q ∈ TA entonces q ∈ TA,

esto es, TA es cerrado con respecto al modus ponens. Representemos por C(TA) el conjunto
de todas las fórmulas que son equivalentes a alguna fórmula de TA. Ahora es fácil reconocer
que C(TA) es un sistema deductivo de L = L/ ≡.
Demostraremos ahora el importante

Teorema 6.5.1 Si A es un álgebra implicativa entonces L/ C(TA) ∼= PA.

Dem. Para cada C(p) ∈ L pongamos ϕ(C(p)) = pA. Es evidente que ϕ es una transfor-
mación de L sobre PA. En efecto, dada una función polinomial pA ella está asociada a un
polinomio p, luego ϕ(C(p)) = pA.
Probemos ahora que

(A) ϕ es un homomorfismo.
En efecto

ϕ(C(p) → C(q)) = ϕ(C(p → q)) = (p → q)A = pA → qA = ϕ(C(p)) → ϕ(C(q)).

(B) C(TA) es el núcleo de ϕ.
C(p) ∈ Nuc(ϕ) si y solo si ϕ(C(p)) = 1 ∈ PA, o sea si y solo si pA = 1 ∈ PA y esto
ocurre si y solo si pA(x) = 1, para todo x ∈ AI . Esto significa que p ∈ TA, lo que es
equivalente a decir que C(p) ∈ C(TA). Por lo tanto Nuc(ϕ) = C(TA). De (A) y (B)
resulta L/ C(TA) ∼= PA. ¥
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Corolario 6.5.1 Para que A sea una matriz caracteŕıstica para el cálculo proposicional
implicativo es necesario y suficiente que PA = L/ ≡.

Dem. Supongamos que A es una matriz caracteŕıstica, esto es que T = TA. Entonces
C(TA) = 1 ∈ L/ ≡ y por lo tanto PA

∼= L/ C(TA) = L/ C(T ) = L/ {1} ∼= L.
Rećıprocamente, supongamos que PA

∼= L/ ≡= L, entonces L/ C(TA) ∼= L/ ≡. En este
caso el homomorfismo ϕ es un isomorfismo, luego C(TA) = 1 ∈ L, es decir, C(TA) = C(T ),
o sea TA = T . ¥

Corolario 6.5.2 PL = L.

Dem. Resulta del Corolario 6.5.1, teniendo en cuenta que L = L/ ≡ es una matriz
caracteŕıstica. ¥

Recordemos que de acuerdo a Skolem el álgebra de Lindenbaum L/ ≡ del cálculo proposi-
cional implicativo con dos variables g1, g2 tiene catorce elementos. Por otro lado tenemos
visto que si A representa la cadena con tres elementos 0 < a < 1 entonces PA = L/ ≡,
luego del Corolario 6.5.1 resulta que A es una matriz caracteŕıstica de este cálculo, que
es mas simple que L/ ≡.

Observación 6.5.1 Sea p una fórmula válida entonces p será válida en L/ ≡, esto es
pL(x) = 1 ∈ L, para todo x ∈ LI . En particular pL(g) = C(p) = 1 ∈ L, donde g es el
elemento caracteŕıstico, luego p ∈ T . Aśı toda fórmula válida es una tautoloǵıa.

Problema (21/6/1960). Sea Ln el cálculo proposicional implicativo con n variables. ¿Exis-
te alguna matriz caracteŕıstica finita para este cálculo?
Si aśı fuese del Corolario 6.5.1 resultaria que L/ ≡= PA es finita.

A esta teoŕıa de representación del cálculo proposicional implicativo algunos autores le
dan el nombre de semántica del cálculo proposicional implicativo.
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7. ALGEBRAS DE HILBERT LIBRES

7.1. Definición y resultados preliminares

Definición 7.1.1 Un subconjunto G de un álgebra de Hilbert L se dice un conjunto de
generadores libres de L si:

L1) SH(G) = L, (esto es, G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una función f de L en un álgebra de Hilbert arbitraria A existe un homomor-
fismo hf : L → A que extiende a f , esto es f(g) = hf (g), para todo g ∈ G.

En este caso se suele decir que L es un álgebra de Hilbert libre o que L es un álgebra de
Hilbert con un conjunto G de generadores libres.

Teorema 7.1.1 (de Birkhoff) Para toda “álgebra” definida por igualdades existe siempre
el álgebra libre con un conjunto de generadores de cardinal prefijado.

Lema 7.1.1 Si L es un álgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G, A
un álgebra de Hilbert con un conjunto G′ de generadores y f : G → G′ es una función
suryectiva, entonces A es una imagen homomórfica de L.

Dem. Como L es un álgebra libre la función f se extiende a un homomorfismo
hf : L → A, luego (1) hf (g) = f(g), para todo g ∈ G. Entonces por el Teorema 3.5.4
SH(hf (G)) = hf (L), pero por (1) hf (G) = f(G) = G′, luego SH(G′) = hf (L) y como
SH(G′) = A tenemos finalmente que hf (L) = A. ¥

Observación 7.1.1 Este lema significa que L es la mayor álgebra entre las que contienen
un conjunto de generadores de cardinal igual al cardinal de G.

Teorema 7.1.2 Sea G un conjunto de generadores de un álgebra de Hilbert A y
f : G → A′ una función de G en un álgebra de Hilbert arbitraria A′. Si existe un homo-
morfismo de A → A′ que extiende a f , él es único.

Dem. Sean h′, h′′ homomorfismos de A en A′ que extienden a f , esto es, para todo g ∈ G:

(i) h′(g) = f(g) ; (ii) h′′(g) = f(g).

Consideremos el conjunto X = {x ∈ A : h′(x) = h′′(x)} ⊆ A, entonces (1) G ⊆ X. En
efecto, si g ∈ G entonces h′(g) = f(g) = h′′(g) y por lo tanto g ∈ X.
Sean x, y ∈ X entonces h′(x → y) = h′(x) → h′(y) = h′′(x) → h′′(y) = h′′(x → y) luego,
x → y ∈ X. Luego (2) X es subálgebra de A. De (1) y (2) resulta A = SH(G) ⊆ X y por
lo tanto A = X, esto es, h′(x) = h′′(x), para todo x ∈ A. ¥

Teorema 7.1.3 Si L1 es un álgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G1,
L2 un álgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G2 y si existe una biyección
f : G1 → G2, entonces L1

∼= L2.
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Dem. Como L1 es libre y f : G1 → L2, esta función se puede extender a un homomor-
fismo hf : L1 → L2.
Como f es una biyección, entonces también f−1 : G2 → G1 es una biyección.
Entonces como L2 es libre y f−1 : G2 → L1, esta función se puede extender a un homo-
morfismo hf−1 : L2 → L1.
Consideremos el homomorfismo h = hf−1 ◦ hf : L1 → L1, y sea:

X = {x ∈ L1 : h(x) = x} ⊆ L1.

a) G1 ⊆ X.
Sea g ∈ G1 luego h(g) = hf−1(hf (g)) = hf−1(f(g)) y como f(g) ∈ G2 tenemos
finalmente h(g) = f−1(f(g)) = g, luego g ∈ X.

b) X es subálgebra de L1.
Su demostración es obvia.

De a) y b) resulta que L1 = SH(G1) ⊆ X y por lo tanto L1 = X, y en consecuencia:

c) h(x) = x, para todo x ∈ L1.

d) hf es inyectiva.
Si hf (x) = hf (y) entonces hf−1(hf (x)) = hf−1(hf (y)), esto es h(x) = h(y) de donde
resulta por c) que x = y.

e) hf es suryectiva.
Como SH(G1) = L1 y hf : L1 → L2 es un homomorfismo entonces por el Teorema
3.5.4: hf (L1) = SH(hf (G1)) = SH(f(G1)) = SH(G2) = L2.

¥

Esto nos prueba que el álgebra de Hilbert con un conjunto de generadores libres G, es
única a menos de isomorfismos.

7.2. Determinación del álgebra libre

Teorema 7.2.1 (L.Henkin, [7]) L/ ≡ es un álgebra de Hilbert libre.

Dem. Sea L el conjunto de todas las fórmulas del cálculo proposicional implicativo (ver
caṕıtulo 1), G = {gi}i∈I el conjunto de las variables de enunciado, |G| 6= 0. Por lo indicado
en el caṕıtulo 1 sabemos que (L/ ≡,⇒) es un álgebra de Hilbert.
Por definición L es el menor subconjunto de fórmulas que verifica (I) G ⊆ L y (II) si
x, y ∈ L entonces x → y ∈ L entonces G ′ = {C(gi)}i∈I es un conjunto de generadores de
L/ ≡, esto es (1) SH(G ′) = L/ ≡. Por lo indicado en el párrafo 6.3 si gi 6= gj entonces
C(gi) 6= C(gj), por lo tanto |G ′| = |{C(gi)}i∈I | = |G|.
Si A es un álgebra de Hilbert y f : G ′ → A, entonces f(C(gi)) ∈ A para todo i ∈ I.
Sea PA el álgebra de todas las funciones polinomiales definidas sobre AI y que toman sus
valores en A. Por el Teorema 6.5.1 sabemos que la función ϕ(C(p)) = pA, donde p ∈ L/ ≡
es un isomorfismo de (L/ ≡)/C(TA) en PA. En particular ϕ(C(gi)) = giA.
Como ϕ es un epimorfismo, de (1) y el Teorema 3.5.4 resulta que SH({giA}i∈I) = PA.
Sea k ∈ AI definido por k(i) = f(C(gi)), para todo i ∈ I. Por 6.2 sabemos que PA ⊆ AAI
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y PA es una subálgebra de AAI

.
Observemos ahora que giA(k) = f(C(gi)) = k(i) para todo i ∈ I.

Sea ϕ0 : PA → A definida por ϕ0(pA) = pA(k). Luego como ϕ0(pA → qA) = ϕ((p → q)A) =
(p → q)A(k) = pA(k) → qA(k) = ϕ0(pA) → ϕ0(qA), entonces ϕ0 es un homomorfismo de
PA en A, luego la transformación h = ϕ0 ◦ϕ es un homomorfismo de L/ ≡ en A. Veamos
que h prolonga a f . En efecto h(C(p)) = (ϕ0 ◦ϕ)(C(p)) = ϕ0(pA) = pA(k), y en particular
h(C(gi)) = giA(k) = f(C(gi)).

¥
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8. EL CALCULO PROPOSICIONAL IMPLICATI-

VO CLASICO

Vamos a considerar ahora el cálculo proposicional implicativo clásico, cuyo estudio fue
iniciado por A. Tarski en 1920.
El alfabeto de este cálculo es el mismo que el del cálculo proposicional implicativo intui-
cionista, a saber: →, (, ) y un conjunto G = {gi}i∈I de variables de enunciado. La letra L
representará como en el Caṕıtulo 1 el conjunto de todas las fórmulas.
Los axiomas son:

L1) p → (q → p),

L2) (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)),

L3) ((p → q) → p) → p, (Ley de Pierce),

donde p, q, r designan elementos arbitrarios de L. Además se tiene también la regla de
modus ponens: si p ∈ T y p → q ∈ T entonces q ∈ T .
El conjunto T de todas las tesis y el álgebra de Lindenbaum de L se define como en el
Caṕıtulo 1.

8.1. Algebra de Lindenbaum de L

Como valen los axiomas L1) y L2) podemos afirmar que L/ ≡ es un álgebra implicativa
y como se verifica el axioma L3) resulta que se trata de un álgebra especial.

Teorema 8.1.1 El álgebra de Lindenbaum L/ ≡, del cálculo proposicional implicativo
clásico, es un álgebra de Tarski.

Dem. Sabemos que L/ ≡ es un álgebra implicativa. Para probar que L/ ≡ es un álgebra
de Tarski tenemos que probar que: (α → β) → α = α, donde α = C(a), β = C(b) son
elementos de L/ ≡.
Como L/ ≡ es un álgebra implicativa, se verifica: α ≤ (α → β) → α.
Resta probar que: (α → β) → α ≤ α, esto es, ((α → β) → α) → α = 1. En efecto, usando
L3)

((α → β) → α) → α = ((C(a) → C(b)) → C(a)) → C(a) =

(C(a → b) → C(a)) → C(a) = C((a → b) → a) → C(a) =

C(((a → b) → a) → a) = 1.

¥

8.2. Representación de un álgebra de Tarski como subproducto
directo de álgebras simples

Hemos demostrado anteriormente que en un álgebra de Tarski todo sistema deductivo
completamente irreducible es un sistema deductivo máximo y por lo tanto todo sistema
deductivo propio de un álgebra de Tarski es intersección de sistemas deductivos máximos.
Recordemos también que toda álgebra de Tarski es semisimple, esto es, el sistema dedu-
ctivo formado por el elemento 1 es intersección de sistemas deductivos máximos, o lo que
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es equivalente a decir que el radical de un álgebra de Tarski contiene solo el elemento 1.
En general pueden existir varias familias de sistemas deductivos máximos cuya intersección
sea {1}.

Definición 8.2.1 Una familia {Mi}i∈I de sistemas deductivos máximos se dice separado-
ra si {1} =

⋂

i∈I

Mi.

Teorema 8.2.1 Si un álgebra de Tarski A con más de un elemento no es simple entonces
es isomorfa a un subproducto directo de álgebras simples.

Dem. Sea M una familia separadora de sistemas deductivos máximos. Podemos supo-
ner, por ejemplo, que se trata de la familia de todos los sistemas deductivos máximos.
Sabemos que para cada M ∈ M, A/M = BM es un álgebra simple formada por dos
elementos: BM = {0M , 1M}.
Como todas estas álgebras BM son isomorfas podemos escribir BM = {0, 1}. A cada una
de ellas daremos el nombre de eje coordenado BM .
Sea P =

∏

M∈M

BM y sea m el homomorfismo natural de A sobre el álgebra cociente

A/M = BM . Como P es producto directo de álgebras de Tarski entonces P es un álgebra
de Tarski. Vamos a representar el álgebra A como una subálgebra A′ del álgebra de Tarski
P .
Dado un elemento f ∈ A, sea ϕ(f) = F ∈ P donde F que tiene por coordenada en el
eje BM : F (M) = m(f) ∈ BM . Es claro que F = {(F (M))}M∈M, donde F es una función
definida sobre M y tomando sus valores en BM = {0, 1}.

Probemos que:
(1) ϕ es un homomorfismo de A en P , esto es: ϕ(f → g) = ϕ(f) → ϕ(g), cualesquiera
que sean f, g ∈ A.
Sea h = f → g, entonces ϕ(h) = H. Teniendo en cuenta la definición de ϕ se tiene

H(M) = m(h) = m(f → g) = m(f) → m(g) = F (M) → G(M)

y por lo tanto H = F → G, esto es, ϕ(h) = ϕ(f → g) = ϕ(f) → ϕ(g).

(2) ϕ es biuńıvoca, esto es, si ϕ(f) = ϕ(g) entonces f = g.
En efecto, de ϕ(f) = ϕ(g) resulta ϕ(f) → ϕ(g) = 1 y ϕ(g) → ϕ(f) = 1.
Como ϕ es un homomorfismo tenemos que ϕ(f → g) = 1, ϕ(g → f) = 1, esto es
f → g ∈ M y g → f ∈ M , para todo M ∈ M y por lo tanto f → g ∈

⋂

M∈M

M = {1} y

g → f ∈
⋂

M∈M

M = {1}. Luego f → g = 1 y g → f = 1, y por lo tanto f = g.

Sea A′ la familia de todos los elementos de P de la forma {ϕ(f)}f∈A. Entonces de (1) y
(2) resulta que A′ es una subálgebra de P isomorfa a A.
Recordemos que una subálgebra A′ de un producto directo P se dice un subproducto
directo, si la proyección de A′ sobre cada eje es el eje todo y no es un isomorfismo.
Veamos que esto sucede.
Sea el eje BM , donde M es un sistema deductivo máximo. Si f ∈ M, la proyección de
ϕ(f) = F sobre el eje BM es F (M) = 1M ∈ BM y si f /∈ M se tiene F (M) = 0M ∈ BM .
Además como el álgebra A tiene más de un elemento y A no es simple, todo sistema
deductivo máximo M de A verifica M 6= {1}, luego M tiene más de un elemento, y la
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proyección de A′ sobre el eje BM no puede ser un isomorfismo, visto que todos los elementos
f ∈ M dan origen a los elementos ϕ(f) = F que tienen por proyección 1M ∈ BM . ¥

8.3. Matrices caracteŕısticas para el cálculo proposicional clási-
co

El teorema de representación indicado en el párrafo 8.2 tiene una gran importancia como
veremos a continuación.
Observemos en primer lugar que si una regla de cálculo vale en las álgebras de Tarski, en
particular ella vale en el álgebra de Tarski B = {0, 1}.
Supongamos ahora que una cierta regla de cálculo vale en el álgebra B = {0, 1}, entonces
ella vale en cualquier producto directo P de álgebras {0, 1}, y también en todas las
subálgebras de P. Como cualquier álgebra de Tarski con más de un elemento es isomorfa
a un subproducto directo de álgebras {0, 1} podemos afirmar que toda regla de cálculo
que vale en B = {0, 1} vale en todas las álgebras de Tarski. Acabamos aśı de probar que:

Teorema 8.3.1 Para que una igualdad sea válida en todas las álgebras de Tarski es nece-
sario y suficiente que sea válida en el álgebra {0, 1}.

Corolario 8.3.1 El álgebra {0, 1} es una matriz caracteŕıstica para el cálculo proposi-
cional implicativo clásico (Wajsberg).

Consideremos por ejemplo la fórmula: ((a → b) → b) → a = b → a.

Podemos verificar que ella es demostrable en las álgebras de Tarski comprobando que vale
en el álgebra {0, 1}. Como la fórmula tiene dos variables, a y b, tenemos que calcular las
funciones polinomiales b → a y ((a → b) → b) → a sobre el álgebra B = {0, 1}. Para eso
tenemos que considerar el conjunto E = B2 que tiene cuatro puntos: (0, 0), (0, 1), (1, 0)
y (1, 1).

Cálculo de b → a y ((a → b) → b) → a.

E a b b → a a → b (a → b) → b ((a → b) → b) → a

(0, 0) 0 0 1 1 0 1
(0, 1) 0 1 0 1 1 0
(1, 0) 1 0 1 0 1 1
(1, 1) 1 1 1 1 1 1

y comprobamos aśı que ((a → b) → b) → a = b → a, sin necesidad de hacer la de-
mostración correspondiente, a partir de los postulados que caracterizan a un álgebra de
Tarski.
En particular, tenemos un criterio de decisión para las tesis del cálculo proposicional
implicativo clásico. En efecto, una fórmula p(g1, g2, . . . , gn) será una tautoloǵıa de este
cálculo si y solo si C(p(g1, g2, . . . , gn)) = 1 ∈ L/ ≡. Basta por lo tanto verificar que la
función polinomial pB(g1, g2, . . . , gn) es idénticamente igual a 1 en el álgebra B = {0, 1}.
Esto significa que las tesis de B coinciden con las tesis de L, es decir, T = TB, lo que
puede expresarse diciendo que: la matriz B = {0, 1} es una matriz caracteŕıstica para el
cálculo proposicional implicativo clásico, y por lo tanto el álgebra libre L/ ≡ coincide con
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el álgebra PB de todas las funciones polinomiales definidas sobre B = {0, 1}.
Si el número de variables de enunciado es finito G = {g1, g2, . . . , gn}, entonces PB es el
álgebra de Tarski libre con n generadores. En el caso n = 2 el álgebra PB ha sido determi-
nada en el Caṕıtulo 6. Hemos visto que PB = L/ ≡6= BB2

, este hecho se expresa diciendo
que L/ ≡ no es funcionalmente completa.
Tenemos aśı un método mecánico para averiguar si una fórmula del cálculo proposicional
implicativo clásico es o no una tautoloǵıa, pero es claro que no indicamos un méto-
do mecánico para demostrar cualquier tautoloǵıa a partir de los postulados del cálculo
proposicional implicativo clásico. Tales métodos existen y son estudiados en la teoŕıa de
Gentzen.

8.4. Axiomática del cálculo proposicional implicativo clásico

1. Axiomática de Tarski (1920): En el sistema original de Tarski los axiomas eran
los siguientes:

T1) p → (q → p) ∈ T ,

T2) (p → q) → ((q → r) → (p → r)) ∈ T ,

T3) ((p → q) → r) → ((p → r) → r) ∈ T .

2. Axiomática de Tarski–Bernays (1930): Una simplificación de los axiomas de
Tarski fue obtenida por Bernays en 1930, reemplazando T3) por B3):

B1) p → (q → p) ∈ T ,

B2) (p → q) → ((q → r) → (p → r)) ∈ T ,

B3) ((p → q) → p) → p ∈ T (regla conocida por Pierce- collected Papers 3– 384).

3. Axiomática de Wajsberg: contiene un solo axioma W):

((p → q) → ((r → s) → t)) → ((u → ((r → s) → t)) → ((p → u) → (s → t))) ∈ T .

que en la notación de ÃLukasiewicz Cpq = p → q es :

CCCpqCCrstCCuCCrstCCpuCst.

4. Axiomática de J. ÃLukasiewicz: Un solo axioma

CCCpCqpCCCCCrstuCCsuCrvv

5. Axiomática de J. ÃLukasiewicz (1948),[9]: Un solo axioma

((p → q) → r) → ((r → p) → (s → p))

CCCpqrCCrpCsp.
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8.5. Axiomas de ÃLukasiewicz para el cálculo proposicional im-
plicativo clásico.

L1) p → (q → p),

L2) (((p → q) → r) → s) → ((q → s) → (p → s)).

Juntamente con la regla de sustitución y modus ponens.

La demostración de este Teorema no fue dada pero A. N. Prior en 1961 la reproduce [15].
En este trabajo también se prueba que los axiomas

L1) p → (q → p),

M2) (((p → q) → r) → q) → ((q → s) → (p → s))

son suficientes.

Problema no resuelto: Saber si este cálculo puede ser caracterizado por el axioma Cpp
y otro axioma conteniendo ocho śımbolos de implicación (C).

Wajsberg probó que en los axiomas de Tarski–Bernays, el axioma B1 puede sustituirse
por uno cualquiera de los siguientes axiomas:

p → ((p → q) → q),

p → ((q → p) → p),

p → ((q → q) → p),

q → (p → p),

q → (((p → p) → p) → p),

q → (((p → p) → p) → ((p → p) → p)),

q → ((p → p) → (p → p)),

q → ((p → p) → ((p → p) → (p → p))),

p → ((p → p) → p),

p → (p → p),

(ver ÃLukasiewicz 1948,[9] ).

8.6. Nueva axiomática para las álgebras de Tarski

Un álgebra de Tarski fue definida como un álgebra de Hilbert (Definición 2.1.1) que verifica
T) (a → b) → a = a (Definición 5.5.3), por lo tanto es un sistema (A,→, 1) que verifica:

H1) x → (y → x) = 1,

H2) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1,
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H3) x → 1 = 1,

H4) Si x → y = 1 e y → x = 1 entonces x = y,

T) (x → y) → x = x.

Teorema 8.6.1 (A. Monteiro, 1960) Un sistema (A,→, 1) es un álgebra de Tarski si:

M1) 1 → x = x,

M2) x → x = 1,

M3) x → (y → z) = (x → y) → (x → z),

M4) (x → y) → y = (y → x) → x.

Dem. Veamos que de H1, H2, H3, H4 y T se deducen M1) a M4).

M1) Utilizando sucesivamente T y H3 tenemos:
x = (x → 1) → x = 1 → x.

M2) Utilizando sucesivamente H1 y M1 tenemos:
1 = x → (1 → x) = x → x.

Antes de probar M3 y M4, necesitamos probar algunas reglas de cálculo.

M5) x → (x → y) = x → y.
Es una consecuencia de H1, H2, H4, M1 y M2. En efecto:
Por H1 tenemos : (i) 1 = (x → y) → (x → (x → y)).
Por H2 tenemos : (x → (x → y)) → ((x → x) → (x → y)) = 1. Luego aplicando
M2, (x → (x → y)) → (1 → (x → y)) = 1, de donde resulta, teniendo en cuenta
M1, que : (ii) (x → (x → y)) → (x → y) = 1. De (i) e (ii) resulta por H4 que se
verifica M5.

M6) Si y → z = 1 entonces (x → y) → (x → z) = 1.
Utilizando sucesivamente H2, la hipótesis, H3 y M1 tenemos:
1 = (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = (x → 1) → ((x → y) → (x → z)) =
1 → ((x → y) → (x → z)) = (x → y) → (x → z).

M7) Si x → y = 1 e y → z = 1 entonces x → z = 1.
Utilizando sucesivamente H2, las hipótesis, H3, M1, y M1 tenemos:
1 = (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = (x → 1) → (1 → (x → z)) =
1 → (x → z) = x → z.

M8) Si x → y = 1 entonces (y → z) → (x → z) = 1.
Es una consecuencia de H1, H2, M1 y M7. En efecto :
Por H1 tenemos (i) (y → z) → (x → (y → z)) = 1.
Por H2, (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1, luego aplicando la hipótesis
(x → (y → z)) → (1 → (x → z)) = 1, luego por M1:
(ii) (x → (y → z)) → (x → z) = 1. De (i) e (ii) resulta, aplicando M7, que se
verifica M8.
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M9) x → (y → z) = y → (x → z).
Es una consecuencia de H2, H1, M7 , M8 y H4.
Por H2 : (i) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1.
Por H1 sabemos que y → (x → y) = 1. De aqúı resulta por M8 que :
(ii) ((x → y) → (x → z)) → (y → (x → z)) = 1. De (i) e (ii) resulta por M7 que :
(iii) (x → (y → z)) → (y → (x → z)) = 1.
Luego también se verifica : (iv) (y → (x → z)) → (x → (y → z)) = 1.
De (iii) y (iv) resulta por H4 la propiedad M9.

M3) x → (y → z) = (x → y) → (x → z).
Es una consecuencia de H1, H2, H4, M8 y M9.
Por H2, (i) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1.
En la demostración de M9 vimos que utilizando H1 y M8, resulta:
((x → y) → (x → z)) → (y → (x → z)) = 1, luego por M9 tenemos
(ii) ((x → y) → (x → z)) → (x → (y → z)) = 1. De (i) e (ii) resulta por H4 la
propiedad M3.

M4) (x → y) → y = (y → x) → x.
Utilizando sucesivamente T, M9, M3, M3, M2 y H3 tenemos:
((x → y) → y) → ((y → x) → x) =
[(x → y) → ((y → x) → y)] → [(y → x) → ((x → y) → x)] =
[(x → y) → ((y → x) → y)] → [(x → y) → ((y → x) → x)] =
(x → y) → [((y → x) → y) → ((y → x) → x)] =
(x → y) → ((y → x) → (y → x)) =
(x → y) → 1 = 1.
Cambiando x por y en la igualdad anterior tenemos:
((y → x) → x) → ((x → y) → y) = 1.
Luego aplicando H4, resulta M4.

Veamos ahora que de M1 a M4 se deducen H1 a H4 y T.

H3) Utilizando sucesivamente M2, M3 y M2 tenemos:
x → 1 = x → (x → x) = (x → x) → (x → x) = 1.

H4) Supongamos que x → y = 1 e y → x = 1 . Por M4 sabemos que
(y → x) → x = (x → y) → y, luego utilizando las hipótesis : 1 → x = 1 → y,
de donde resulta por M1 que x = y.

H1) Utilizando sucesivamente M3, M2 y H3 tenemos:
x → (y → x) = (x → y) → (x → x) = (x → y) → 1 = 1.

H2) Utilizando sucesivamente M3 y M2 tenemos:
(x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) =
(x → (y → z)) → (x → (y → z)) = 1.

T) Utilizando sucesivamente M4, M3, M2 , M1 y M2 tenemos:
i) ((x → y) → x) → x = (x → (x → y)) → (x → y) =
((x → x) → (x → y)) → (x → y) =
(1 → (x → y)) → (x → y) = (x → y) → (x → y) = 1.
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Utilizando sucesivamente M3, M2, y H3 tenemos:
ii) x → ((x → y) → x) = (x → (x → y)) → (x → x) = (x → (x → y)) → 1 = 1.
Luego de i) y ii) resulta por H4 que se verifica T.

¥

8.7. Reglas de cálculo para las álgebras de Tarski

Indiquemos ahora algunas reglas de cálculo válidas en un álgebra de Tarski.

Teorema 8.7.1 M10) ((a → b) → b) → a = b → a.

Dem. De T) a = (a → b) → a, resulta, aplicando el Teorema 2.2.8 :

b → a = b → ((a → b) → a) = (a → b) → (b → a) =

((a → b) → b) → ((a → b) → a).

Como en un álgebra de Tarski se T) entonces:

b → a = ((a → b) → b) → a.

¥

Teorema 8.7.2 M11) ((a → b) → b) → b = a → b.

Dem. Por M4 y el Teorema 8.7.1 tenemos ((a → b) → b) → b = ((b → a) → a) → b =
a → b. ¥

Observemos que en un álgebra implicativa en general no existe el supremo de dos ele-
mentos. En un álgebra de Boole el supremo “∨” se puede expresar en términos de la

implicación por medio de la fórmula a ∨ b = (a → b) → b. Una afirmación semejante fue
hecha por Russell en 1904 con respecto al cálculo proposicional clásico.

Teorema 8.7.3 Un álgebra de Tarski es un conjunto reticulado superiormente, y el supre-
mo de a y b está dado por la fórmula siguiente: a ∨ b = (a → b) → b.

Dem. Probemos que s = (a → b) → b es el supremo de a y b.
(S1) a ≤ (a → b) → b, b ≤ (a → b) → b se verifica en toda álgebra implicativa.
(S2) Si a ≤ x, b ≤ x entonces (a → b) → b ≤ x.
De la hipótesis a ≤ x se tiene (1) s → a ≤ s → x. Por el Teorema 8.7.1:
(2) s → a = ((a → b) → b) → a = b → a.
De (1) y (2) resulta (3) b → a ≤ s → x.
Análogamente a partir de la hipótesis: b ≤ x se prueba: (4) a → b ≤ s → x.

De (3), (4) y M12 resulta 1 = (a → b)∨ (b → a) ≤ s → x luego s → x = 1, esto es s ≤ x.
¥

Teorema 8.7.4 M12) (a → b) ∨ (b → a) = 1.

Dem. Tenemos entonces que probar que valen las siguientes condiciones:
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S1) a → b ≤ 1, b → a ≤ 1,

S2) Si a → b ≤ x y b → a ≤ x, entonces 1 ≤ x.

La condición S1 se verifica trivialmente. Para probar S2, sea x un elemento de A que
verifica:

(1) a → b ≤ x, y (2) b → a ≤ x.

De (1), se deduce (3) x → a ≤ (a → b) → a = a. Sabemos que en toda álgebra implicativa
(4) a ≤ x → a. De (3) y (4) se deduce: (5) x → a = a.
Análogamente de (2) se deduce: (6) x → b ≤ (b → a) → b = b y como (7) b ≤ x → b, de
(6) y (7) resulta (8), x → b = b.
Luego por M3, (5), (8) y (1)

x → (a → b) = (x → a) → (x → b) ≤ x,

de aqúı usando M2, M8 y T se tiene

1 = x → x ≤ (x → (a → b)) → x = x

lo que demuestra S2. ¥

Teorema 8.7.5 En un álgebra de Tarski se verifica M13) a → (b∨c) = (a → b)∨(a → c).

Dem. Del Teorema 8.7.3 y M3 resulta

(a → b) ∨ (a → c) = ((a → b) → (a → c)) → (a → c) = (a → (b → c)) → (a → c) =

a → ((b → c) → c) = a → (b ∨ c).

¥

Teorema 8.7.6 En un álgebra de Tarski se verifica M14) a ∨ (a → b) = 1.

Dem. Aplicando sucesivamente el Teorema 8.7.3, M3, M2, M1 y M2 tenemos:

a ∨ (a → b) = (a → (a → b)) → (a → b) = ((a → a) → (a → b)) → (a → b) =

(1 → (a → b)) → (a → b) = (a → b) → (a → b) = 1.

¥

Teorema 8.7.7 (a → b) → b = (b → a) → a.

Dem. Del Teorema 8.7.1, M3, M9 y T resulta:

1 = (b → a) → (((a → b) → b) → a) =
((b → a) → ((a → b) → b)) → ((b → a) → a) =
((a → b) → ((b → a) → b)) → ((b → a) → a) =
((a → b) → b) → ((b → a) → a).

Por lo tanto: (1) (a → b) → b ≤ (b → a) → a.
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Intercambiando a con b tenemos: (2) (b → a) → a ≤ (a → b) → b.
De (1) y (2) resulta (a → b) → b = (b → a) → a. ¥

Los ejemplos de álgebras de Tarski que hemos indicado muestran que un álgebra de Tarski
no es necesariamente un reticulado, visto que puede contener dos elementos para los cuales
no existe el ı́nfimo.

Definición 8.7.1 Dado un elemento b de un conjunto ordenado con último elemento 1 y
un elemento x ∈ [b) se dice que y ∈ [b) es un complemento de x relativo a b si existen el
supremo y el ı́nfimo de x e y, y además

x ∨ y = 1 y x ∧ y = b.

Notaremos y =∼[b) x.

Teorema 8.7.8 En un álgebra de Tarski a ∨ b = (a → b) → b es un complemento de
a → b relativo a b.

Dem. Observemos que como (A) b ≤ a → b y (B) b ≤ (a → b) → b entonces
a → b, (a → b) → b ∈ [b). Queremos probar que:

(1) ((a → b) → b) ∨ (a → b) = 1 y (2) ((a → b) → b) ∧ (a → b) = b.

(1) En virtud del Teorema 8.7.3

(a → b) ∨ ((a → b) → b) = ((a → b) → ((a → b) → b)) → ((a → b) → b) =

((a → b) → b) → ((a → b) → b) = 1.

(2) De (A) y (B) resulta que I1) b es una cota inferior del conjunto

{a → b, (a → b) → b}.

Probemos I2) si x ≤ a → b y x ≤ (a → b) → b, entonces x ≤ b.
De las hipótesis resulta:

1 = x → ((a → b) → b) = (x → (a → b)) → (x → b) = 1 → (x → b) = x → b,

luego x ≤ b.

¥

Es bien conocido que si (A,∧,∨,−, 0, 1) es un álgebra de Boole y ponemos por definición
x → y = −x ∨ y, x, y ∈ A entonces (A,→, 1) es un álgebra de Tarski.

Para ver como la noción de álgebra de Tarski está cerca de la noción de álgebra de Boole,
probemos que:

Teorema 8.7.9 Toda álgebra de Tarski A con primer elemento es un álgebra de Boole,
donde, para a, b ∈ A:

el complemento de a es −a = a → 0,
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el ı́nfimo de a y b es a ∧ b = −(b → −a),

a → b = −a ∨ b.

Dem. Sea 0 el primer elemento de A. La definición de complemento de un elemento a
es en virtud del Teorema 8.7.8: −a = a → 0.
Probemos los siguientes resultados :

A) −− a = a.
En efecto, reemplazando en el Teorema 8.7.1 b por 0 tenemos:
− − a → a = 0 → a = 1, luego (1) − − a ≤ a. Como a ≤ (a → b) → b si b = 0
tenemos (2) a ≤ −− a. De (1) y (2) resulta a = −− a.

B) a ≤ b si y solo si −b ≤ −a.
En efecto, de a ≤ b resulta −b = b → 0 ≤ a → 0 = −a. De −b ≤ −a resulta
teniendo en cuenta A) a = −− a ≤ −− b = b.

C) A es un conjunto reticulado inferiormente, más precisamente: todo par de elementos
a y b ∈ A tienen un ı́nfimo dado por la fórmula a ∧ b = −(b → −a). Para eso
probemos que:
I1) −(b → −a) ≤ a, −(b → −a) ≤ b. Por A) y B) basta probar:

(1) − a ≤ b → −a y (2) − b ≤ b → −a.

La fórmula (1) se verifica trivialmente, y como b → −a = b → (a → 0) =
a → (b → 0) = a → −b ≥ −b, entonces se verifica (2).
I2) si (i) x ≤ a e (ii) x ≤ b entonces x ≤ −(b → −a). De (i) resulta: −a ≤ −x,
luego b → −a ≤ b → −x de donde (3) −(b → −x) ≤ −(b → −a), pero teniendo en
cuenta (ii) y A) se tiene

(4) − (b → −x) = (b → (x → 0)) → 0 = (x → (b → 0)) → 0 =

((x → b) → (x → 0)) → 0 = (1 → (x → 0)) → 0 =

(x → 0) → 0 = −− x = x.

De (3) y (4) se deduce x ≤ −(b → −a).
De I1) e I2) resulta que A es un reticulado inferior. Podemos aśı afirmar que A
es un reticulado con primer y último elemento en el cual cada elemento tiene un
complemento.

Para probar que A es un álgebra de Boole basta demostrar que A es un reticulado dis-
tributivo. Para eso es suficiente probar que A es un álgebra de Heyting. Comencemos por
demostrar las siguientes fórmulas:

D) a ∧ (a → b) = a ∧ b.
En efecto, de b ≤ a → b resulta (i) a ∧ b ≤ a ∧ (a → b).
Probemos (ii) a ∧ (a → b) ≤ a ∧ b.

(1) (a ∧ (a → b)) → (a ∧ b) = −(a → −(a → b)) → (a ∧ b).
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(2) −(a → −(a → b)) = (a → ((a → b) → 0)) → 0 =
((a → (a → b)) → (a → 0)) → 0 =
((a → b) → (a → 0)) → 0 = (a → (b → 0)) → 0 = −(a → −b) = a ∧ b.

Por lo tanto de (1) y (2)
(a ∧ (a → b)) → (a ∧ b) = (a ∧ b) → (a ∧ b) = 1, lo que demuestra (ii).

E) a → (a ∧ b) = a → b,
Por C) a ∧ b = b ∧ a = −(a → −b) = (a → −b) → 0 = (a → (b → 0)) → 0,
luego aplicando el Teorema 2.2.8 dos veces, el Teorema 2.2.2, el Teorema 2.2.4, y
nuevamente el Teorema 2.2.8 tenemos:

a → (a ∧ b) = a → ((a → (b → 0)) → 0) = (a → (a → (b → 0))) → (a → 0) =

(a → (b → 0)) → (a → 0) = a → ((b → 0) → 0) =

a → −− b = a → b.

De D) resulta que (I) a ∧ (a → b) ≤ b. Probemos (II) si a ∧ x ≤ b entonces x ≤ a → b.
De a ∧ x ≤ b resulta a ∧ x = a ∧ x ∧ b = x ∧ (a ∧ b), luego teniendo en cuenta D)
a ∧ x = x ∧ (a ∧ (a → b)) = (a ∧ x) ∧ (a → b), esto es a ∧ x ≤ a → b, de donde a →
(a ∧ x) ≤ a → (a → b) = a → b. Luego teniendo en cuenta E) tenemos a → x ≤ a → b, y
como x ≤ a → x resulta x ≤ a → b.
De la definición de supremo, M4, M9, M3 y A resulta:

−a ∨ b = (−a → b) → b = (b → −a) → −a = (b → (a → 0)) → (a → 0) =

(a → (b → 0)) → (a → 0) = a → ((b → 0) → 0) = a → −− b = a → b.

¥

Teorema 8.7.10 Si A es un álgebra de Tarski A y p ∈ A entonces:

[p) = {x ∈ A : p ≤ x}, es un álgebra de Boole.

Dem. Probemos que [p) es una subálgebra de A. Sean a, b ∈ [p) esto es (1) p ≤ a y (2)
p ≤ b. Como (3) b ≤ a → b, de (2) y (3) resulta que a → b ∈ [p).
Como [p) es una subálgebra de A, entonces [p) es un álgebra de Tarski con primer elemento
p, luego por el Teorema 8.7.9 es un álgebra de Boole. ¥

Luego, un álgebra de Tarski A es un conjunto reticulado superiormente con último ele-
mento, tal que [p) es un álgebra de Boole cualquiera que sea p ∈ A.

Corolario 8.7.1 En un álgebra de Tarski si existe a ∧ b entonces a → (a ∧ b) = a → b.

Dem. Por el Teorema 8.7.10 sabemos que [a ∧ b) es un álgebra de Boole.
Como a ∧ b ≤ a → (a ∧ b), a ∧ b ≤ b ≤ a → b, a ∧ b ≤ a entonces:
a → (a ∧ b), a → b, a, b ∈ [a ∧ b). Como a, b, a ∧ b son elementos del álgebra de Boole
[a∧ b), si −a indica el complemento de a en [a∧ b) entonces a → (a∧ b) = −a∨ (a∧ b) =
−a ∨ b = a → b. ¥

Teorema 8.7.11 En un álgebra de Tarski se verifica (a ∨ b) → c = (a → c) ∧ (b → c).
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Dem. Empecemos por observar que (a ∨ b) → c, a → c, b → c ∈ [c). Luego como [c)
es un álgebra de Boole existe (a → c) ∧ (b → c) en [c). Además de a ≤ a ∨ b resulta,
(1) (a ∨ b) → c ≤ a → c, y de b ≤ a ∨ b resulta (2) (a ∨ b) → c ≤ b → c. Luego
(a ∨ b) → c ∈ [c) es una cota inferior del conjunto {a → c, b → c} ⊆ [c) y por lo tanto
(i) (a ∨ b) → c ≤ (a → c) ∧ (b → c).
Por otro lado en el álgebra de Boole [c) tenemos:

((a → c) ∧ (b → c)) → ((a ∨ b) → c) =

((a → c) → ((a ∨ b) → c)) ∨ ((b → c) → ((a ∨ b) → c)) =

((a → c) → (((a → b) → b) → c)) ∨ ((b → c) → (((a → b) → b) → c)) =

(((a → b) → b) → ((a → c) → c)) ∨ (((a → b) → b) → ((b → c) → c)) =

((a ∨ b) → (a ∨ c)) ∨ ((a ∨ b) → (b ∨ c)) = (a ∨ b) → ((a ∨ c) ∨ (b ∨ c)) =

(a ∨ b) → (a ∨ b ∨ c) = 1,

luego: (ii) (a → c) ∧ (b → c) ≤ (a ∨ b) → c.
De (i) y (ii) resulta: (a ∨ b) → c = (a → c) ∧ (b → c). ¥

Teorema 8.7.12 En un álgebra de Tarski si existe a ∧ b entonces

(a ∧ b) → c = (a → c) ∨ (b → c).

Dem. De a∧b ≤ a resulta a → c ≤ (a∧b) → c, y de a∧b ≤ b resulta b → c ≤ (a∧b) → c,
luego (a → c) ∨ (b → c) ≤ (a ∧ b) → c.
Probemos que (a ∧ b) → c ≤ (a → c) ∨ (b → c). En efecto por el Teorema 8.7.5

((a ∧ b) → c) → ((a → c) ∨ (b → c)) =

(((a ∧ b) → c) → (a → c)) ∨ (((a ∧ b) → c) → (b → c)).

Como A es un álgebra implicativa entonces por el Teorema 2.2.8 sabemos que se verifica
x → (y → z) = y → (x → z), luego

((a ∧ b) → c) → ((a → c) ∨ (b → c)) =

(a → (((a ∧ b) → c) → c)) ∨ (b → (((a ∧ b) → c) → c)) =

(a → ((a ∧ b) ∨ c)) ∨ (b → ((a ∧ b) ∨ c))

y aplicando nuevamente el Teorema 8.7.5, el Corolario 8.7.1 y el Teorema 8.7.4 tenemos:

((a ∧ b) → c) → ((a → c) ∨ (b → c)) =

(a → (a ∧ b)) ∨ (a → c) ∨ (b → (a ∧ b)) ∨ (b → c) =

(a → b) ∨ (a → c) ∨ (b → a) ∨ (b → c) =

(a → b) ∨ (b → a) ∨ (a → c) ∨ (b → c) = 1 ∨ (a → c) ∨ (b → c) = 1.

¥



76 A. Monteiro

Corolario 8.7.2 En un álgebra de Tarski si existe a ∧ b entonces

(a ∧ b) → c = a → (b → c).

Dem. Usando los Teoremas 8.7.12, 8.7.11 y 2.2.8 tenemos

((a ∧ b) → c) → (a → (b → c)) = ((a → c) ∨ (b → c)) → (a → (b → c)) =

((a → c) → (a → (b → c))) ∧ ((b → c) → (a → (b → c))) =

(a → (c → (b → c))) ∧ ((b → c) → (b → (a → c))) =

(a → 1) ∧ (b → (c → (a → c))) = 1 ∧ (b → 1) = 1 ∧ 1 = 1,

entonces: (1) (a ∧ b) → c ≤ a → (b → c).
Además por los Teoremas 8.7.12, 8.7.5, 2.2.8 y 8.7.6

(a → (b → c)) → ((a ∧ b) → c) = (a → (b → c)) → ((a → c) ∨ (b → c)) =

((a → (b → c)) → (a → c)) ∨ ((a → (b → c)) → (b → c)) =

((b → (a → c)) → (a → c)) ∨ a ∨ (b → c) = b ∨ (a → c) ∨ a ∨ (b → c) =

a ∨ (a → c) ∨ b ∨ (b → c) = 1 ∨ 1 = 1,

entonces: (2) a → (b → c) ≤ (a ∧ b) → c.
De (1) y (2) resulta: (a ∧ b) → c = a → (b → c). ¥

Teorema 8.7.13 En un álgebra de Tarski, si existe b∧c, entonces existe (a → b)∧(a → c)
y se verifica a → (b ∧ c) = (a → b) ∧ (a → c).

Dem. Ejercicio. ¥

Teorema 8.7.14 En un álgebra de Tarski se verifica a → (b → c) = (a ∨ c) ∧ (b → c).

Dem. Ejercicio ¥

Vamos a demostrar que vale la rećıproca del Teorema 8.7.10, esto es:

Teorema 8.7.15 Si A es un conjunto reticulado superiormente con último elemento en
el cuál [p) es un álgebra de Boole, cualquiera que sea p ∈ A entonces A es un álgebra de
Tarski. J. C. Abbott [1, 2].

Dem. Dado a ∈ A, si x ∈ [a) por hipótesis existe el complemento booleano de x en
[a). A este elemento lo notaremos ∼[a) x, luego : (1) ∼[a) a = 1 y (2) ∼[a) 1 = a.
Como x ∨ y ∈ [y) entonces existe el complemento booleano de x ∨ y en [y) .
Pongamos por definición x → y =∼[y) (x ∨ y) ; x , y ∈ A, entonces (3) y ≤ x → y.

M1) 1 → x =∼[x) (1 ∨ x) =∼[x) 1 = x.

M2) x → x =∼[x) (x ∨ x) =∼[x) x = 1.
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M4) (x → y) → y = (y → x) → x = x ∨ y.
En efecto, por (3) y ≤ x → y, luego (x → y) → y =∼[y) ((x → y) ∨ y) =
∼[y) (x → y) =∼[y) (∼[y) (x ∨ y)) = x ∨ y.
Análogamente (y → x) → x = y ∨ x, luego se verifica M4.
Probemos:

I1) (x → y) → x = x.
Como por (3) y ≤∼[y) (x ∨ y), entonces

1 = (x ∨ y)∨ ∼[y) (x ∨ y) = x ∨ (y∨ ∼[y) (x ∨ y)) = x∨ ∼[y) (x ∨ y),

luego

(x → y) → x =∼[x) ((x → y) ∨ x) =∼[x) [(∼[y) (x ∨ y)) ∨ x] =∼[x) 1 = x.

I2) x → (y → z) = y → (x → z).
x → (y → z) =∼[y→z) (x ∨ (y → z)).
Como

∼[z) (x ∨ (y → z)) ∧ (x ∨ (y → z)) = z,

∼[z) (x ∨ (y → z)) ∨ (x ∨ (y → z)) = 1,

p =∼[z) (x ∨ (y → z)) ∨ (y → z) ∈ [y → z)

y
x ∨ (y → z) ∈ [y → z),

entonces:

p ∧ (x ∨ (y → z)) = [∼[z) (x ∨ (y → z)) ∨ (y → z)] ∧ (x ∨ (y → z)) =

[∼[z) (x ∨ (y → z)) ∧ (x ∨ (y → z))] ∨ [(y → z) ∧ (x ∨ (y → z))] =

z ∨ (y → z) = y → z.

p ∨ (x ∨ (y → z)) =∼[z) (x ∨ (y → z)) ∨ (y → z) ∨ (x ∨ (y → z)) =

1 ∨ (y → z) = 1.

Luego :
∼[y→z) (x ∨ (y → z)) =∼[z) (x ∨ (y → z))∨ (y → z), y como z ≤ y → z, esto
es, z ∨ (y → z) = y → z entonces:

x → (y → z) =∼[y→z) (x ∨ (y → z)) =∼[z) (x ∨ (y → z)) ∨ (y → z).

Luego como x ∨ z, y → z ∈ [z) entonces

x → (y → z) = (∼[z) (x ∨ z)∧ ∼[z) (y → z)) ∨ (y → z) =

((x → z)∧ ∼[z) (y → z)) ∨ (y → z) = ((x → z) ∨ (y → z)) ∧ 1 =

(x → z) ∨ (y → z).

Análogamente y → (x → z) = (y → z) ∨ (x → z), luego se verifica I2).
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I3) x → (x → y) = x → y.
Se deduce de I1 pues:
x → (x → y) = ((x → y) → x) → (x → y) = x → y.

I4) (x → z) → (y → z) = (z → x) → (y → x).
Se deduce de I2 y M4 como sigue:
(x → z) → (y → z) = y → ((x → z) → z) = y → ((z → x) → x) =
(z → x) → (y → x).

I5) ((x → y) → z) → z = ((x → y) → z) → (x → z).
A partir de M4, I3 e I4 obtenemos:
((x → y) → z) → z = (z → (x → y)) → (x → y) =
(z → (x → y)) → (x → (x → y)) = ((x → y) → z) → (x → z).

I6) Si x ≤ y entonces x → y = 1.
En efecto x → y =∼[y) (x ∨ y) =∼[y) y = 1.

I7) (x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) = 1
Resulta de aplicar sucesivamente I2, I2, M4, I5 e I6.
(x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z)) =
(x → y) → [(x → (y → z)) → (x → z)] =
(x → y) → [(y → (x → z)) → (x → z)] =
(x → y) → (((x → z) → y) → y) =
(x → y) → [((x → z) → y) → (x → y)] = 1.

I8) Si x → y = 1 e y → x = 1 entonces x = y.
Por hipótesis ∼[y) (x ∨ y) = 1 , ∼[x) (y ∨ x) = 1, luego
x =∼[x) 1 = y ∨ x = x ∨ y =∼[y) 1 = y

I9) Si x ≤ y entonces y → z ≤ x → z
De x ≤ y resulta x ∨ z ≤ y ∨ z, entonces y → z =∼[z) (y ∨ z) ≤
∼[z) (x ∨ z) = x → z.

I10) ((x → y) → (x → z)) → (x → (y → z)) = 1.
De y ≤ x → y resulta por I9 e I2 que (x → y) → (x → z) ≤ y → (x → z) =
x → (y → z), entonces de I6 sigue I10.

De I7, I10 e I8 se deduce :
M3) x → (y → z) = (x → y) → (x → z). ¥

Este resultado permite reconocer de inmediato que el conjunto ordenado A cuyo diagrama
se indica en la figura es un álgebra de Tarski.
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¿Como determinar x → y?. Por definición x → y =∼[y) (x ∨ y), luego teniendo en cuenta
el diagrama precedente tenemos por ejemplo:

d → e =∼[e) (d ∨ e) =∼[e) 1 = e e → b =∼[b) (e ∨ b) =∼b) e = c
a → b =∼[b) (a ∨ b) =∼[b) c = e b → a =∼[a) (b ∨ a) =∼[a) c = d

8.8. Sistemas deductivos y filtros primos

Teorema 8.8.1 Para que un sistema deductivo propio P de un álgebra de Tarski A sea
irreducible es necesario y suficiente que P sea un filtro primo de A.

Dem. Necesaria. Supongamos que P es un sistema deductivo irreducible de A, que
a ∨ b ∈ P y que (1) a, b /∈ P . Por el Teorema 4.2.2 sabemos que

D1 = D(P, a) = {x ∈ A : a → x ∈ P}, y D2 = D(P, b) = {x ∈ A : b → x ∈ P}.

Si b ∈ D1 entonces (2) a → b ∈ P luego como (3) (a → b) → b = a ∨ b ∈ P , de (2) y (3)
resulta por modus ponens b ∈ P , lo que contradice (1). Luego D1 es un sistema deductivo
propio. Análogamente se prueba que D2 es un sistema deductivo propio.
Luego (4) a, b /∈ D1 ∩ D2. Por construcción P ⊆ D1 ∩ D2 y como P es irreducible
entonces P 6= D1 ∩ D2. Sea (5) c ∈ (D1 ∩ D2) \ P. Por el Teorema 8.7.1 sabemos que
((c → a) → a) → c = c → a y como c ≤ ((c → a) → a) → c y c ∈ D1 ∩ D2 resulta
(6) c → a ∈ D1 ∩D2 luego de (5) y (6) resulta por modus ponens que a ∈ D1 ∩D2 lo que
contradice (4).
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•
c
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a
•

b
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Suficiente Sea P un filtro primo, luego P es un sistema deductivo propio. Supongamos que
(1) P = D1 ∩ D2 donde D1 y D2 son sistemas deductivos propios tales que (2) D1 6= P y
(3) D2 6= P . De (1) y (2) resulta que P ⊂ D1 y de (1) y (3) que P ⊂ D2. Sean a ∈ D1 \P
y b ∈ D2 \ P , luego como a, b ≤ a ∨ b tenemos que a ∨ b ∈ D1 ∩ D2 = P y por lo tanto
a ∈ P ó b ∈ P, absurdo. ¥

Teorema 8.8.2 Todo sistema deductivo irreducible de un álgebra de Tarski es un sistema
deductivo máximo.
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Dem. Sea P un sistema deductivo irreducible y supongamos que no es un sistema
deductivo máximo, entonces existe un sistema deductivo propio D tal que (1) P ⊂ D.
Sean (2) b /∈ D y (3) a ∈ D \P . Si (4) a → b ∈ D entonces de (3) y (4) resulta por modus
ponens que b ∈ D, absurdo. Luego (5) a → b /∈ D. Como P es irreducible, por el Teorema
8.8.1, P es un filtro primo, luego de a, b /∈ P resulta que

(6) a ∨ b = (a → b) → b = (b → a) → a /∈ P.

Por el Teorema 8.7.8, ((a → b) → b) ∨ (a → b) = 1 ∈ P , luego de (6) resulta a → b ∈ P.
Por lo tanto de (1) tenemos (7) a → b ∈ D, luego de (3) y (7) resulta b ∈ D, absurdo. ¥

Teorema 8.8.3 Si todo sistema deductivo irreducible de un álgebra implicativa A es máxi-
mo entonces A es un álgebra de Tarski.

Dem. Si todos los sistemas deductivos irreducibles de A son máximos, entonces en par-
ticular todos los sistemas deductivos completamente irreducibles de A son máximos.
Como A es un álgebra implicativa sabemos por el Teorema 5.2.2 que todo sistema de-
ductivo propio es intersección de sistemas deductivos completamente irreducibles. En
particular, resulta que {1} es intersección de sistemas deuctivos máximos y por lo tanto
Rad(A) = {1}. Luego el álgebra implicativa es semisimple y por el Teorema 5.5.4 A es un
álgebra de Tarski. ¥

Corolario 8.8.1 Para que un álgebra implicativa sea un álgebra de Tarski es necesário
y suficiente que todo sistema deductivo irreducible sea máximo.



Cálculo Proposicional Implicativo Clásico 81

9. CALCULO PROPOSICIONAL DE KOLMOGO-

ROFF

En 1925 Kolmogoroff estudió un cálculo proposicional cuyo alfabeto se obtiene agregan-
do un nuevo śımbolo representado por “ − ” y llamado negación. Esto es, el alfabeto
está compuesto por:

(1) →, −, ( , )

(2) Las variables de enunciado: G = {gi}i∈I .

Las fórmulas se definen de manera habitual, o sea, es el conjunto L tal que:

(I) G ⊆ L,

(II) si a, b ∈ L entonces (a → b) ∈ L,

(III) si a ∈ L entonces (−a) ∈ L,

(IV) L es el menor conjunto de fórmulas que tiene las propiedades I, II y III.

Para simplificar escribiremos −a en lugar de (−a), por ejemplo: (−g1 → g2),
(−(g1 → g2) → g1).

Las tesis ó tautoloǵıas: es el menor conjunto T que verifica los axiomas siguientes:

L1) a → (b → a) ∈ T ,

L2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) ∈ T ,

N1) (a → −b) → (b → −a) ∈ T , (ley de transposición)

Regla de modus ponens: si a ∈ T y a → b ∈ T entonces b ∈ T .

9.1. Reglas de cálculo

Demostraremos algunas tesis de este cálculo. En primer lugar es claro que son tesis de
este cálculo todas las tesis del cálculo proposicional intuicionista.

Definición 9.1.1 a ≡ b si y solo si a → b ∈ T y b → a ∈ T .

Teorema 9.1.1 Si t ∈ T entonces −a ≡ a → −t.

Dem. Por N1 se tiene que (1) a → −t ≤ t → −a, pero sabemos que t → −a ≡ −a y en
particular (2) t → −a ≤ −a. De (1) y (2) resulta (3) a → −t ≤ −a.
Por N1 se deduce que (4) t → −a ≤ a → −t, pero (5) −a ≤ t → −a, luego de (4) y (5)
resulta (6) −a ≤ a → −t.
De (3) y (6) se tiene que −a ≡ a → −t. ¥

Teorema 9.1.2 Si a ≡ b entonces −a ≡ −b.
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Dem. Por hipótesis tenemos que a ≡ b, luego si t ∈ T tendremos (1) a → −t ≡ b → −t.
Pero por el Teorema 9.1.1 sabemos que (2) −a ≡ a → −t y (3) −b ≡ b → −t, luego de
(1), (2) y (3) resulta −a ≡ −b. ¥

Teorema 9.1.3 a → b ≤ −b → −a.

Dem. Si t ∈ T entonces −b ≡ b → −t y −a ≡ a → −t, luego podemos escribir:

(a → b) → (−b → −a) ≡ (a → b) → ((b → −t) → (a → −t)) ≡

(b → −t) → ((a → b) → (a → −t)) ≡ (b → −t) → (a → (b → −t)) ∈ T .

Luego (a → b) → (−b → −a) ∈ T y por lo tanto a → b ≤ −b → −a. ¥

Teorema 9.1.4 a ≤ −− a.

Dem. Por el Teorema 9.1.1, −− a ≡ −a → −t ≡ (a → −t) → −t.
Luego a → − − a ≡ a → ((a → −t) → −t) ≡ (a → −t) → (a → −t) ∈ T , es decir,
a → −− a ∈ T , o sea a ≤ −− a. ¥

9.2. Algebra de Lindenbaum de L

Sea L/ ≡ la familia de todas las clases de equivalencia de L. Sabemos que el sistema
(L/ ≡,→) es un álgebra implicativa. Observemos que en virtud del Teorema 9.1.2 la
relación de equivalencia “ ≡ ” es compatible con la operación de negación “−”. Pongamos
por definición −C(a) = C(−a). A la terna (L/ ≡,→,−) se le da el nombre de álgebra de
Lindenbaum de L.

Teorema 9.2.1 En el álgebra L/ ≡ se verifica C(a) → −C(b) = C(b) → −C(a).

Dem. Sabemos por N1 que a → −b ≤ b → −a y también que b → −a ≤ a → −b, luego
a → −b ≡ b → −a, o sea C(a) → −C(b) = C(a → −b) = C(b → −a) = C(b) → −C(a).

¥

9.3. Algebras de Kolmogoroff

Los resultados anteriores nos sugieren introducir la siguiente

Definición 9.3.1 Un sistema (A,→,−, 1) formado por un conjunto no vaćıo A, una
operación binaria “ → ” definida sobre A, una operación unaria “ − ” definida sobre A
y un elemento fijo 1 ∈ A se dice un álgebra de Kolmogoroff si se verifican las siguientes
condiciones:

K1) a → (b → a) = 1,

K2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) = 1,

K3) Si a → b = 1 y b → a = 1 entonces a = b,

K4) a → −b = b → −a.

Los resultados obtenidos permiten afirmar que el álgebra de Lindenbaum de L es un
álgebra de Kolmogoroff. Ponemos por definición 0 = −1.
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Teorema 9.3.1 −b = b → 0.

Dem. De K4 se deduce que 1 → −b = b → −1, luego −b = b → 0. ¥

Corolario 9.3.1 −0 = 1.

Dem. Del Teorema 9.3.1 −0 = 0 → 0 = 1. ¥

Teorema 9.3.2 (a → b) → (−b → −a) = 1.

Dem. Es una consecuencia de la ley de silogismo (a → b) → ((b → c) → (a → c)) = 1,
si ponemos c = 0 y usamos el Teorema 9.3.1. ¥

Teorema 9.3.3 a → −− a = 1.

Dem. Como a → ((a → b) → b) = (a → b) → (a → b) = 1, haciendo b = 0 por el
Teorema 9.3.1 tendremos a → −− a = 1. ¥

En este sistema no se puede probar la ley de doble negación −− a → a = 1.
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a
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•

•

•
En efecto, consideremos la cadena que se indica en la figura, la cual es un
álgebra implicativa. Pongamos por definición −x = x → 0. Se verifica sin
dificultad que es un álgebra de Kolmogoroff y no se cumple −− y → y = 1,
pues −− a → a = −0 → a = 1 → a = a 6= 1.

Ejemplo 9.3.1 Sea A un álgebra implicativa y elijamos un elemento fijo (arbitrario) en A
que designaremos por el śımbolo f (variable especial (Wajsberg)). Pongamos por definición
−a = a → f . Entonces el sistema (A,→,−, 1) es un álgebra de Kolmogoroff. Para ello
solo hace falta probar que a → −b = b → −a, o sea que a → (b → f) = b → (a → f), lo
que es inmediato.

Ejemplo 9.3.2 Dada el álgebra de Boole A indicada en la figura, la cual es un álgebra
implicativa con su implicación natural x → y = −x ∨ y.
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Elijamos un elemento fijo f = b y pongamos ∼ x = x → f ,
cualquiera sea x ∈ A, entonces (A,→,∼, 1) es un álgebra de Kol-
mogoroff.
De x →∼ y = x → (y → f) e y →∼ x = y → (x → f) resulta
x →∼ y = y →∼ x. Veamos que no vale la regla ∼∼ x ≤ x, en
efecto: ∼∼ a =∼ (a → b) =∼ b = b → b = 1 6≤ a.

Teorema 9.3.4 (de la triple negación) −−−a = −a.

Dem. Es una consecuencia de la regla ((a → b) → b) → b = a → b, poniendo b = 0. ¥

Teorema 9.3.5 Si a ≤ b entonces −b ≤ −a.

Dem. Sabemos que si a ≤ b entonces b → c ≤ a → c, luego poniendo c = 0 y usando el
Teorema 9.3.1 resulta −b ≤ −a. ¥

Teorema 9.3.6 −− a → −− b = −b → −a.

Dem. Reemplazando en el axioma K4 a por − − a y b por −b y teniendo en cuenta el
Teorema 9.3.4 resulta que −− a → −− b = −b → −−−a = −b → −a. ¥
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Teorema 9.3.7 a → −− b = −b → −a.

Dem. Resulta de reemplazar en el axioma K4 b por −b. ¥

Teorema 9.3.8 a → b ≤ −b → −a = −− a → −− b = a → −− b.

Dem. Sabemos que b ≤ − − b, luego usando los Teoremas 9.3.7 y 9.3.6 resulta
a → b ≤ a → −− b = −b → −a = −− a → −− b. ¥

Observemos que no vale la regla −− (x → y) = −− x → −− y. En efecto, consideremos
el álgebra indicada en la figura:
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y pongamos por definición −x = x → c, entonces:

−− (a → b) = −− b = −(b → c) = −d = d → c = a,

−− a → −− b = −d → −d = 1.

Teorema 9.3.9 (modus tollens) −a ≤ (b → a) → −b.

Dem. Es una consecuencia de la ley de silogismo: (a → c) → ((b → a) → (b → c)) = 1,
tomando c = 0. ¥

La llamada regla de inferencia modus tollens que dice “ si −a ∈ T y b → a ∈ T entonces
−b ∈ T ” es válida en este cálculo ya que si −a = 1 y b → a = 1 entonces por la ley del
modus tollens se deduce que −b = 1.

Observemos que no se verifica la regla (−p → p) → p = 1 que se denomina Consequentia
Mirabilis.
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En efecto, consideremos la cadena que se indica en la figura. En este caso se
tiene: (−a → a) → a = (0 → a) → a = 1 → a = a.

9.4. Algebra libre generada por un elemento

Observemos que todos los conceptos que hemos definido en el Caṕıtulo 8 se extienden sin
dificultad a este cálculo proposicional.

Problema: Elaborar una teoŕıa de homomorfismos para las álgebras de Kolmogoroff.
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Indiquemos el álgebra libre generada por un elemento g1.

Pongamos C(g1) = a. Al elemento −(g1 → g1) ∈ L le corresponde la clase de equivalencia
C(−(g1 → g1)) = −C(g1 → g1) = −1 = 0 = b. Como en L/ ≡ tenemos −x = x → 0,
entonces como la negación se reduce a la implicación, basta hacer todas las implicaciones
posibles. Por un resultado de Skolem, sabemos que se obtienen catorce elementos para la
implicación a partir de dos elementos a y b. Ellos son:

a baab = −((0 → a) → a)
b = 0 abb = −− a
ab = −a babb = −− (0 → a)
ba = 0 → a abaa = (−a → a) → a
aba = −a → a abbaa = (−− a → a) → a
bab = −(0 → a) baabb = −− ((0 → a) → a)
abba = −− a → a aa = 1

Recordemos que en un álgebra de Heyting cuando se efectuan las operaciones →, −, sobre
un elemento se obtienen seis elementos (Tarski).
Podemos decir que el álgebra de Kolmogoroff libre generada por un elemento C(g1) coin-
cide con el álgebra implicativa libre generada por dos elementos: C(g1) , C(g2), donde
la variable C(g2) = f = 0. Esto sugiere que el cálculo proposicional de Kolmogoroff
generado por n variables coincide con el cálculo proposicional implicativo generado por
n + 1 variables donde g0 es la variable que representa la proposición falsa.
Esto muestra que el estudio de las álgebras de Kolmogoroff se reduce al estudio de las
álgebras implicativas en el caso finito, a condición de fijar una variable g0 y definir la
negación como −a = a → g0, donde a es una fórmula cualquiera.

9.5. Otras axiomáticas para el cálculo proposicional de Kol-
mogoroff

Primer axiomática

L1) a → (b → a) ∈ T ,

L2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) ∈ T ,

(A) (a → b) → (−b → −a) ∈ T , (ley de contraposición)

(B) a → −− a ∈ T , (ley rećıproca de la doble negación).

Es claro que (A) y (B) valen en el cálculo proposicional de Kolmogoroff.
Probemos que de (A) y (B) resulta N1. En efecto, (A) se puede escribir a → b ≤ −bra,
luego reemplazando b por −b en (A) se tiene: (1) a → −b ≤ −−b → −a, de (B) b ≤ −−b,
luego (2) − − b → −a ≤ b → −a. De (1) y (2) resulta a → −b ≤ b → −a, es decir, N1
(a → −b) → (b → −a) ∈ T .

Segunda axiomática

L1) a → (b → a),

L2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)),

(C) p → (−p → q).
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9.6. Cálculo proposicional de Wajsberg

Este cálculo proposicional se obtiene agregando al cálculo proposicional de Kolmogoroff
el axioma N2) −− a → (−a → a) ∈ T .
Podemos entonces naturalmente definir L/ ≡, el álgebra de Lindenbaum de este cálculo,
que es en particular un álgebra de Kolmogoroff.

Teorema 9.6.1 En L/ ≡ vale la siguiente regla de cálculo: −− a = −a → a.

Dem. Del axioma N2 resulta que en L/ ≡ vale (1) −−a ≤ −a → a.
Probemos (2) (−a → a) ≤ −− a.

(−a → a) → −− a = ((a → 0) → a) → ((a → 0) → 0) = (a → 0) → (a → 0) = 1.
De (1) y (2) resulta −− a = −a → a. ¥

Definición 9.6.1 Un sistema (A,→,−, 1) se dice un álgebra de Wajsberg si es un álgebra
de Kolmogoroff que verifica la condición: (W ) −−a = −a → a.

Luego L/ ≡ es un álgebra de Wajsberg.

Teorema 9.6.2 −(a → −− a) = 0.

Dem. 1 = −a → −a = a → −− a. Luego −1 = 0 = −(a → −− a). ¥

Teorema 9.6.3 0 ≤ a, para todo a ∈ A.

Dem.

1 = −− a → (−a → a) = ((a → 0) → 0) → ((a → 0) → a) = (a → 0) → (0 → a) =

0 → ((a → 0) → a) = (0 → (a → 0)) → (0 → a) = 1 → (0 → a) = 0 → a,

luego 0 ≤ a, cualquiera sea a ∈ A. ¥

Teorema 9.6.4 p → (−p → q) = 1. (Principio de Duns Scotus)

Dem. p → (−p → q) = p → ((p → 0) → q) = (p → 0) → (p → q) = p → (0 → q) =
p → 1 = 1. ¥

9.7. Otra definición del cálculo proposicional de Wajsberg

El alfabeto se obtiene agregando al alfabeto del cálculo proposicional implicativo un śımbo-
lo 0 (cero). De este modo el alfabeto está formado por: 0 , G = {gi}i∈I , → , ( , ).
Se puede considerar el śımbolo 0 como una variable de enunciado, a pesar de que en las
interpretaciones de este cálculo 0 no puede variar.
En estas condiciones las fórmulas se definen del mismo modo que en el cálculo proposi-
cional implicativo. Los axiomas de este cálculo son:

L1) a → (b → a) ∈ T ,

L2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) ∈ T ,

N0) 0 → a ∈ T , para toda fórmula a ∈∈ L.
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Regla de Modus ponens.

Podemos naturalmente considerar el álgebra de Lindenbaum de este cálculo proposicional
que será un álgebra implicativa. En el álgebra implicativa indicada, la clase de equivalencia
que contiene a 0, C(0), es el primer elemento, ya que C(0 → a) = 1, de donde resulta:
C(0) → C(a) = 1, y por lo tanto C(0) ≤ C(a), para todo a.
En este cálculo proposicional se adopta la siguiente:

Definición 9.7.1 −a = a → 0.

Probemos que con respecto a esta definición el sistema (L/ ≡, →, −, 1) es un álgebra de
Wajsberg.
En L/ ≡ escribiremos −C(a) = C(−a) = C(a → 0) = C(a) → C(0), lo que muestra
que la negación queda definida en L/ ≡ sin anbigüedad. Representando las clases de
equivalencia por α, β, γ, . . . y C(0) = 0 tendremos: −α = α → 0.
Probemos las siguientes reglas de cálculo:

W1) α → −β = β → −α.

α → −β = α → (β → 0) = β → (α → 0) = β → −α.

W2) −− α → (−α → α) = 1.

−− α → (−α → α) = ((α → 0) → 0) → ((α → 0) → α) = (α → 0) → (0 → α) =
(α → 0) → 1 = 1.

De las fórmulas W1 y W2 resulta que en este cálculo valen las siguientes reglas:

N1) (a → −b) → (b → −a) ∈ T ,

N2) −− a → (−a → a) ∈ T .

Luego se trata de un cálculo proposicional de Wajsberg definido de otra manera. El estudio
de este cálculo proposicional tendrá por objetivo principal la determinación de las álgebras
libres con c generadores y el problema de saber si existen o no matrices caracteŕısticas
para el cálculo proposicional de Wajsberg con un número finito n de variables.

9.8. Algebra de Wajsberg libre generada por un elemento

Representemos para simplificar a = C(g1). Queremos determinar los elementos que se
pueden obtener a partir de a efectuando las operaciones →, −. En primer lugar observe-
mos que vale: −1 = 0, pues −1 = 1 → 0 = 0. Es claro que a partir de a se pueden obtener:
a → a = 1, −(a → a) = 0, a → 0 = −a, −− a, o sea tenemos: 0, a, −a, −− a y 1.

1) a → −a = −a. En efecto: a → −a = a → (a → 0) = a → 0 = −a.

2) a → −− a = 1.
a → (−− a) = a → ((a → 0) → 0) = (a → 0) → (a → 0) = 1.

3) −a → a = −− a.

(i) −a → a ≤ −− a.
(−a → a) → −− a = (−a → a) → (−a → 0) = −a → (a → 0) = −a → −a =
1.
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(ii) −− a ≤ −a → a.
−−a → (−a → a) = (−a → 0) → (−a → a) = −a → (0 → a) = −a → 1 = 1.

4) −a → −− a = −− a.
Se obtiene reemplazando a por −a en 1).

5) −− a → −a = −a.
Se obtiene reemplazando a por −a en 3).

El elemento −− a → a es nuevo.

6) −(−− a → a) = 0.
Usando la fórmula de Skolem: (abba)b = bab, entonces: (((a → 0) → 0) → a) → 0 =
(0 → a) → 0 = 1 → 0 = 0.

7) (−− a → a) → a = −− a.
Por el Teorema 9.6.4 a ≤ −a → b luego reemplazando a por −a y b por a tenemos
−a ≤ −− a → a luego (−− a → a) → a ≤ −a → a y como por 3) −a → a = −− a
tenemos (i) (−− a → a) → a ≤ −− a.
Como a ≤ (a → b) → b, entonces reemplazando a por − − a y b por a tenemos
(ii) −− a ≤ (−− a → a) → a. De (i) e (ii) resulta 7).

8) (−− a → a) → −a = −a.
(−− a → a) → −a = (−− a → a) → (a → 0) = a → ((−− a → a) → 0) =
a → (−(−− a → a)) = a → 0 = −a.

9) (−− a → a) → −− a = −− a.
(−− a → a) → (−a → 0) = −a → ((−− a → a) → 0) = −a → 0 = −− a.

10) a → (−− a → a) = 1.

11) −a → (−− a → a) = 1.
−a → (−− a → a) = −− a → (−a → a) = −− a → −− a = 1.

12) −− a → (−− a → a) = −− a → a.

Estas doce fórmulas muestran que a partir de un elemento a efectuando las operaciones
→ y −, se obtienen a lo sumo seis elementos que son: 0, a, −a, −−a, −−a → a y 1, que
es el teorema que Tarski y McKinsey indicaron para el cálculo proposicional implicativo
intuicionista. Estos elementos pueden ser efectivamente distintos, como ocurre por ejemplo
en un álgebra de Heyting. El diagrama de estos seis elementos en el caso general es el
siguiente y este es precisamente el gráfico del álgebra de Wajsberg libre con un generador.
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Problema: Determinar el álgebra de Wajsberg libre con dos generadores.

Es natural introducir la siguiente:

Definición 9.8.1 Un elemento r de un álgebra de Kolmogoroff se dice regular si −−r = r.

Es posible demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 9.8.1 Si A es un álgebra de Wajsberg entonces el conjunto Reg(A) de todos
los elementos regulares de A, ordenado por la relación ≤, es un álgebra de Boole.

Teorema 9.8.2 Si A es un álgebra de Wajsberg y Rad(A) su radical, entonces el álgebra
cociente A/Rad(A) es isomorfa a Reg(A).
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10. LA CONJUNCION Y LA DISYUNCION

En el alfabeto de algunos cálculos proposicionales figuran los śımbolos ∧ y ∨ de conjunción
y disyunción. Cuando esto ocurre simultáneamente con la introducción del operador →,
se admiten los axiomas siguientes:

Axioma D1: p → (p ∨ q) ∈ T ,

Axioma D2: q → (p ∨ q) ∈ T ,

Axioma D3: (p → r) → ((q → r) → ((p ∨ q) → r)) ∈ T ,

Axioma C1: (p ∧ q) → p ∈ T ,

Axioma C2: (p ∧ q) → q ∈ T ,

Axioma C3: (r → p) → ((r → q) → (r → (p ∧ q))) ∈ T ,

Axioma L1: p → (q → p) ∈ T ,

Axioma L2: (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) ∈ T ,

Axioma L3: ((p → q) → p) → p ∈ T ,

Axioma N1: (p → −q) → (q → −p) ∈ T ,

Axioma N2: −− p → (−p → p) ∈ T .

De los axiomas D1, D2 y D3 resulta que el álgebra de Lindenbaum es un conjunto reti-
culado superiormente por la regla C(p ∨ q) = C(p) ∨ C(q).
En los cálculos proposicionales en que figuran los postulados C1, C2, C3 y el operador
→, se prueba que el álgebra de Lindenbaum correspondiente es un conjunto reticulado
inferiormente, donde: C(p ∧ q) = C(p) ∧ C(q).
A partir de los once axiomas: L1, L2, L3, D1, D2, D3, C1, C2, C3, N1, N2 se pueden
describir los principales cálculos proposicionales que han sido estudiados.

10.1. Axiomáticas para diversos cálculos proposicionales

Cálculo proposicional de Curry Generalizado, conectivos primitivos →,∧.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Curry generalizada.

Cálculo proposicional de Curry, conectivos primitivos →,∧,−.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, N1, N2

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Curry.

Cálculo proposicional positivo intuicionista
(Hilbert - Bernays) (Lógica positiva), conectivos primitivos ∧,∨,→ .

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Heyting generalizada.
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Cálculo proposicional positivo clásico, conectivos primitivos ∧,∨,→ .

Axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3, D1, D2, D3

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Boole generalizada, que co-
rresponde a la noción de anillo Booleano sin unidad. No tiene primer elemento, pero los
que siguen a un elemento dado forman un álgebra de Boole.

Cálculo proposicional de Johanson, conectivos primitivos →,∧,∨,−.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Heyting generalizada, en la
cuál se elige un elemento fijo f y se define la negación −p = p → f . En este cálculo se
retoma la idea de Kolmogoroff para definir la negación.

Cálculo proposicional intuicionista, conectivos primitivos →,∧,∨,−.

Axiomas: L1, L2, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1, N2

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Heyting.

Cálculo proposicional clásico, conectivos primitivos →,∧,∨,−.

Axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3, D1, D2, D3, N1, N2

Existen naturalmente otros cálculos proposicionales, como por ejemplo el cálculo proposi-
cional clásico con la negación mı́nima que tendrá por axiomas: L1, L2, L3, C1, C2, C3,
D1, D2, D3, N1.

El álgebra de Lindenbaum correspondiente es un álgebra de Boole generalizada, en la cuál
se elige un elemento fijo f y se define la negación como: −p = p → f .

Observación 10.1.1 En el cálculo proposicional intuicionista ninguno de los cuatro o-
peradores: →,∧,∨,− se puede definir a partir de los otros tres y por lo tanto tienen
que aparecer en general estos cuatro operadores primitivos. Pero se demuestra que en un
álgebra de Heyting los cuatro operadores: →,∧,∨,− se pueden definir por medio de los
dos operadores siguientes: ↔, ∨ donde : a ↔ b = (a → b) ∧ (b → a).

Seŕıa interesante caracterizar el cálculo proposicional intuicionista tomando un alfabeto
en que figuren solamente los operadores ↔ y ∨.

Observación 10.1.2 En lo que respecta al cálculo proposicional clásico se sabe que se
puede tomar como conectivos primitivos solamente algunos de los cuatro operadores
→,∧,∨,−.

Axiomática de Frege: (1879), conectivos primitivos →,−.

Axioma F1: p → (q → p) ∈ T ,

Axioma F2: (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) ∈ T ,

Axioma F3: (p → (q → r)) → (q → (p → r)) ∈ T ,

Axioma F4: (p → q) → (−q → −p) ∈ T ,

Axioma F5: −− p → p ∈ T ,
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Axioma F6: p → −− p ∈ T .

ÃLukasiewicz demostró que F3 se puede deducir de F1 y F2 y que los tres últimos axiomas
se pueden reemplazar por el axioma: (−p → −q) → (q → p) ∈ T .

Axiomática de Peirce: (1885), conectivos primitivos: →, 0.

Axioma P1: p → p ∈ T ,

Axioma P2: (p → (q → r)) → (q → (p → r)) ∈ T ,

Axioma P3: (p → q) → ((q → r) → (p → r)) ∈ T ,

Axioma P4: 0 → p ∈ T ,

Axioma P5: ((p → q) → p) → p ∈ T .

Collected papers of Charles Peirce. Edited by Charles Hartshorne and Paul Weiss. Har-
vard University Press (1931-35).
Prior (J.S.L. 23 (1958), pág. 135) prueba que P2, P3, P4 y P5 son independientes y que
P1 es demostrable.

Axiomática de Bertan Russell: (1908), conectivos primitivos: ∨, −.

Axioma 1: (p ∨ p) → p ∈ T ,

Axioma 2: q → (p ∨ q) ∈ T ,

Axioma 3: (p ∨ q) → (q ∨ p) ∈ T ,

Axioma 4: (p → q) → ((r ∨ p) → (r ∨ q)) ∈ T ,

Axioma 5: (p ∨ (q ∨ r)) → (q ∨ (p ∨ r)) ∈ T .

Amer. J. of Math. 30 (1908), 222-262.

Axiomática de Nicod: (1917-1920), conectivos primitivos ∨,→.

Axioma N1: (p ∨ p) → p ∈ T ,

Axioma N2: p → (p ∨ q) ∈ T ,

Axioma N3: (p ∨ (q ∨ r)) → (q ∨ (p ∨ r)) ∈ T ,

Axioma N4: (q → r) → ((p ∨ q) → (p ∨ r)) ∈ T .

Proc. of Cambridge Philosophical Soc. 19 (1917-1920), 32-41.

Axiomática de Tarski: (1925), conectivos primitivos: →, −.
Un solo axioma con 53 letras y los conectivos C en vez de → y N en vez de −.
El axioma de Tarski está expĺıcitamente formulado en el siguiente art́ıculo de
B. Sobociński, Z badań nad teorja dedukcji, Przeglad Filozoficzny, 35 (1932), 172-193.
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Axiomática de Bernays: (1920), conectivos primitivos: ∨, −.

Axioma B1: (p ∨ p) → p ∈ T ,

Axioma B2: q → (p ∨ q) ∈ T ,

Axioma B3: (p ∨ q) → (q ∨ p) ∈ T ,

Axioma B4: (p ∨ (q ∨ r)) → (q ∨ (p ∨ r)) ∈ T .

Math. Z. 25 (1926), 305-320.

Axiomática de ÃLukasiewicz: (1929), conectivos primitivos: →, −.

Axioma 1: (p → q) → ((q → r) → (p → r)) ∈ T ,

Axioma 2: (−p → p) → p ∈ T ,

Axioma 3: p → (−p → q) ∈ T .

Axiomática de ÃLukasiewicz: (1930) conectivos primitivos: →, −.

Axioma L1: p → (q → p) ∈ T ,

Axioma L2: (p → (q → r)) → ((p → q) → (p → r)) ∈ T ,

Axioma L3: (−p → q) → (q → p) ∈ T .

Existen también variadas axiomáticas para el cálculo proposicional intuicionista.

10.2. Independencia de los axiomas de las álgebras de Kolmogo-
roff

Independencia de K1. Sea A = {0, a, 1} y →, − las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

→ 0 a 1
0 1 1 1
a 0 1 1
1 0 0 1

x −x
0 1
a a
1 0

Luego a → (1 → a) = a → 0 = 0 6= 1.

Independencia de K2. Sea A = {0, a, 1} y →, − las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

→ 0 a 1
0 1 1 1
a a 1 1
1 a a 1

x −x
0 1
a a
1 0

Luego
(a → (1 → 0)) → ((a → 1) → (a → 0)) = (a → a) → (1 → a) = 1 → a = a 6= 1.
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Independencia de K3. Sea A = {0, 1} y →, − las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

→ 0 1
0 1 1
1 1 1

x −x
0 1
1 0

Luego 0 → 1 = 1 y 1 → 0 = 1 pero 0 6= 1.
Independencia de K4. Sea A = {0, 1} y →, − las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

→ 0 1
0 1 1
1 0 1

x −x
0 0
1 1

Luego 0 → −1 = 0 → 1 = 1, 1 → −0 = 1 → 0 = 0 y 1 6= 0.

Las tablas de → fueron indicadas por L. Iturrioz para K1, K2 y K3.

10.3. Independencia de los axiomas de las álgebras de Wajsberg

Independencia de K1. Basta considerar el conjunto A = {0, a, 1} con las tablas de → y −
dadas para la independencia de K1 en las álgebras de Kolmogoroff.

Independencia de K2. Basta considerar el conjunto A con las tablas de → y − para K2
en las álgebras de Kolmogoroff.

Independencia de K3. Sea A = {0, 1} con las tablas dadas para K3 en las álgebras de
Kolmogoroff.

Independencia de K4. Sea A = {0, 1} con las tablas dadas para K4 en las álgebras de
Kolmogoroff.

Independencia de K5. Sea A = {0, 1} y →, − las operaciones definidas sobre A por las
tablas siguientes:

→ 0 1
0 1 1
1 0 1

x −x
0 1
1 1

Luego −− 0 → (−0 → 0) = 1 → (1 → 0) = 1 → 0 = 0 6= 1.
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11. TRIADICO DE CANTOR

11.1. Introducción y Ejemplos

Indiquemos la descripción del triádico de Cantor también llamado el discontinuo de
Cantor.

Se puede describir fácilmente este conjunto suponiendo que los números reales se repre-
sentan en el sistema de base 3. Nos limitaremos a considerar números del segmento [0, 1].
Observemos en primer lugar que la representación triádica de un número real en general
no es única, aśı por ejemplo:

1, 000 . . . = 0, 222 . . . =
2

3
+

2

32
+

2

33
+ · · · =

2

3
·

1

1 − 1
3

= 1.

Sea K el conjunto de todos los números reales que se pueden representar bajo la forma:

x = 0, x1x2x3 · · ·xn · · · =
x1

3
+

x2

32
+

x3

33
+ · · · +

xn

3n
+ · · · , donde xi = 0 ó xi = 2, para

i ∈ N.

Es claro que

k ∈ K si y solo si k = 2
∞∑

t=1

x(t)

3t
, donde x(t) ∈ {0, 1}

En estas condiciones x(t) es una función definida sobre el conjunto de los números natu-
rales y tomando sus valores en el conjunto A = {0, 1}.

Ejemplos

1) A la función x(t) = 0 para todo t ∈ N, le corresponde el número x = 0.

2) A la función x(t) = 1 para todo t ∈ N, le corresponde el número real

x = 2
∞∑

t=1

1

3t
= 2 ·

1

3
·

1

1 − 1
3

= 1.

3) A la función definida por x(t) =

{
1 si t = 1
0 si t ≥ 2

le corresponde x = 2 ·
1

3
.

4) A la función definida por x(t) =

{
0 si t = 1
1 si t ≥ 2

le corresponde el número real

x = 0, 0222 . . ., que es precisamente x = 2 ·
1
32

1 − 1
3

=
1

3
.

11.2. Resultados

Estudiaremos ahora la noción de ĺımite en K. Dada una sucesión x1, x2, . . . , xn, . . . de

elementos de K, donde xn = 2
∞∑

t=1

xn(t)

3t
determinemos la condición necesaria y suficiente

para que esta sucesión tienda a un ĺımite x = 2
∞∑

t=1

x(t)

3t
.
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Teorema 11.2.1 Para que la sucesión (xn) ∈ K tienda al ĺımite x de K es necesario
y suficiente que se verifique que las sucesiones (xn(t)) tiendan hacia un ĺımite para todo

t ∈ N, y si escribimos x(t) = ĺım
n→∞

xn(t) podemos decir que: x = 2
∞∑

t=1

ĺım
n→∞

xn(t)

3t
esto es:

ĺım
n→∞

2
∞∑

t=1

xn(t)

3t
= 2

∞∑

t=1

ĺım
n→∞

xn(t)

3t
.

Dem. La condición es necesaria.
Supongamos que x1, x2, . . . , xn, . . . es una sucesión de elementos de K tal que ĺım

n→∞
xn = x,

y que no se verifica la igualdad ĺım
n→∞

xn(t) = x(t). Supongamos que las sucesiones (xn(t))

para t fijo, no tiendan todas a un ĺımite, esto es, existe por lo menos un elemento t0 tal que
la sucesión (xn(t0)) no tiende a un ĺımite. Entre los elementos en las condiciones indicadas
habrá un mı́nimo que representaremos por la letra N . Supongamos que existen:







ĺım
n→∞

xn(1) = x(1)

ĺım
n→∞

xn(2) = x(2)

...
ĺım

n→∞
xn(N − 1) = x(N − 1)

y que no existe ĺım
n→∞

xn(N).

Vamos a probar que esto es imposible. Hagamos la siguiente descomposición:

xn = 2
N∑

t=1

xn(t)

3t
+ 2

∞∑

t=N+1

xn(t)

3t
,

y para simplificar la demostración escribamos:

xN
n = 2

N∑

t=1

xn(t)

3t
y RN

n = 2
∞∑

t=N+1

xn(t)

3t
,

en forma tal que:
xn = xN

n + RN
n xm = xN

m + RN
m

entonces
xn − xm = (xN

n − xN
m) + (RN

n − RN
m)

y por lo tanto
xN

n − xN
m = (xn − xm) + (RN

m − RN
n ),

luego

∣
∣xN

n − xN
m

∣
∣ ≤ |xn − xm| +

∣
∣RN

m − RN
n

∣
∣ (1)
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Además

∣
∣RN

n − RN
m

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
2

∞∑

t=N+1

xm(t) − xn(t)

3t

∣
∣
∣
∣
∣
.

Teniendo en cuenta que la serie
∞∑

t=N+1

xn(t)

3t
es absolutamente convergente pues:

∞∑

t=N+1

∣
∣
∣
∣

xn(t)

3t

∣
∣
∣
∣
≤

∞∑

t=N+1

1

3t
,

ya que xn(t) ≤ 1, resulta

∣
∣RN

n − RN
m

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣
2

∞∑

t=N+1

xm(t) − xn(t)

3t

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 2

∞∑

t=N+1

1

3t
= 2 ·

1
3N+1

1 − 1
3

=
1

3N
(2)

De (1) y (2) resulta:

∣
∣xN

n − xN
m

∣
∣ ≤

1

3N
+ |xm − xn| (3)

Como por hipótesis xn tiende hacia un ĺımite, por el teorema de Cauchy:

ĺım
n,m→∞

|xn − xm| = 0, entonces dado δ =
1

3N
existe un número R tal que:

|xn − xm| <
1

3N
, para n, m > R. (4)

De (3) y (4) resulta:

Para m,n > R se verifica
∣
∣xN

n − xN
m

∣
∣ <

1

3N
+

1

3N
=

2

3N

luego

2

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

t=1

xn(t) − xm(t)

3t

∣
∣
∣
∣
∣
<

2

3N
para m,n > R. (5)

Como por hipótesis las sucesiones (xn(1)), (xn(2)), . . . , (xn(N − 1)) tienden a un ĺımite
entonces:







ĺım
n,m→∞

|xn(1) − xm(1)| = 0

...
ĺım

n,m→∞
|xn(N − 1) − xm(N − 1)| = 0
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Observemos que |xn(1) − xm(1)| puede tomar solo los valores 0 ó 1 y como esta sucesión
tiende a un ĺımite que es cero, esto significa que:

Existe R1 tal que |xn(1) − xm(1)| = 0, para n,m > R1.

Análogamente






Existe R2 tal que |xn(2) − xm(2)| = 0, para n,m > R2
...

Existe RN−1 tal que |xn(N − 1) − xm(N − 1)| = 0, para n,m > RN−1.

Entonces tomando R′ = max {R, R1, R2, . . . , RN−1} y teniendo en cuenta (5) resulta:

∣
∣
∣
∣
2

xn(N) − xm(N)

3N

∣
∣
∣
∣
<

2

3N
para n,m > R′

y por lo tanto |xn(N) − xm(N)| < 1.

De aqúı resulta |xn(N) − xm(N)| = 0 para n,m > R′ o sea:

xR′+1(N) = xR′+2(N) = · · · = xR′+p(N) = · · ·, luego esta sucesión es constante a partir
del término xR′+1, es decir tiende a un ĺımite, lo que contradice la hipótesis hecha. Por lo
tanto no existe ningún valor t0 tal que la sucesión (xn(t0)) no tienda a ningún ĺımite, o
sea, para todo t ∈ N existen los ĺımites ĺım

n→∞
xn(t) = x(t).

La condición es suficiente:
Supongamos que x1, x2, . . . , xn, . . . es una sucesión de elementos de K tal que existen los

ĺımites: ĺım
n→∞

xn(t) = x(t), para todo t ∈ N y consideremos el número x = 2
∞∑

t=1

x(t)

3t
. Como

los ĺımites de las sucesiones (xn(t)) de números 0 ó 1 solo pueden ser 0 ó 1 entonces x ∈ K.

Vamos a demostrar ahora que: ĺım
n→∞

xn = x.

Como las series son absolutamente convergentes entonces:

|xn − x| =

∣
∣
∣
∣
∣
2

∞∑

t=1

xn(t) − x(t)

3t

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 2

∞∑

t=1

|xn(t) − x(t)|

3t
(6)

Dado ǫ > 0 arbitrario, determinemos N tal que
1

3n
< ǫ, para n ≥ N . Para ello basta

considerar N >
− log ǫ

log 3
.

De (6) resulta que:

|xn − x| ≤ 2
N∑

t=1

|xn(t) − x(t)|

3t
+2

∞∑

t=N+1

|xn(t) − x(t)|

3t
≤

2
N∑

t=1

|xn(t) − x(t)|

3t
+2

∞∑

t=N+1

1

3t
<

2
N∑

t=1

|xn(t) − x(t)|

3t
+

1

3N
.

(7)
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Como por hipótesis ĺım
n→∞

xn(t) = x(t) tenemos que ĺım
n→∞

|xn(t) − x(t)| = 0, luego

xn(t) − x(t) = 0 para n > Nt, 1 ≤ t ≤ N .
Sea N ′ = max {N, N1, N2, . . . , NN} entonces para n > N ′ de (7) resulta que:

|x − xn| <
1

3N
< ǫ para n > N ′,

lo que prueba que ĺım
n→∞

xn = x. ¥

Corolario 11.2.1 Si x, x′ ∈ K son tales que x = x′entonces xn(t) = x′
n(t) para todo t.

Esto es, cada número del triádico de Cantor tiene un único desarrollo.

Dem. En efecto, la sucesión x, x′, x, x′, . . . tiende a un ĺımite ya que x = x′. Luego
la sucesión xn(t), x

′

n(t), xn(t), x
′

n(t), . . . tiende a un ĺımite para t ∈ N. Es claro que las
subsucesiones xn(t), xn(t), . . . tiende a xn(t) y x

′

n(t), x
′

n(t), . . . tiende a x
′

n(t). Por lo tanto
xn(t) = x

′

n(t) cualquiera que sea t. ¥

Observación 11.2.1 La propiedad que acabamos de indicar en el Teorema 11.2.1, no
es válida en general, si los xn son números reales cualesquiera y si la representación es
diádica, triádica ó b-ádica. Por ejemplo la sucesión:







x1 = 0, 200 . . .
x2 = 0, 220 . . .
x3 = 0, 2220 . . .

...
xn = 0, 222 . . . 2

︸ ︷︷ ︸

n

000 . . .

...

verifica x = ĺım
n→∞

xn = 1, 000 . . . y la condición del teorema no se verifica.

Teorema 11.2.2 Sea A = {x ∈ K : x(1) = k1, x(2) = k2, . . . , x(N) = kN} donde
ki, 1 ≤ i ≤ N son fijos. Entonces A es un conjunto abierto.

Dem. Sea F = K \ A, x1, x2, . . . , xn, . . . una sucesión de elementos de F y sea
x = ĺım

n→∞
xn(t). Debemos probar que F es cerrado, es decir que x ∈ F . Luego ĺım

n→∞
xn(t) =

x(t). Supongamos que x ∈ A, entonces:
x(1) = k1, x(2) = k2, . . ., x(N) = kN y además x(i) = ĺım

n→∞
xn(i), 1 ≤ i ≤ N . Luego

xn(i) = ki para n > Ri, 1 ≤ i ≤ N . Es decir, para n > R = max {R1, R2, . . . , RN} es
xn(t) = kt, 1 ≤ t ≤ N .
Esto significa que para n > R, xn ∈ A lo que contradice la hipótesis hecha. Esto muestra
que F es cerrado y por lo tanto A es abierto. ¥

Observemos que hemos tomado el conjunto A de todos los elementos de K con las N
primeras coordenadas fijas. El hecho de que se trata de las N primeras coordenadas fijas
no es esencial. Por un razonamiento análogo, se prueba que el conjunto A de elementos de
K con un número finito de coordenadas de cualquier orden fijas, es un conjunto abierto
del espacio K.
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Teorema 11.2.3 K es un espacio compacto.

Dem. Por el Teorema 11.2.1 todas las sucesiones convergentes de K tienen un ĺımite que
pertenece a K, luego K es cerrado y como está contenido en el segmento [0, 1] es acotado
y por lo tanto K es compacto. ¥

Sea A un conjunto con dos elementos {0, 1} sobre el cual se considera la topoloǵıa discre-
ta. Hagamos el producto cartesiano de una familia numerable de copias de este espacio
topológico

E =
∞∏

i=1

Ei, donde Ei = A, para i ∈ N.

Luego x ∈ E si y solo si x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) donde xi ∈ Ei = A = {0, 1}.

Sea x ∈ K, x = 2
∞∑

t=1

x(t)

3t
. A este elemento x le hacemos corresponder el elemento fijo

ϕ(x), ϕ(x) ∈ E tal que: ϕ(x) = (x(1), x(2), . . . , x(n), . . .). Es claro que ϕ es una corres-
pondencia biuńıvoca de K sobre E, pues la representación triádica de x ∈ K es única.
Queremos probar que ϕ es un homeomorfismo de K sobre E.
E es un espacio de Hausdorff por ser producto de espacios de Hausdorff, y es compacto por
el teorema de Tychonoff. Como K es un espacio de Hausdorff compacto para probar que
ϕ es un homeomorfismo, basta probar que ϕ es continua. Para eso necesitamos detallar
un poco más la topoloǵıa del espacio E.
Recordemos como se construye la topoloǵıa de un producto cartesiano de espacios topo-
lógicos. Se toma sobre un eje Ei un conjunto abierto Ai y se da el nombre de cilindro
al conjunto de todos los elementos de E cuya coordenada de ı́ndice i pertenece a Ai.
Supongamos por ejemplo que A

(1)
i = {1}, entonces el conjunto de todos los elementos de

E cuya coordenada de ı́ndice i es 1 será un conjunto subbásico abierto de E. Si tomamos
A

(0)
i = {0}, el conjunto de todos los elementos de E tales que xi = 0 es un conjunto

abierto subbásico de E.
Observemos que estos dos conjuntos correspondientes a A

(0)
i , A

(1)
i son complementarios en

E y como los dos son abiertos, estos conjuntos subbásicos son simultáneamente abiertos
y cerrados.
Sea Gi = {x ∈ E : xi = 1} y ∁Gi = {x ∈ E : xi = 0} entonces la familia de conjuntos Gi,
∁Gi, i ∈ N es la familia de subbásicos que sirve para definir la topoloǵıa del espacio E.
Esta topoloǵıa se obtiene tomando como base las intersecciones finitas de los conjuntos
que acabamos de indicar, que serán conjuntos abiertos.
Sea B esta base, entonces estará formada por conjuntos de la forma:
B = G∗

i1
∩ G∗

i2
∩ · · · ∩ G∗

in , donde i1 < i2 < · · · < in y G∗
ij

= Gij ó G∗
ij

= ∁Gij .
Observemos que B es el conjunto de todos los elementos que sobre los ejes Ei1 , Ei2 , . . . , Ein

tienen coordenadas fijas iguales a 0 ó a 1. La coordenada ij es 1 si G∗
ij

= Gij y 0 si

G∗
ij

= ∁Gij .

Sea B1 = ϕ−1(B), es claro que B1 es el conjunto de todos los elementos de K que tienen
las coordenadas de ı́ndice i1, i2, . . . , in fijas e iguales precisamente a las que acabamos de
indicar. Sabemos que B1 es abierto en K y por lo tanto como la imagen completa inversa
de cada básico de E es un conjunto abierto de K podemos afirmar que ϕ es continua. Por
lo tanto ϕ es un homeomorfismo de K sobre E.
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Recordemos que un espacio topológico X se dice totalmente disconexo si dados dos ele-
mentos distintos x1, x2 ∈ X existe un conjunto A simultáneamente abierto y cerrado que
contiene a uno de los sin contener al otro.

Propiedades topológicas del espacio E.

1) E es un espacio totalmente disconexo.
Sean x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) e y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) dos elementos distintos de E. Luego
existe un ı́ndice i tal que xi 6= yi, supongamos por ejemplo que xi = 1 e yi = 0. Conside-
remos el conjunto Gi = {z ∈ E : zi = 1}. Sabemos que Gi es abierto y además x ∈ Gi e
y /∈ Gi. Por otra parte probamos que Gi es cerrado, lo que termina la demostración.

Recordemos que Todo espacio totalmente disconexo es un espacio de Hausdorff.

2) E es un espacio compacto, por lo tanto E es normal.

Recordemos que la base B está formada por conjuntos simultáneamente abiertos y ce-
rrados. Sea A el cuerpo de subconjuntos de E generado por los conjuntos Gi, i ∈ N. Es
evidente que ∁Gi ∈ A y por lo tanto B ⊆ A. Se sabe que A está formado por los conjuntos
que se obtienen haciendo reuniones finitas de conjuntos básicos. Para eso basta probar
que las reuniones finitas de esos conjuntos básicos forman un cuerpo de conjuntos. Es
también claro que todos los conjuntos de A son abiertos y cerrados y que A es una base
para el espacio E. Probemos ahora que:

3) Si A es simultáneamente abierto y cerrado entonces A ∈ A.
Como A es abierto existe un familia de conjuntos {Ai}i∈I de A tal que A =

⋃

i∈I

Ai. Por

otra parte como A es un conjunto cerrado de un espacio de Hausdorff, entonces A es

compacto, luego existe un subcubrimiento finito de A, esto es, A =
n⋃

i=1

Ai, y como Ai ∈ A

para 1 ≤ i ≤ n entonces A ∈ A.

4) Si F es cerrado entonces F es la intersección de abiertos y cerrados.

Esto resulta del hecho que todo abierto es reunión de conjuntos abiertos y cerrados. En
particular:

5) Dado un conjunto cerrado F 6= E y un elemento p /∈ F existe un conjunto abierto y
cerrado N tal que F ⊆ N y p /∈ N .
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11.3. Representación del cálculo proposicional clásico con una
infinidad numerable de variables de enunciado

Podemos definir al cálculo proposicional clásico como un cálculo proposicional que veri-
fica los axiomas del cálculo proposicional implicativo clásico y los axiomas de Wajsberg.
Suponemos que el alfabeto contiene además de las variables de enunciado, los śımbolos
→, −, (, ).

L1) a → (b → a) ∈ T ,

L2) (a → (b → c)) → ((a → b) → (a → c)) ∈ T ,

L3) ((a → b) → a) → a ∈ T ,

N1) (a → −b) → (b → −a) ∈ T ,

N2) −− a → (−a → a) ∈ T ,

y se toma la regla de modus ponens como única regla de deducción.

Sea L/ ≡ el álgebra de Lindenbaum de este cálculo. De L1, L2 y L3 resulta que L/ ≡ es
un álgebra de Tarski. De L1, L2, N1 y N2 resulta que L/ ≡ tiene primer elemento 0. Por
el Teorema 8.7.9 podemos decir que L/ ≡ es un álgebra de Boole.
Por un razonamiento análogo a los que hemos estudiado anteriormente se prueba que
L/ ≡ es un álgebra de Boole libre con c generadores, siendo c = |{gi}i∈I |. Por otra parte
en el Corolario 8.3.1 hemos visto que el álgebra implicativa {0, 1} es una matriz carac-
teŕıstica para el cálculo proposicional implicativo clásico y la demostración de este hecho
se basaba esencialmente en la circunstancia de que la familia de los sistemas deductivos
máximos teńıa por intersección el conjunto {1}, es decir en el hecho que un álgebra de
Tarski es semisimple. Sabemos que en un álgebra de Boole, un sistema deductivo se puede
identificar con un filtro, por otro lado los sistemas deductivos máximos coinciden con los
ultrafiltros de L/ ≡. Si llamamos radical de un álgebra de Boole a la intersección de todos
sus ultrafiltros sabemos que es igual a {1}, ya que las álgebras de Boole son semisimples.
Procediendo de manera análoga a lo que hemos indicado para el cálculo proposicional
implicativo clásico, se prueba que el álgebra de Boole {0, 1} es una matriz caracteŕıstica
para el cálculo proposicional clásico. Esto significa que si A = {0, 1} entonces L/ ≡= PA.
Este resultado vale sin hacer restricciones sobre c = |{gi}i∈I |. Por lo tanto existe un cri-
terio de decisión para las tautoloǵıas del cálculo proposicional clásico. También podemos
afirmar que PA es el álgebra de Boole libre con c generadores.
Vamos a ver cuál es el álgebra de Boole libre en los distintos casos.
Sea c = n, número finito. Tenemos las variables de enunciado g1, g2, . . . , gn, y deter-
minemos el álgebra de Boole libre con n generadores. Sea E = An. Si x ∈ An entonces
x = (x1, . . . , xn) donde xi ∈ A, para 1 ≤ i ≤ n. L/ ≡n = PA es la familia de todas las fun-
ciones polinomiales que se obtienen suponiendo que en cada forma polinomial las variables
de enunciado g1, . . . , gn son elementos de A. A p(g1, . . . , gn) le corresponde pA(g1, . . . , gn)
donde g1, . . . , gn son variables de A.
En particular a cada variable gi le corresponde un polinomio giA, donde

giA(x) = xi =
{

0
1.
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Entonces giA es una función definida sobre An y que toma solamente los valores 0, 1. Por lo
tanto giA es una función caracteŕıstica. Sea Gi el conjunto de todos los elementos x ∈ An

en los cuales giA = 1. Entonces giA es la función caracteŕıstica del conjunto Gi ⊆ An.
De aqúı resulta que Gi es el conjunto de todos los elementos x ∈ An cuya coordenada de
ı́ndice i es igual a 1. De este modo obtenemos n conjuntos Gi, 1 ≤ i ≤ n. Es claro que
el conjunto E tiene 2n elementos ya que A tiene dos elementos. En forma análoga se ve
que a la fórmula −gi le corresponde el polinomio −giA que es la función caracteŕıstica del
conjunto ∁Gi de todos los elementos de E que tienen la coordenada de ı́ndice i igual a 0.
Dado un elemento arbitrario x ∈ E: x = (x1, . . . , xn). Pongamos:

G(x) = G∗
1(x) ∩ G∗

2(x) ∩ · · · ∩ G∗
n(x),

donde
G∗

i (x) = Gi si xi = 1 y G∗
i (x) = ∁Gi si xi = 0.

Es claro que a la forma polinomial g∗
1 ∧ g∗

2 ∧ · · · ∧ g∗
n le corresponde el polinomio:

g∗
1A ∧ g∗

2A ∧ · · · ∧ g∗
nA ∈ PA = L/ ≡n

que es la función caracteŕıstica del conjunto

G∗
1(x) ∩ G∗

2(x) ∩ · · · ∩ G∗
n(x).

Esto es, los polinomios mı́nimos que acabamos de escribir son las funciones caracteŕısticas
de los elementos del espacio E. Esta correspondencia entre funciones polinomiales y los
conjuntos de los cuáles ellas son funciones caracteŕısticas es como sabemos un isomorfismo.
De esto resulta que PA tiene 2n átomos y coincide con la familia de todas las partes del
conjunto E. Esto muestra que el álgebra de Boole libre L/ ≡n es un álgebra de Boole con
2n átomos y por lo tanto su número de elementos es 22n

. Como consecuencia resulta en
particular que un álgebra de Boole con tres átomos no es libre.

Consideremos ahora el caso que I es numerable: |I| = χ0, es decir g1, g2, . . . , gn, . . . son
una infinidad numerable de generadores. Sabemos que L/ ≡χ0

= PA.

Sea E =
∞∏

i=1

Ai, donde Ai = A = {0, 1}, para i ∈ N. A cada fórmula

p(g1, g2, . . . , gn, . . .) ∈ L

le corresponde una función polinomial

pA(g1, g2, . . . , gn, . . .) ∈ PA

en la forma definida anteriormente.

En particular a la fórmula gi le corresponde la función polinomial (gi)A(x) = xi ∈ A. Esta
función polinomial toma solamente valores 0, 1, por lo tanto es la función caracteŕıstica
de un cierto conjunto Gi ⊆ E; Gi es naturalmente el conjunto de todos los elementos cuya
coordenada de ı́ndice i es igual a 1. En forma análoga a la fórmula −gi le corresponde
la función polinomial definida como (−gi)A(x) = −xi ∈ A, de este modo la función
polinomial (−gi)A es la función caracteŕıstica del conjunto ∁Gi de todos los elementos
x ∈ E tales que su coordenada de ı́ndice i es igual a 0.
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De una manera general cada función polinomial es la función caracteŕıstica de una cierta
parte de E. Como esta correspondencia entre partes de un conjunto y sus funciones ca-
racteŕısticas es un isomorfismo y como los giA generan el álgebra PA, es evidente que
los Gi generan un álgebra A isomorfa a PA. Por lo tanto el álgebra libre L/ ≡χ0

= PA

es isomorfa al álgebra A de todos los conjuntos simultáneamente abiertos y cerrados del
espacio compacto totalmente disconexo E y entonces L/ ≡χ0

es isomorfa a la familia de
todos los conjuntos simultáneamente abiertos y cerrados del triádico de Cantor.
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Chajda I., Halas̆ R. and Zedńık J., Filters and annihilators in implication algebras,
Acta Univ. Palacki. Olomuc., Fac. Rerum Nat., Math. 37 (1998), 41-45.

Dudek W., On ideals in Hilbert algebras, Acta Univ. Palack. Olomuc. Fac. Rerum
Natur. Math. 38 (1999), 31-34.

Halas̆ R., Remarks on commutative Hilbert algebras. Math. Bohemica. 127, 4 (2002),
525-529.

Hong S. M. and Jun Y. B., On a special class of Hilbert algebras, Algebra Colloq.
3(3) (1996), 285-288.

Hong S. M. and Jun Y. B., On deductive systems of Hilbert algebras, Comm. Korean
Math. Soc. 11 (1996), 595-600.

Jun Y. B., Deductive systems of Hilbert algebras, Math. Japonica. 43, 1 (1996),
51-54.

Jun Y. B., Commutative Hilbert algebras, Soochow J. Math. 22, 4 (1996), 477-484.

Jun Y. B., Kim J.Y. and Kim H.S., Hilbert algebras inherited from the posets, Indian
J. Pure Appl. Math. 28, 4 (1997), 471-475.

APENDICE II
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Buşneag D., On the maximal deductive systems of a bounded Hilbert algebra, Bull.
Math. de la Soc. Sci. Math. de Roumanie, 31 (79) (1) (1987), 9-21.



Cálculo Proposicional Implicativo Clásico 107
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