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Abstract

Nous introduisons la notion d’algebre de Tarski monadique et nous indiquons
deux théorémes de représentation (paragraphes 4 et 5) pour cettes algebres que
sont une généralisation des théoremes de représentation de P. Halmos [3] pour les
algebres de Boole monadiques.

1 Les algebres de Tarski

Nous allons reproduire dans ce paragraphe un certain nombre de notions et de résultats
qui ont été exposés par A. Monteiro, pendant le premier semestre de 1960, [5] et qui ont
un rapport direct avec le probleme que nous étudions ici.

Définition 1.1 Soit (A, —,1) un systéme formé par un ensemble non vide A, une opé-
ration binaire — définie sur A, et 1 € A, qui vérifie les axiomes suivants:

T1) 2 — (y — 2) = 1.
T2) (z—(y—2)) > ((z—y) = (z—2) =1
T3) # —1=1.

T)) Siz—y=1 et y—az=1alorsz=y.
T5) (x —y) — o = .

Nous dirons alors que A est une algébre de Tarski [1], [2].

!'Note du rédacteur: Nous avons ajouté a la Bibliographie des travauzs publiés d’aprés 1967. Cet travail
a été presenté a la Reunion Anual de la Unién Matemdtica Argentina (1962), [7].



Lemme 1.1 Dans une algebre de Tarski on a:
T6) 1 — x = =x.
T7) © — z = 1.
T8) Six —y=1lety—z=1alorsz —2=1
Définition 1.2 Nous écrirons x <y, pour indiquer que x —y = 1. [4].
Lemme 1.2 La relation < est une relation d’ordre, et x <1, pour tout x € A. [4].

Parmi les regles de calcul valables, nous pouvons indiquer les suivants:

T9) 2 — (x = y)=2 —y.

T10) Siy < z,alorsz —y <x — 2.

T11) Six<yalorsy —» z <z — 2.

T12) 2 - (y — 2) =y — (x — 2).

Ti4) (z —y)—y=(y —>z) >

T15

) @
)
)
)
T) z—(y—2)=(@—y) —(r—2).
)
) (@ —y)—y) -z =y—uw
)

TI6) (z—y) —y) =y = o — .

Théoreme 1.1 Une algebre de Tarski A est un ensemble réticulé superiéurement. Plus
précisement, si x,y € A, alors:

rVy=(r—y) —v.

D’autres regles de calcul valables dans une algebre de Tarski, sont:

T17) (z — )V (y — ) = 1.
T18) z— (yVz) = (z —y)V(z—2).
T19) zV(z —y) =

T20) 2V (y — 2) = (xVy) — (xV 2).

Théoreme 1.2 Si A est une algebre de Tarski avec un premier élément 0, alors A
est une algebre de Boole, par rapport a la relation d’ordre < indiquée dans le lemme 1.2.
Le complément de x € A est donné par la formule —x = x — 0, et x ANy = —(—xV—y) =

[((x = 0) = (y = 0)) — (y — 0)] — 0.



Corollaire 1.1 Si A est une algébre de Tarski, et a € A, alors l'ensemble [a) =
{r € A: a < zx} est une sous-algébre de Tarski avec premier élément a, donc une
algebre de Boole, o:

i) Six € [a) le complément de x est —x =x — a
ii) Six,y €la), tANy=(y— (r — a)) — a.
iii) Six,y € la), alorsx —y=—axVy=(r—a)Vy.

i) Sixz,y € [a) alors (xVy) —a=(r—a)A(y— a).

2 Algebres de Tarski monadiques

Définition 2.1 Soit (T, —, 1) une algebre de Tarski et ¥ un opérateur qu’a chaque élément
a €T fait correspondre un élément Ya € T de telle maniére que les conditions suivantes
soient verifiées:

U1) v1 = 1.

U2) Vo — = 1.

U3) V((z — Vy) = Vy) = (Vo — Vy) — Vy.
U4) V(z —y) = (Vo —Vy) = L.

Le systeme (T, —,1,Y) s’appelle une algébre de Tarski monadique. Pour abréger nous
dirons que T est une algebre de Tarski monadique.

D’apres la définition 1.2, U2) et U3) nous avons
U5) Vo < x; U6) V(r — y) < Vo — Vy.
Comme zVy = (xr — y) — y, alors on peut écrire U3 sous la forme:
U7) Y(z VVy) = Vx Vv Vy.

Nous allons indiquer les principales regles de calcul qui sont valables dans les algebres de
Tarski monadiques.

U8) Wz = V.
D’apres U3 et U2 on a: Wz = V(Vx vV Vz) = Wz V Ve = V.

U9) Si z <y alors Vo <Vy.
Comme Vr <z <y dapres U3ona Vy = V(yVvVz) = VyVVz, donc Vr < Vy.



U10)

U11)

Si oz =Vo, y=VYy alors © —y = VY(x —y).

D’apres U4 (1) VY(r — y) < Vr — Vy. Comme y < z — y alors
Yy < V(r — wy), dou l'on déduit Vo2 — Vy < Vo — Vi — vy)
donc (Vx — V(z — y)) — V(z — y) < (Vo — Yy) — V(z — y), et alors
Ve VV(z — y) < Ve — Yy — V(r — y). Mais Vo V V(zr — y) =
Vix — y) VWze =V((z — y)VVz) = V((z — y)Va) = V1l = 1, car T19
est verifiée. Alors on peut affirmer que (Vo — Vy) — V(z — y) = 1 donc (2)
Ve — Yy <V(x —y).

De (1)et(2) 2 -y = Vo —-Vy =V(r—y).

V(Vx — y) = Vo — Vy.

Par Ub) Vy < y alors par T10) Vo — Vy < Vx — y et par U9) V(Vx — Vy) <
V(Vx — y).

Comme YWz = Vzx et YWy = Vy, en tenant compte de U10) V(Vz — Vy) = Vo — Vy,
donc:

(i) Ve — Yy <V(Vr — y).
D’apres U6) et U8) on a:

(i) V(Ve — y) < Wa — Yy = Vo — Vy.

De (i) et (ii) on déduit U11).

Définition 2.2 Soit T une algeébre de Tarski monadique. Un sous-ensemble, non vide, S
de T s’appelle une sous-algébre monadique de T si S wvérifie les deux conditions
suivantes:

S1) Sia,be S alorsa —beS.
S2) Sia€ S alors Va € S

Définition 2.3 Ja =V(a — Va) — a.

Par T1) nous savons que = < y — x, alors d’aprés la définition précedant nous avons

E1)

a < da.

En particulier:

E2)

J1=1.

Lemme 2.1 Ja = V(a — Va) — Va.

Dem. De Va < a on déduit (1) V(a — Va) — Va < V(a — Va) — a = Ja.

Comme Y(a — Va) < a — Va, alors d’apres T11) a = a VVa = (a — Va) — Va <
V(a — Va) — Va. d’ou 'on déduit d’apres T10 que

(2) da =V(a — Va) — a < V(a — Ya) — (V(a — Ya) — Va) =V (a — Ya) — Va.

De (1) et (2) on déduit le lemme. O



Définition 2.4 Nous dirons que a € T est invariant ou constant si Va = a.
Lemme 2.2 Pour qu’un élément a € T soit invariant il faut et il suffit que da = a.

Dem.  Supposons que Ya = a. Comme Ja = V(a — Va) — a nous aurons da =
Via—a) —a=Vl—-a=1—a=a.

Supposons maintenant que a = Ja, c’est-a-dire a = V(a — Va) — a, alors 1 = a — a
(V(a — Va) — a)) — a = V(a — Va) Va d'ou par U5) (i) 1 = V(V(a — Va) V a)
V(a — Va) V Va.

D’apres T1), nous savons que Va < a — Va, alors par U9) et U8) : Va = WWa
V(a — Va), et alors (ii) V(a — Va) VVa = VY(a — Va). De (i) et (ii) on a 1
V(a — Va) < a — Ya d’ou 'on déduit a — Va = 1 c’est-a-dire a < Va et comme Va < a
nous aurons a = Va.

|IVAN

O

Si X C T, nous posons VX = {Vz:z € X}.

Lemme 2.3 L’ensemble K = K(T') de tous les constants d’une algébre de Tarski monadique
T est une sous-algebre de Tarski de T, et K = VT.

Dem. En effet soient a,b € K, c¢’est-a~dire Va = a et Vb = b. Nous allons montrer que
a—bée K. Eneffet VaVv(a - b)=aV(ea—0=(a >0 —a) —wa=a—a=1
De cette égalité on déduit que : (i) V(Va V (a — b)) =VaVV(a — b) =aVV(a—b) =
(a = Y(a — b) — V(a — b) = 1. Mais d’autre part Vb =b < a — b dou VbV (a — b) =
a—betalors VY0V (a — b)) =VbV V(e —b) =V(a— b)donc Vb =b < V(a—b) <
a—bdouta—b<a—V(a—0b <a—b, cest-adire: (2) a - b=a— V(a — D).

De (1) et (2) on déduit (a — b) — V(a — b) = 1. Comme Y(a — b) — (a — b) = 1 nous
avons V(a — b) = a — b, ce qu’il fallait démontrer.

Observons encore que si a € K, c’est-a-dire Va = a. Alors comme YVa = Va, nous avons
que Va € K, donc K(T) ={Va:a €T} =VT. O

Observation 2.1 1) Sia,be K alorsaVbe K.
En effet comme K est une sous-algébre de T, alors aNV b= (a —b) — b€ K.

2) SiaeT, commeV(a— Va) € K etVae K, alors da = V(a — Va) — Va € K.

Lemme 2.4 Dans une algebre de Tarski monadique sont valables:
E3) Sia <b alors da < 3b.
E4) 3(aV b) = Ja Vv 3b.
E5) d(a — b) = VYa — 3b.
E6) A(Va) =
(@ —

E7) 3(a — Va) = 1.



Dem.

E3) Supposons que a < b, alors d’apres T11) b — Va < a — Va et par U9)
V(b — Va) < V(a — Va), donc par T11):

(i) Ja = V(a — Va) — Ya < V(b — Va) — Va.

Par le lemme 2.1
(1) Fb=V(b— Vb) — Vb.

Comme Ya < a < b, Ya < Vb, alors b,Vb € [Va), alors d’apres le corollaire 1.1, iii)
on a:

(2) b— Vb= (b— Va)VVb.
De (1), (2) et U7):
(3) Fb=V((b— Va)VVb) — Vb= (Y(b— Va)VVb) — Vb.

Comme Ya < b — Va alors d’apres U9) : Va = Wa < V(b — Va) < V(b — Va) V Vb,
et comme Va < Vb, alors Vb, V(b — Va) vV Vb € [Va) alors d’apres le corollaire 1.1, iii)

b = (V(b — Va) V V¥b) — Va) V Vb
et comme V(b — Va),Vb € [Va) d’apres le corollaire 1.1, (iv)
b = ((V(b — Ya) — Ya) A (Vb — Va)) V Vb

et comme (V(b — Va) — Va,Vb — Va,Vb sont des éléments de 'algebre de Boole
[Va) on a:
b = (V(b — Va) — Va) AVb) A (Vb — Va) V Vb)

Mais par T19) (Vb — Va) vV Vb =1, donc
Jb = (V(b — Va) — Va) > (V(b — Va) — Va)
et d’apres (i) on a finalement

b > V(a — Va) — Ya = Ja.

E4) En effet de a < Ja et b < b il résulte a V b < Ja Vv Ib alors d’apres E3) J(a VvV b) <
3(3a Vv 3b). Comme Ja,Ib € K alors JaV Ib € K c’est-a-dire 3(Ja V 3b) = Ja vV 3.
Donc on a J(a V b) < Ja Vv Ib. Inversement de a < aVbet b < aVbon déduit
Jb < 3J(aVvb) et dJa < I(aVb),donc JaV Ib < I(aVb). De (iii) et (iv) on déduit
E4).



E5) Come Va < a et b < 3b nous avons @ — b < Va — Jbet a — b <
a — b, donc a — b < Va — b, d’ou:
(v) 3(a — b) < I(VYa — 3b) = Va — Jb.
Inversement de b < a — b on déduit 3b < F(a — b) en outre Ib < Va — Ib donc
(Va — 3b) — J(a — b) = Va — Ib) — FbV I(a — b), maisaV (a — b) =1
donc a Vd(a — b) = 1 et alors Y(a vV 3(a — b)) = VaV I(a — b) = 1, don
(Va — 3b) — J(a — b) =1 cest-‘a-dire (vi) Va — 3b < J(a — b). De (v) et (vi) on
déduit E5).

E6) 3(Va) =V(Va — YWa) — Va = V(Va — Va) — Va =V1 — Va =1 — Va = Va.

E6) En remplagant b par Va dans E5) et en tenant compte de E6), nous avons
d(a — Va) =Va — I(Va) = Va — Va = 1.

3 Systemes déductifs

Définition 3.1 Nous dirons qu’un sous-ensemble D d’une algebre de Tarski A, est un
systeme déductif (s.d.), si:

D1) 1€ D,
D2) Sta€ D eta— be D alors b€ D, (modus ponens).

Si D # A nous dirons que D est un systéme déductif propre.

Si H C A, soit D(H) l'intersection de tous les systemes déductifs qui contient H. Il est
claire que D(H) est un systeme déductif, qui contient H et que D(H) est le plus petit
systeme déductif qui contient H. Si H = () alors D(()) = {1}. Si H = {a}, nous notérons
D(a) au lieu de D({a}).

Lemme 3.1 D(a) ={x € A:a -z =1} =[a).

Lemme 3.2 Si H # () alors:
DH)={x€A:h—(hg— (... > (hy—1x)...))=1, od h; € H'1<1i<n}.

Si C' est un systéme déductif, nous notérons D(C, a) au lieu de D(C U {a}).

Lemme 3.3 Si C est un systeme déductif alors D(C,a) = {x € A:a— x € C}.

Lemme 3.4 Si C est un systéme déductif alors D(C' U {a,b}) = D(D(C,a),b) = {x €
A:b—z2zeDCa)l)={xrcA:a— (b—2x)eC}.



Soit D = D(A) la famille de tous les systemes déducifs propres, d'une algebre de Tarski A.
Il est claire que (D, C) est un ensemble inductif supérieurement. A chaque élément maxi-
mal de cet ensemble ordonné nous dénominerons systéme déductif maximal
(s. d. maximal). Alors tout systéme déductif propre de A est contenu dans un systéme

déductif maximal. Nous notérons par E = E(A) la famille de tous les s.d. maximales de
A.

Lemme 3.5 Un systéme déductif propre U est maximal si et seulement si “Si a,b ¢ U
alorsa — b e U”.

Dem. Soit U uns. d. maximal de A et a,b ¢ U alors D(U,a) = A = D(U,b), et comme
be D(U,b) = D(U,a) d’aprés le lemme 3.3, a — b € U.

Supposons maintenat que U est un s.d. propre de A qui vérifiee “Si a,b ¢ U alors
a—beU.” et quil existe un s.d. propre M de A tel que (1) U C M. Soient b € A— M
et (2) ae M —U. Alors a,b ¢ U donc d’apres ’hypothese (3) a — b € U. De (3) et (1):
a— b€ M et comme a € M on déduit b € M, contradiction. O

Lemme 3.6 Si D est un s.d. propre d’une algébre de Tarski et x ¢ D il existe un s.d.
mazimal U telque D CU et x ¢ U.

Dem. Soit F la famille de tous les s. d. F tels que D C F et x ¢ F. Il est facile a
montrer que F est inductive supérieurement. Si U est un élément maximal de F, alors U
vérifie les conditions du lemme. O

Définition 3.2 Nous dirons qu’un sous-ensemble D d’une algébre de Tarski monadique
A, est un systéme déductif monadique (s .d. monadique), si:

D3) D est un systéme déductif.
D2) Sia € D alors Ya € D.

Si D # A nous dirons que D est un systéme déductif monadique propre.

Lemme 3.7 Si A est une algeébre de Tarski monadique alors:
1) D(Va) est un s. d. monadique.

2) D(a) est un systeme déductif monadique si et seulement si a € K(A).

Soit F = F(A) la famille de tous les systemes déducifs monadiques propres, d’une algebre
de Tarski monadique A. Il est claire que (F, C) est un ensemble inductif supérieurement.
A chaque élément maximal de cet ensemble ordonné nous dénominerons systéme déductif
ultramonadique ou systeme déductif monadique maximal (s. d. m. maximal). Alors tout
systeme déductif monadique propre de A est contenu dans un systeme déductif monadique
maximal. Nous notérons par M = M(A) la famille de tous les s.d. monadiques maximales

de A.



Lemme 3.8 St A est une algébre de Tarski monadique alors:

P1) Si D est un s.d. de A alors 3D = {3d : d € D} est un s.d. de l’algébre de Tarski
K =K(A), et3D=DNK.

P2) Si D est un s. d. propre de A alors 3D est un s. d. propre de K.

P3) Si D" est un s.d. de K alors D(D') est un s.d. monadique, et si D' est propre alors
D(D') est un s. d. propre de A.

Pj) Si U est un s.d. mazimal de A alors D(3U) est un s.d. monadique mazximal de A.
P5) Si M est un s.d. monadique mazimal de A alors M = D(3IM).

P6) Si M est un s.d. monadique maximal de A il existe un s.d. maximal U de A tel que
M CU et M=D@AU).

P7) Si U est un s.d. mazimal de A, il existe un unique s.d. monadique mazximal M tel
que M C U, plus précisement M = D(3U).

Dem.

P1) (i) 3D C K. Comme par 'observation 2.1, 2) Jda € K quelque soit a € A, alors il
est évident que (i) est vérifiée.
(i) AD =D N K. Soit t € AD, alorst =3ddou d € D et t € K, alors t = 3d € D,
doncte DNK.Site DNK alorst e D ett e K, donc It € 4D et dt =t donc
t € dD.
(iii) 9D est un systeme déductif de K. En effet, comme 1 € D alors 1 = 31 € 3D.
Soient x,z — y € 3D, ou z,y € K. Alors d’apres (ii) x,z — y € D et comme D est
un s. d., y € D, donc dy € D, et comme y € K on a finalement que y = dy € 4D.

P2) Supposons que 3D = K = VA, donc si t € A, alors Vi € YA = 3D, donc Vt = 3d
oudée D, alors dd € D. Comme dd -t =Vt -t=1€ Detdde Donate D
et alors A C D, donc D = A, contradiction.

P3) Soit x € D(D') alors par le lemme 3.2 :
h1—>(h2—>(—>(hn—>l’))):1, ol hZED/,lg’lSTL

Donc
Vihi = (ha = (... = (hy — x)...))|=V1=1

et d’apres U6)
1 <Vhy — (Vhy — (... — (Yh, = Vx)...))

et comme D' C K, Vh; = h;, 1<1i<n, alors

hiy — (ha = (... = (hy = Vz)...)) =1



donc Vx € D(D').
Si D(D') = A alors quelque soit k € K C Aon a k € D(D'), donc

et alors

Comme hy, hg, hs,...h, € D', on a d’apres 'application de n fois le modus ponens,
que k € D', donc D' = K.

P4) Comme U est un s. d. propre de A alors par P1) et P2) 3U est un s. d. propre
de K, donc par P3) D(3U) est un s. d. propre de A. Supposons qu'il existe un s.
d. monadique M; de A tel que M = D(3U) C M, et soit x € My — M. Comme
x € My et M; est un s.d. monadique alors (i) m; = Vo € M;. On a encore que
m; — x=Vr —-x=1¢ M, alors si m; € M on a que x € M, contradiction.
Donc my ¢ M. Si (ii) my € U alors 3my € JU, mais d’apres (i) my € K, c’est-
a~-dire Im; = my, donc my € U et comme U C D(IU) = M on a my € M,
contradiction, donc m; ¢ U.

Comme M; est propre il existe my € A — M; et alors Vmy ¢ M, donc Ymgy ¢ U,
car si Ymg € U alors Ymg = 3Vmy € 3U C D(IU) = M C M, donc VYmy € M, et
par consequent ms € U, contradiction.

Comme my,Vmy ¢ U, et U est un s. d. maximal, alors d’apres le lemme 3.5
my — Vmg € U, alors Vo — Ymy = VYmy — Ymy = 3(my — VYmy) € U C M, et
comme Yz € My on a Vmy € M, et par conséquent ms € My, contradiction.

P5) Comme M est en particulier un s. d. propre de A, d’apres P1) et P2) IM est un
s.d. propre de K. Par P1) on a que 3M C M, alors D(3M) C D(M) = M. Soit
m € M, comme M est monadique Vm € M et alors Vm = 3Vm € 3M C D(3M),
et comme Vm < m alors m € D(3IM).

P6) Comme M est en particulier un s. d. propre, il existe un s.d. maximal U tel que
(1) M C U, donc M C U et alors (2) D(IM) C D(3U). Par P4) nous savons
que D(3U) est un s. d. monadique maximal de A. Par P5) D(3IM) = M, alors
d’apres (2) M C D(3U) et comme M et D(3U) sont des s.d. monadiques maximales
M = D(3U).

P7) Soit U un s.d. maximal de A, alors par P4), M = D(3U) est un s.d. monadique
maximal de A. Comme JU C U alors M = D(3U) C D(U) = U. Soit M; un
s.d. monadique maximal tel que M; C U alors en tenant compte de P5), M; =
D(3M;) € D(3U) = M donc My = M.

O

Lemme 3.9 Soit A une algébre de Tarski monadique et D un s.d. monadique de A,

alors la relation x =y si et seulement si x — y, y — x € D, est une congruence
définie sur A.
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Définition 3.3 Si A y A", sont des algébres de Tarski monadiques, un homomorphisme
de A en A" est une application h: A — A" qui vérifie:

H1) h(zx — y) = h(z) — h(y).
H2) h(Vzx) = Vh(z).

Si h est suryective (inyective), nous dirons que h est epimorphisme (monomorphisme). Si
h est un epimorphisme et un monomorphisme, nous dirons que h est un isomorphisme, et
notarerons A = A'.

Si h: A— A est un epimorphisme nous dirons que A’ est une image homomorphique
de A.

Si A est une algebre de Tarski monadique, et D un s.d. monadique de A et a € A,
nous notérons |a|p ou |a| la classe d’equivalence module D qui contient a, c’est-a-dire
la] = {x € A:x =y} et nous notérons A/D I’ensemble de toutes les classes d’equivalence
module D, algebrisés de la facon suivante:

1) Jef = Jyl = |z —yl

2) Vx| = V|z|.
Alors il est facile a voir que A/D est une algebre de Tarski monadique, tel que |1| = D
est le dernier élément et que I'application a(a) = |a| de A dans A/D est un homomor-

phisme qui vérifie a(A) = A/D. L’algebre A/D s’appelle algebre quotient de A par
D.

4 Représentation d’une algebre de Tarski monadique
par une algebre de Tarski monadique d’ensembles

Soit E un ensemble, non vide, et 2F la famillie de toutes les parties de £. Nous savons

que si nous posons:
X Y =CXUY, ot X,Y e2F

alors (2F, —, E) est une algebre de Tarski (d’ensembles), plus précisement est une algebre
de Boole.

Soit E un ensemble non vide et P = {P; : ¢ € I} une partition de I’ensemble E.
Si X CFE posons VX = {PeP:PC X},
alors il est claire, d’apres la définition de I'opérateur V, que:
1) SiX=U{P;:jeJCI},ouJ+#0alors VX = X.
2) Si J = () alors VX = (), en particulier V) = ().
3) VE = E, (axiome Ul).
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4) VX C X, (axiome U2).
Encore nous avons:

5) WX = VX.
Si VX = () alors d’apres 2), WX = V) = ) = VX. Si VX # () alors d’apres 1), et la
définition de V, on a VWX = V.X.

6) VCVX = CVX.
Si VX =) alors VCVX =VC) =VE = E=C) =CVX.
Si VX # (), alors: Premier Cas) VX = E, c'est-a-dire X = E, alors VCVX =
VCE = V) = ) = CE = CVX. Deuxiéme cas) VX # E, alors VX = U{P; €
P:P C X,jeJ C I} oudJ # 0 donccomme P est une partition de E,
CVX =U{P. € P:kel—J}, alors d’apres 1) on a VCVX = CVX.

7) SiX,)Y CFEet X CY alors VX C VY.
Si VX = () alors il est claire que VX C VY. Si VX # ) soit t € VX alors t € P,
PeP, PCX,etcomme X CY alorsonate P,PeP, PCY, doncteVY.

8) V(VX UVY) = VX U VY.
Si VX UVYY =0 alors V(VX UVY) =0 = VX UVY.
SiVX UVY # () alors VX # () or VY # () alors VX UVY est la reunion d’ensembles
de la partition P, et d’apres 1) on a: V(VX UVY) =VX UVY.

9) V(X UVY) =VXUVYY, (axiome U3)
VX UVYY C X UVYY donc d’apres 7) V(VX UVY) C V(X UVY). Mais par 8)
VVXUYY) =VXUVYY. Donc VXUVY CV(XUVYY). Montrons que V(X UVY) C
VXUVY. SiVY = ) alors V(XUYY) = V(VXUD) = WX = VX =VXUD = VXUYY.
Si VY # 0 alors VY C X UVY, donc d’apres 5) et 7) VY = WY C V(X UVY), et
alors V(X UVY) # 0, donc VY = {P; € P:jeJou P CY,JCI,J#0.
Soit t € V(X UVY), alorst € P ou P C X UVY.
Si P= Pj,oujec Jalors PCVY, donct e VX UVY.
Si P # P; pour tout j € J alors PN P; = () pour tout j € J, alors de P C X UVY,
ona P =PN(XUYY)=(PNX)U(PNVY) = (PNX)UU{PNP;:je J} =PnX,
c’est-a-dire P C X et alors P CVX. Comme t € P alorst € VX CVX UVY.

10) V(CX UY) C CVX UVYY, (axiome U4)
Comme VX C X, alors CX C CVX, alors CXUY C CVX UY, et d’apres 7)
V(CXUY) CVY(CYXUY), et comme CYX = VCVX, d’apres 8) nous avons V(CV.X U
YV)=V(VCVXUY)=VCVX UVY =CVX UVYY.

Nous avons ainsi montre que (2€, —, F. V) est une algebre de Tarski monadique (voir [6]).
Toute sous-algebre de Tarski monadique de cette algebre sera dite une algebre de Tarski
monadique d’ensembles.
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Soit T" une algebre de Tarski monadique. Nous pouvons laisser de coté le cas trivial ou T
a un seul élément. Si D € D = D(T), soit ¢(D) la famille de tous les systemes déductifs
maximaux de 7" qui contiennent D, c’est-a-dire:

o(D)={UeE=E(T):DCU}

Si D est propre la famille ¢(D) n’est pas vide, parceque tout systeme déductif propre
est contennu dans un systeme déductif maximal. Si D = T alors ¢(D) = ¢(T) = 0.
Observons que sia € T alors {U €e E: D(a) CU} ={U € E:acU'}.

Si a € T posons ®(a) = ¢(D(a)), alors en particulier ®(1) = ¢p({1}) = E.

Soit P(A) = 2F la famille de toutes les parties de E, qui est une algébre de Tarski quand
on définit 'opération d’implication par la formule:

X —-Y =CXUY, X,Y € 28,

ou CX répresente le complément de I’ensemble X par rapport a I’ensemble E. Nous allons
montrer que ® est un isomorphisme de 1’algebre de Tarski T" sur une sous-algebre de Tarski
T' de 2B, c’est-a-dire que ® est biunivoque et ®(a — b) = ®(a) — ®(b), quelques soient
a,beT.

1) ®(a — b) = ®(a) — P(b), quelques soient a,b € T.
En effet soit U € ®(a — b), alors U € Eet (1) a - b e U. SiU ¢ CP(a), c’'est-a-
dire U € ®(a), alors (2) a € U. De (1) et (2) on déduit que b € U, et par conséquant
U € ®(b) donc ®(a — b) C CP(a) U P(b) = P(a) — D(b).
Soit U € ®(a) — ®(b) = CP(a) UP(b). Si U € ®(b) c’est-a~dire b € U, alors comme
b<a—bona a—beU,doncU € ®(a —b).
Supposons maintenant que U ¢ ®(b) alors U € CP(a), donc b ¢ U et U ¢ P(a),
c’est-~dire a ¢ U. Comme U est un s.d. maximal et a,b ¢ U alors d’apres le lemme
3.5,a—beU,donc U € ®(a — b), c’est-a-dire ®(a) — ®(b) C P(a — b).

2) Sia,beTeta#balors ®(a) # d(b).
Comme a # b, il existe U € E tel que a € U et b ¢ U, donc ®(a) # ®(b).

Nous avons ainsi démontré que 'algebre de Tarski 7" est isomorphe a ’algebre de Tarski
T =o(T).

Nous devons maintenant définir une partition de ’ensemble E qui nous permettre définir
un opérateur V sur 2 et construire une algebre de Tarski monadique d’ensembles. Soit
M = M(T'). Remarquons tout d’abord que:

1) (M) # 0, quelque soit M € M.
En effet comme M € M, alors en particulier M est un systeme déductif propre,
alors par le lemme 3.8, P6) M C U, ou U € E, c’est-a-dire U € p(M).

2) Si Ml, M, € M, M, 7é M> alors QO(Ml) N QO(MQ) = @
D’apres le lemme 3.8, P7) chaque systeme déductive maximal de T contient un seule
systeme déductif monadique maximal.
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3) E=U{p(M): M € M}.
Si U € E, d’apres le lemme 3.8, P7) il existe un unique M € M tel que M C U,
donc U € ¢(M). En outre il est clair que (M) est unique.

Nous avons ainsi démontré que la famille {p(M)} yren est une partition de ’ensemble E.
Donc si nous définissons pour toutes les parties de E un opérateur de la fagon suivante:

Si X CE, alors VX = J{o(M): (M) C X}.

nous savons que (2E, — E, V) est une algébre de Tarski monadique.
Nous allons montrer que 1’algebre de Tarski monadique 1" est isomorphe a une sous-algebre
de Tarski monadique de 'algebre de Tarski monadique 2F.

Lemme 4.1 Si k€ K = K(T) alors ®(k) =V®(k).

Dem. Nous savons que (i) V®(k) C ®(k). Soit U € ®(k) = p(D(k)), alors (1) D(k) CU
et (2) U € E. De (1) on déduit k € U et comme k € K on a: (3) k =3k € 3U C D(3IUV).
Mais comme U est un s. d. maximal, par le lemme 3.8 , P7) il existe un unique s.d.
monadique maximal M tel que (4) M C U, plus précisement M = D(3U). De (4) on
déduit que (5) U € p(M).

Voyons que (6) ¢(M) C p(D(k)). Soit U’ € p(M) alors (7) D(AU) =M C U et U’ € E.
De (3) et (7) on a k € U’ donc D(k) C U’ et comme U’ € E on a U € o(D(k)). De (5)
et (6) on a finalement U € VO (k) = {p(M’) : o(M') C &(k) = p(D(k))}. O

Lemme 4.2 Sixz €T alors ®(Vz) = VP(x).

Dem. De Vx <z on déduit &(Vz) C &(z), comme Vo € K, et V est monotone, d’apres
4.1, ¢(Vx) =Vo(Vx) C VP(x).

Soit U € V®(z) alors U € o(M), ou M € M et (1) o(M) C ®(z) = ¢(D(x)). Montrons
que (2) z € M. En effet si z ¢ M, par le lemme 3.6 il existe un s.d. maximal W tel que
(3) M C W etaxd¢W,alors D(xz) £ W et par conséquent (4) W ¢ o(D(x)). (3) et (4)
sont en contradiction avec (1). Comme M est un s. d. monadique, de (2) on déduit que
Vx € M, donc D(Vx) C D(M) =M C U et alors U € &(Vz). O

Nous avons ainsi demontré que (T, —,1,V) et (T = ®(T'), —, E,V) sont des algebres de
Tarski monadiques isomorphes.

5 Représentation functionelle des algebres de Tarski
monadiques

Soit Z un ensemble non vide et T" une algebre de Boole complete. Considérons 1’ensemble
T de toutes les applications de Z dans T'. Prenons sur 77 I’opération — définie coordonné
par coordonné et I’application V au moyen de I'égalité (ou f € T7) :

Vf)(z)= A f(x), pourtout z € T.

zel
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Le systeme (T7, —, V) est une algebre de Tarski monadique. Toute sous-algebremonadique
de cette algebresera dite une algébre de Tarski functionnelle monadique.
Une algébre de Tarski functionnelle monadique A est dite riche si pour chaque fonction
f € A il existe un point xy € Z tel que f(xg) = /\If(:E).

re

Nous savons, d’apres la définition que si D est un systeme déductif alors la constant 1
appartient a D.

Définition 5.1 Un s.d. D propre d’une algebre de Tarski monadique A s’appelle libre si
DN K(A) ={1}, c’est-a-dire si l'unique constant qui appartient a D est I’élément 1.

Lemme 5.1 Pour qu’un systeme déductif D, propre, de A soit libre il faut et il suffit que:
(1) “sid € D alors 3d = 1.

Dem. Si le systeme déductif propre D est libre alors si d € D, on a d < dd = 1.
Reciproquement si D est un systeme déductif propre qui vérifie la condition (I) alors si
ke KND,alors k =3k =1, donc D est libre. O

Soit 1 = 1(A) la famille de tous les systemes déducifs libres, d’une algebre de Tarski
monadique A. 1l est claire que (I(A4), C) est un ensemble inductif supérieurement. A
chaque élément maximal de cet ensemble ordonné nous dénominerons ultralibre (systeme
déductif libre maximal). Alors tout systeme déductif libre de A est contenu dans un
ultralibre. Nous notérons par L = L(A) la famille de tous les systemes déductifs libres
maximales de A.

Définition 5.2 Soit A une algebre de Tarski monadique et j un homomorphisme de
Ualgebre de Tarski A dans Ualgébre de Tarski K = K(A), tel que j(k) = k pour tout
k € K. Cet homomorphisme j s’appelle un caractére de [’algebre A.

Exemple 5.1 Soit j un caractere de 'algébre de Tarski monadique A et D sont noyau,
c’est-a-dire D = {x € A : j(x) = 1}. Voyons que D est un s.d. libre maximal de A.
Comme D est le noyau de I’homomorphisme j, alors D est un systeme déductif. En outre
siz € DNK(A) alors j(x) =1 et j(x) = x, carx € K, doncx = 1. Si D n’est pas un s.d.
libre mazimal alors il existe un s.d. libre mazimal D' tel que D C D’. Soitt € D' — D.
Commet ¢ D1 +# j(t) =k € K, et j(k) =k, donct — k € D C D'. Alors on a
t,t = keD, doulon déduit k € D' et comme D' est un s. d. libre 3k =1, mais k € K
donc 3k =k, et alors k = 1, contradiction.

Lemme 5.2 St A est une algeébre de Tarski monadique, avec plus d’un élément et D est
un s. d. libre alors D est propre.

Dem. Si D = A alors dz =1 quelque soit x € A, donc 1 = dVx quelque soit x € A, et

comme FVx = Vo < x alors = 1. Cela montre que A a un seule élément, contradiction.
O
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Lemme 5.3 St A est une algébre de Tarski monadique, avec plus d’un élément et a est
un élément libre alors D(a) est un s. d. libre.

Dem. Nous savons que D(a) = {z € A: a — z = 1}, alors si € D(a) c’est-a-dire
a— x=1,donc a <z et alors 1 = 3Ja < 3z donc Iz = 1, alors D(a) est un s. d. libre.
O

Lemme 5.4 Si A est une algébre de Tarski monadique, avec plus d’un élément et a # 1
alors il existe un s. d. libre mazimal J tel que a ¢ J.

Dem. Soit b = a — Va, nous savons d’apres le lemme 2.4, E6) que a 3b = 1 c’est-a-dire
b est libre et d’apres le lemme 5.3 D(b) est libre. Soit J un s. d. libre maximal tel que
D(b) C J, alors si a € J, comme ¢ — Ya € D(b) C J on déduit que Va € J et comme
J est un s. d. libre dVa = 1 c’est-a-dire Va = 1 et par conséquant a = 1, contradiction.
Donc a ¢ J. O

L’intersection RL(A) de tous les sytemes déductifs libres maximaux d’une algebre de
Tarski monadique A s’appelle le Radical Libre de A.

Lemme 5.5 Toute algebre de Tarski monadique A est librement semi-simple, ¢’est-a-dire
RL(A) = {1}.

Dem. C(C’est une conséquance inmediate du lemme 5.4. O
Nous allons montrer le théoreme suivant:

Théoreme 5.1 Si A est une algébre de Tarski monadique finie, avec plus d’un élément
et J est un s. d. libre mazimal il existe un caractére ¢ tel que le noyau de 1 est J.

Lemme 5.6 Si J est un s. d. libre d’une algébre de Tarski monadique A, eti |x|; N
K(A) # 0 alors |z|; N K(A) a un seule élément.

Dem. Soient ky, ke € |z|; N K(A) donc (1) ki, ke € |z]; et (2) k1, ke € K(A). D’apres
(1) on a ky — ke € J et kg — ky € J. Alors en tenant compte du lemme 2.4, E5) et que
J est un s. d. libre on a Vky — Fke = A(ky — ko) = 1 et Vhky — by = (ks — k1) = L.
Alors d’apres (2) on a ky — ko =1 et ks — ky = 1.J, donc ky = ko. O

Lemme 5.7 St A est une algebre de Tarski monadique finie, avec plus d’un élément et
J un s. d. libre mazimal J alors dans chaque classe d’equivalence module J il existe une
constante.

Dem. Soit C une clase d’equivalence module J. Montrons que:
(1) Sib,c e C alorsbV ce C.
En effet, comme ¢ < bVecalors ¢ — (bVe) =1 € J. D’apres T16) (bVe) - c=b— c € J,

doncc=bVe, et commece Cona:bVeedd.
n

Soit C' = {c1,¢2,...,cn} et (2) ¢ = \/ ¢, alors d’apres (1) nous avons (3) ¢ € C. Nous
i=1
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allons montrer que Ve € C| c’est-a-dire que Ve = ¢ (module J). Nous savons que Ve —
¢ =1 € J. Montrons que ¢ — V¢ € J. Soit D = D(J,c — V). Alors si x € D on a (4)
(¢ = Ve) — z € J. Comme J est un s. d. libre et en tenant compte de E5) :

(5) V(¢ —Ve) — dz=3F((¢c — Ve) - x) = 1.

Comme z < Jdx on a:
(6) (c—Ve)— x<(c— Ve)— 3,
et comme J est un s. d., d’apres (4) et (6) on a:
(7) (¢ —Ve)— dx e J

Par T1) nous savons que:

(8) (¢c—Ve)— x<Ve— ((c—Ve)— x).
Comme J est un s. d., de (4) et (8):

(9) Ve— ((c—Ve)— ) e

Mais par T13)

(10) Ve — ((c—=Ve) — ) = (Ve — (¢ — Vo)) — (Ve — x)

et comme
(11) Ve — (¢ —Ve) =1,

on a d’apres (9), (10) et (11) que:
Ve—zeJ

donc
Ve — Jdx =We — Jo =3 (Ve — x) = 1,

c’est-a-dire
(12) Ve < dz.

Nous avons ainsi que Jz, ¢ € [Vc), alors d’apres le corollaire 1.1 (iii), et T16)
¢ — Jdor = (c—Ve)V Iz,

donc
(13) ¢VIr=(c—dx) > dx=((c = Vo)V 3Izr) — Jx =
(((c = Ve) — 3z) — 3r) — v = (c — Ve) — .

Alors d’apres (7) et (13) on a
(14) cvdze
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Nous savons que :
c—(j—c)=1€J et (j—=c¢c)—c=j7VceJ quelque soit j€ J

alors j — ¢ = ¢ quelque soit j € J, et comme ¢ € C, on a j — ¢ € C quelque soit j € J,
alors d’apres (2) j — ¢ < ¢ et comme ¢ < j — ¢ on a finalement:

(15) ¢=j — ¢ quelque soit j € J
De (14) et (15), en tenant compte de T16):
c=(cvVdx) -c=(FxVec)—c=

=((Fr —c)—c)—c=3Jx—c

Donc
l=c—c¢c=3Fx—c¢c)—c=dxVe

et alors
1=V1=4dzVVe

Comme d’apres (12), Ve < Jz on a finalement 3z = 1. Alors D est un s.d. libre qui
contient J. Comme J est un s.d. libre maximal on a D = J et alors ¢ — Ve € J, donc
Ve = ¢ (module J) et comme ¢ € C on a Ve € C. O

Corollaire 5.1 Si T est une algeébre de Tarski monadique finie et si J est un s. d. libre
mazimal, chaque classe d’équivalence, module J contient une constante et une seule.

Lemme 5.8 St T est une algeébre de Tarski monadique finie et D un s. d. tel que chaque
classe d’équivalence, module J contient une unique constante alors il existe un caractére
J tel que le noyau de j est D et A/D est isomorphe a K = K(T).

Dem. Soit 7" =T/D et j ’homomophisme naturel de 7" sur 7", alors le noyau de j est D.
Soit ¢ la transformation qu’a chaque classe d’équivalence (module J) L fait correspondre
I'unique constante de L, c’est-a-dire: si k € K alors (L) = k. Alors ¢ : T" — K et il est
claire que ¢ est suryective.

Soient w(Ly) = ky et p(Lg) = ko, ol k1, ko € K, alors Ly = |ky|, Lo = |ko| et L1 — Ly =
k1 — ko| = k1| — |k2. Donc p(L1 — La) = [k — k| = ¢(L1) — ¢(La).

Si p(L1) = ¢(Lg), alors k1 = ks, c’est-a-dire ¢ est biunivoque.

Comme la constante qui appartient a D est 1 il est claire que le noyau de ¢ est D.
Considerons la tranformation ¢ : T — K, définie par ¥(t) = ¢(j(t)), ou t € T, qui est
évidenment un homomorphisme de 7" sur K. En outre si k € K, ¥(k) = ¢(j(k)) =k, et

v (1) =57 (1)) =5(ID]) = D. 0
Des lemmes 5.6, 5.7 et 5.8 on déduit le théoreme 5.1.

Définition 5.3 Un systéme déductif libre maximal D tel que chaque classe d’équivalence
(module D) contiente une unique constante s’appelle un individu.
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D’accord cette définition le lemme 5.8 dit : Tout individu est noyau d’un caractére. Nous
allons montrer que:

Lemme 5.9 St ¢ est un caractere d’une algebre de Tarski monadique alors son noyau
est un individu.

Dem. Soit D = v¢~! le noyau de ¢. Nous savons que D est un s. d. libre maximal.
Soit a € L tel que ¥(a) = k, alors comme (k) = k on a ¥ (a) = ¢ (k), c’est-a-dire a = k
(module D) et k € K. Alors chaque classe d’équivalence contient une seule constante,
donc D est un individu. O

Pour obtenir une représentation d’une algebre de Tarski monadique 7' comme une algebre
fonctionel, nous devons considérer la famille Z de tous les individus de T'. Mais en général
une algebre T' n’a pas des individus. Supposons maintenat que la famille Z des individus
de T est non vide. Pour chaque D soit j le caractere correspondant. Nous allons a
représenter chaque él’ement f € T" comme une fonction F' de Z dans K = K(T') tel que
F(D) = j(f) € K, pour tout D. Soit ¢ cette représentation. Nous savons que F € K7,
ensemble des fonctions définies sur Z et ayant valeurs dans K. Nous allons montrer que
¢ est un homomorphisme de T dans KZ, c’est-a-dire o(f — g) = ¢o(f) — ©(g).

En effet soit h = f — g, alors ¢(h) = H, o(f) = F et ¢(g9) = G, donc H(D) = j(h) =
J(f—9)=j(f) = jlg) = F(D) = G(D) dou H=F — G et p(h) = p(f) — ¢(g) =
o(f — 9).

Soit T" = ¢(T) C K7, alors T' est une sous-algébre de Tarski de l’algebre de Tarski
K?”. Nous avons obtenue une représentation homomorphique de 7' comme une algebre
fonctionnel.

Lemme 5.10 Si la intersection des éléments de T est {1} alors la transformation ¢ est
biunivoque.

Dem. Soient f,g €T, o(f) = F et ¢(g) = G. Si p(f) = p(g) c’est-dire F' = G, alors
F(D) = G(D), pour tout D et en conséquence j(f) = j(g) c’est-a~dire f = g (module
D) donc f — g, g — f € D, pour tout D, donc f — g € ({D : D € I} = {1} et
g—feM{D:DeI}={1},donc f=g. O

Définition 5.4 Un sous-ensemble X d’une algébre de Tarski A sera dite compléte supé-
rieurement siY C X, Y £, il existey=\V{x:x €Y} ety e X.

Théoréme 5.2 Si T est une algebre de Tarski monadique tel que l’ensemble K = K(T')
est complete supérieurement alors tout systeme déductif libre maximal est un individu.

Dem. Soit J un s. d. libre maximal. Nous allons montrer que chaque classe
d’équivalence C' contient une constante. Si C' = J, le théoreme est évident car 1 € J. Sup-
posons que C' # J. Soit C' = {¢; : i € I}, alors par hyphotese il existe s = \/{V¢; : i € I}
et s e K.
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Soit ¢ un élément de C' nous montrerons que s = ¢ module J, et alors s € C.
Soit J' = D(J,{c — s,s — ¢}), nous savons d’apres le lemme 3.4 que

J' = D(D(J,c — s),s — c).

Alors si z € J' on a:
(s = ¢)—xe€D(Jc—s)

donc
(1) (c—=s)=(s—c)—x)ed

Comme z < dz, on a
() (c—>8) = (5= =)< (c—s) — (s ) — 30)
Comme J est un s. d., de (1) et (2) on déduit:
3) (c—s)—((s—c)—3dxr)eJ
et comme J est un s. d. libre on a d’apres (3)
Vic—s)— (V(s—c¢)—dz)=V(c—s)— (s —c)— dx) =

(c—s)—((s —c)—3Tx)) =1

Comme
(c=s)=((s—=c)—a)<s—(c=s)=((s—c)—ua))=

(s = (c—=s) = (s = ((s =) —a)).
et s — (c—s)=1ona
(c=s)=((s—c)—a)<(s—((s—>c) =)=
(s —=s) = (s—¢c) = (s—x)=
(s—c¢c)—(s—x)=5— (c—ux))

et alors d’apres (1)
4) s—(c—x)eJ

et comme J est un s. d. libre
(5) Vs— Ve—3dr)=3F(s— (c—ux))=1
et comme s € K, c¢’est-a-dire ds = s on a
6) s— Ve—dx)=1

donc
(7) s < (Ye— dx)
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c=s)=((s—c)—z)<c—=((c=s)=((s =) —1) =
(c=(c—=s)=(c=((s—=c)—a)) =
((c=c)=(c—s8)=(c=(s—¢) = (c—ux)) =
(c—=s)—=(c—=x)=c—(s— ).
Alors d’apres (1) on a:
c—(s—x)ed
Comme z < Jdz on a
c— (s—1x)<c—(s— dr)
donc
c— (s—dr)eJ

et alors comme J est un s. d. libre
Ve— (Vs — do)=Ve— ((s— ) =F(c— (s — dx)) =1
O

Corollaire 5.2 Dans une algebre de Tarski monadique T tel que la famille K = K(T)
de toutes les constantes est compléte supérieurement dans T' le radical individual est égal

a {1}.
Dem. Il suffit d’observer que 'intersection de tous les systemes déductifs libre maximal
est {1}, et que dans ce cas tout systeme déductif libre maximal est un individu. O

Théoréme 5.3 Si T est une algebre de Tarski monadique tel que la famille K = K(T)
de toutes les constantes est complete supérieurement dans T, alors T est isomorphe a une
algebre functionelle riche.

Dem. Soit Z la famille de tous les individus de T'. Si J € 7 soit j le caractere
correspondant a J et A = K7 D'algebre de Tarski functionelle monadique. A chaque
élément f € T nous le faisons correspondre élément F' € A définie de la fagon suivante:

F(J)=34(f)e K=T/J

Soit ¢ tel repreésentation, c’est-a-dire ¢(f) = F Nous savons dja que ¢ est un homo-
morphisme de Tarski de 7" dans A. En plus le radical individual est {1}, alors ¢ est un
isomorphisme de Tarski de T" dans A.

Nous allons montrer que p(Vf) = Vp(f), quelque soit f € T. En effet de Vf < f on
déduit p(Vf) < Ve(f). Soit Vf = g, alors G(J) < F(J), pour tout J, donc G(J) = j(g) =
J(Vf) = Vf, cest-a-dire G(J) est constant. Alors G(J) = Vf < F(J), pour tout J et
GU) =V < A =VF.

€

Nous devons maintenat démontrer q’uil exist un point Jy tel que F(Jy) = Vf. Soit
a= f — Vf, qui est un élément libre (voir...). Alors D(a) est un s. d. libre et il est con-
tenu dans un s. d. libre maximal Jy, donc a = f — Vf € Jy et alors f =V [ (mod Jy) et
J(f) =V f. Alors F(Jy) =V f et F atteint son extréme inférieure. Donc VF =V f = G(Jy),
VE =Vo(f) = ¢lg) = ¢(V). O
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Théoreme 5.4 Toute algebre de Tarski monadique est isomorphe a une algebre de Tarski
monadique fonctionemme riche.

Dem. Soit T une algebre de Tarski monadique, donc il existe une algebre de Tarski 77
qui vérifie les conditions suivantes:

1) T est isomorphe a une sous-algébre T de T .
2) Les constantes de T” forment une sous-algebre compléte supérieurement dans 77.

Par le théoreme antérieur ’algebre T est répresentable isomorphiquement par une algebre
fonctionelle riche, donc le méme chose passe avec T” et T O
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