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ALGEBRAS DE HEYTING

1. Definiciones y reglas de calculo.

1.1. Definicion.

Definicién 1.1.1 Un dlgebra (A, A, V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) se dice un algebra de
Heyting [3], [4] o reticulado relativamente pseudo complementado con primer elemento 0
(G. Birkhoft, [1]) si verifica:

Hy) OAxz =0
H)z—z=1
Hy) (x—y)Ny=y

Lema 1.1.1 Si A es un dlgebra de Heyting, entonces (A, A,0,1) es un reticulado inferior
con primer y ultimo elemento.

Demostracion:

P)1ANz=x

P) zANl=zxAzx
) H3)

anl 2 TAN(r—zx) = Az

P)l—-z=x

)

1—>a7:11/\(1—>x)H:3) B

1Nz ==x

P) zhy=yAz

P3)

w I=yr(l—a) Zynz

TAY = 1—>(x/\y)H:4)

P) zhx=x

xlj:l)l/\xlaé)x/\li)x/\x
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R) zA(@Ay) =z Ay )
sA@AY) Eaen@—@iy) D aenl@z—y A —a)]=
Donfw—yalZeain@—y) Zar@—y @Pany

P)xNyAz)=zxzA[(xAy)AZ]
eA (@A Ad Zanfe— @Ay A2 Zanle—2) A — (@ Ay)] =
Zanlw =A@ =y A=) Zeal@—2)A (@ —y) AL =
H)asA[(wz)A(m(xey»]@m(xezmuﬁynHé)w[w<ym>]=

=2 A (yA=2)

r)

) (@Ay)A(yAz)=(xAy)Az .

@EANAGAD) Z @ANA (@A) AY AL D @AY AA[GAT)AZ] =
Daapalgrnnd 2 @ag) Aleay a2 @ay)ncz

Py) zAN(yNnz)=(xAy) Az
TA(YA=2) = (y/\z)/\xpé) (z/\y)/\xpé) (zAy) A (yAx) W (T AY)AN(YAz)=

) (xANYy) Az

De P,), Py), Ps) y Py) resulta que (A, A, 0,1) es un reticulado inferior con ltimo elemento
1 y primer elemento 0. n

Definicién 1.1.2 Pongamos x <y para indicar que © = x N\ y.
Lema 1.1.2 < es una relacion de orden parcial en A.

Demostracion:
01) x <z pues por Ps),z ANz = z.
0) Sizx<yyy<zentoncesz ANy=2xyyAz=y.Luego, x =y.

P
O;) Six<yyy<zentoncest Ay=xyyAz=y.Luego, t=xAy=xA(yA2) )

(x ANy)Nz=x Az Estoes, z < z.

Lema 1.1.3 El elemento x V y es el supremo de x e y con respecto al orden indicado en
la definicion 1.1.2. Esto es :

S))z<zVyey<azVy.

So) Six<zey<zentoncesxVy<z
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Demostracién: Por H;), (zVy) — (xVy) = 1; por Hs), [z — (zVy)|Aly — (zVy)] = 1.
Por lo tanto, z — (zVy) =1y y — (x Vy) =1, lo que prueba 5).

Six »z=1yy—2z=1,por Hy), (r = 2)AN(y — 2) = (xVy) = z =1, esto es,
zVy <z ]

Hemos probado que (A, A,V,0,1) es un reticulado con 0 y 1. Ademds, < es el orden
correspondiente a la operacién A y V es el supremo correspondiente al orden <. Veamos
que el reticulado es distributivo. Para ello vamos a demostrar previamente otras reglas de
calculo:

Plo) ZE§y<:>:E—>y:1
= Siz <y,z=xAyentoncesx — x =1z — (xAy). Luego por H,),1 =x — x =
P
—ro @A P e n@ oy Pin@oy Py
<:Si:v—>y=1entoncesa:/\(:v—>y)::E/\l::E;a:::r/\(x—>y)H:3)x/\y,esto

esx <.

Pl(]/)l’—>1:1

r<1 121

Pu) zAN(z—y)<y
Hj) Py) )
eA(x—y) = aAyi(@Ay) Ay =aA(yAy) =azA(yAl) =
Pé)x/\(l/\y)P:l)x/\y. Luego, z A (z — y) <.

Pu)y<z—y
(r—y) Ay 2y Luegoy <o —y.

Po)zhz<ysz<zx—y
> rANz<ysrzAz=(@ANz) ANy=x— (zA2)=z—[(xA2)A\Ny]=

Py)

(x—=2)AN(z—2)=(x—yAN[z—=(zAN2)]=>r—2=(@—y A(r—2) =
(:E—>z)/\z:(:E—>y)/\((x—>z)/\z)Iizgz:(x—w/)/\z(:)zgx—w/
z<zr—oy=z=z2N -y =>xAz=cAN(@xA2)A(z—y) =
rAz<zAN(x—y)=xAy<y

r—y)=1
r—y) =1y <x—y,y estoes valido por Py).

Pry) y — (
y—(
Lema 1.1.4 (A, A,V,0,1) es un reticulado distributivo.

Demostracion: En cualquier reticulado vale

(xAyY)V(zAz)<zA(yV=2).



4 Algebras de Heyting

Probemos que x A (y V z) < (zVy)A(xVz):Sabemos que z Ay < (zAy)V (zAz)y
xAz < (zAy)V(xAz). Por Pia),y <z —[(zAy)V(zAz)]yz<z—[(xAy)V(zAZ2)].
Luego, yVz <z — [(x Ay)V (z Az)], y nuevamente por Pp)rA(yVz) < (zAy)V (:E/\z)

1.2. Propiedades y reglas de calculo.

A continuacion enunciamos y demostramos otras propiedades y reglas de calculo para
las algebras de Heyting.

Py)r<yszr<r—y
H
r<y&Sr=xAy :3)56/\(:E—>y)(:>:v§:v—>y

Py)rz<y=z—-x<z->y

H P
r<y=zA(z—x) :3)2/\:B§z/\y§y zlg)z—>$§z—>y

Ps)r<y=y—z<z—2
y—>z§:v—>zlil-f>)a:/\(y—>z)§z.Peroa:/\(y—>z)§y/\(y—>z):y/\z§z.

Pg) z—(zAhy)=x—y
v @Ay Da@onpr@on)=@oyAl=x—y

Pi7) [z — (z Ay)| A

y=y
@ — (wAY) Ay - )

Yoy ny 2y

P) (xhy) »z=2— (y — 2)
(i) (@Ay)—z<z—(y—2)
(i) =

(@Ay) = z=0—(y—2) = {1 —(y—z2)<(zhy) —=
(x

Py [ 1) zA[(zAhy) —z2]<y—z
@{<m (@AY Afr—(y—2)] <2

i) (@) rynrAl(zAy) = 2]] <z ;
Aenl@ny) =2l 2 wan) Al@ay) — 2 2 @ay)rz< e
Zﬂ@Aw [z — (y — H—yAMAN—%yﬁdﬁ—yANA@—WHZ
ANyANy—2)]=zN(ynz) <z

Po) x—(y—2)=y—(r—2)

AQ@A

roy—2) 2 @Ay sr=war) o2 Dy (@ 2)

Py)z—(r—y)=x—y

v (o) D @rr)sy=ac—y
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Py)z<(r—y) —y
r<(z—y)—ye@—yrr<ysrA(z—y) = Ay<y

Py) (z—y) -y my=2—>y
Por Py), 2 —»y<((z—y)—y) -y ye<(z—y) —y
Luego, por Pi5), [(r — y) — y] =y <z — y (ii). De (i) y (ii) se sigue la propiedad.

Py)rz—oy<(zANz)— (yAz2)
H3)

r—=y<(zAhz)— YNz)exzAzA(z—y) <yAz PerozAzA(xr—y) =
=zANz ANy <yAz.

Py) (= y) ANy —2)<z—2
(x—=yYAN(y—z2z)<z—zeazANz—-yAy—2) <z
Peroz AN(x = y)AN(y—=2)=xAyAN(y—z2)=xAyhz<z

Py)x—(y—z)<(z—y)—(z—2)
toy—-2)<@-oy @2 @oyYrAzo—o2))<er—oze
zAN(x—y)AN|[z— (y — z)] <z Porotrolado, x A(x —y) AN [z — (y — 2)] =
= AyANfz—=(y—=2)=yAaeAjz— (y—2)]=yANaeAN(y—2z)=xAyNz <z

Pg) v —(y—2)=@—y) —(x—2)
Por Pyy/), y <z — y. Por Pj5), entonces, (z — y) — (z — 2) <y — (v — 2).
Por Py), (r —y) = (r — 2) <z — (y — 2).
Luego, por Pys), (z —y) = (v — 2) =2 — (y — 2).

Py) (zVy) — (zANy)=(r —=y)A(y — 7)
(@vy) = @Ay 2 o= @Ay Aly— (@ Ay)] 2

=@—=yAN@—=2)ANy—y)AN{y—2)=@—y) Ay — 1)

Pyg) (xVy) —y=x—y
Hs)
(eVy —y = (@ =y Ay—y) =@—yAl=x—y

Py) (xVy)A(r —y)=y
VY AN@—y)=xAz—y]Viyr(z—yl=(@Ay)Vy=y

Pyp) zVy<(z—y)—y
Basta probar que (x — y) A (x Vy) < y, lo que es valido por Pag).

Po) (z—y)V(r—z)<z—(yVz)
(x =y Ve —z) <z—(yVz) %)x/\[(xﬁy)\/(xﬁz)] < yV z, pero
PA[E— )V (=) =[5 A @ )] VA —2)] = (A ([ A2) =
=zA(yVz)<yVz
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Py

rANy<uw :1>) r—z<(xrAy)—=z N
Pys

hy<y 2 yoi<(@ay) —=

=x—=2)Viy—2)<(zAy) — =z

Pg) (xVz) = (yVz) > (x—y)Va
(xVz) = (yVz) > (@@ —->yVzes (@Vvze)Al(le — y) Vz] < yVz, pero
(xV2)AN[(z—=y)Vz]=[zA(z —y)|Vz=(xAy)Vz=(zVz)A(yVz)<yVz

Pyy) SizVy=1 entoncesr —y=yey —x =1.

2152 avy) s T @Ay —2) P iIAy o) =y o

y=1l—-y=@Vvy my=—yYrAy—y) =z—y

Hy)

Py) (xVy) = (x —y)=z—y
vy ==y P @ o @ay)A = (e —y) 2

P12’)

=@@—-yYNy—(z—y) = (r—yrl=z—y

Teorema 1.2.1 Si (A, A, V,0,1) es un reticulado con primer elemento 0 y ultimo ele-
mento 1, y — es una operacion binaria sobre A que verifica:

L) zA(z—y) <y,

L) Six Nz <y, entonces z < x — vy,

entonces (A, \,V,—,0,1) es un dlgebra de Heyting.
Demostracion:

Hy) O Az =2 A0 =0 es obvio, pues 0 es el primer elemento de A.

H)z—-zx=1
Dado x € A, sea X, ={w € A:x ANw < z}. Es claro que X, = A. Por 1), X,
tiene 1ltimo elemento que es x — x, por lo tanto éste debe coincidir con el iltimo
elemento de A, que es el elemento 1.

Hy) (x = y) ANy =y
(z—y)ANy=yey<z—y, perocomo z Ay <y, por ),y <z —y.
Hs) x AN(z —y)=xNy

shy<yBy<zoy=ary<zn(e—y)i)
Por I),zNA(z — y) <y=zxA(zA(x = y)) < zAy, estoes, zA(z — y) < xAy(ii).
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Observemos que si z < x — y entonces z A z < y. En efecto, 2 <z — y =2 A2z <

T A (x—y) EEINN y < y (Hemos probado asi Pj3)).
Hy) v — (yAz)=(x—2)AN(z—y)

1. Siz<yentonces z —-r<2z—y

H
2N (z — 1) :3)z/\:B§a:§y.Luegoporlg),z—>17§z—>y.

2. x—=(yNz)<(z—2)A(x—y).
DeyANz<yyyAz<zsededuce, por 1, que z — (yAz) <z — yyque
r—(yNz) <z — 2z Luego, zr — (yAz2) < (x— 2) A (z — y)(i).

3. (= 2)N(@—y) < (z—(yA2)

17/\[(17—>Z)/\(ZE_>'3/)]H:3)£E/\Z/\(£E—>y)H:3)Z/\ZE/\y§y/\Z. Luego, por

L), (x = 2) ANz —y) < (z— (yAz2)) (ib).
De (i) y (ii) se deduce Hy).

Hs) (xVy) —z=(x—2)A(y—2)
Como valen Pj3) y Hj), se puede probar Pj5) :x <y =y — z <z — z. Luego, de
r<zVyyy<zVypor Ps),(zVy - z2<z—2y((xVy) - 2<y— 2z de
donde (zVy) = 2< (z— 2)A(y — 2) (i).
Ahora ya se puede demostrar que el reticulado es distributivo, como lo hicimos en
el Lema 1.1.4. Entonces:
(VAL — 2) Ay — 2] = [ A le > 2) Aly = ] VIgA (2 = 2) Ay — 2)] =
) [xAzA(y — 2)]V](r — 2) ANy AZ] ) (xAN2)V(zAy) =2zA(zVy) < z. Luego,
por Pp)(x — 2) A (y — 2) < (x Ay) — c (ii). De (i) y (ii) se deduce Hj).

Definicién 1.2.1 Un dlgebra de Heyting A se dice completa si (A, A, V,0,1) es un reti-
culado distributivo completo, esto es, si {a;}icr C A entonces existen /\ai Y \/ai.
i€l iel

Teorema 1.2.2 La condicion necesaria y suficiente para que un reticulado distributivo
completo A sea un dlgebra de Heyting completa es que se verifique:

eA Ny =\@ny) (1)

i€l il

Demostracion: Como y; < \/yZ para todo ¢ € I. Luego, x Ay; < x A (\/ y;) = « para
iel i€l

todo i € I. Esto es, v es cota superior del conjunto {x Ay;}ier. Supongamos que xAy; < z

para todo i € I; luego, por Ps),y; < x — z para todo i € I. Por lo tanto, \/yZ <z -z,
i€l
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y, de nuevo por Pjs),z A \/yZ < z, lo que concluye la demostracion de (1).
iel
Supongamos ahora que A es un reticulado distributivo completo donde se verifica (1). Sea
X={meA:zNx; <yhX#0,yaquey € X. Sea z = \/ x; y probemos que:
r,€X

L) zNz<y

TANzZz=x N \/ l’z(lz) \/(ZE/\ZEZ)
r;€X r;€X

Como:v/\:nigyparatodoz'el,\/ (x Nx;) <y, estoes, t Az <.
r;€X

L) Siz At <y, entonces t < z.
Sit e A verifica x At <y, entonces, comot € X, t < z.

Poniendo x — y = z y usando el teorema anterior, se completa la demostracion. [ ]

1.3. Determinacién del elemento z — y

De acuerdo con lo visto precedentemente basta determinar el elemento maximo del
conjunto
X={zeA:zNz<y}

Observemos que como y € X podemos reemplazar la familia X por la siguiente:
Z={zeA:y<zxNz<y}

Es claro que Z C X.

Notemos que siy < zyx Az <y,entoncesx ANy <z AzyxzAz<xAy, esto es,
xr ANy =x A z. Reciprocamente, si z Ay =x A z, entonces Az =x ANy < y.

Podemos entonces usar el siguiente procedimiento para determinar x — y:

1. Se determina ¢ =z A y.
2. Sedetermina Z ={z€A:y<zizANz=c=z Ay}
3. Se halla el elemento maximal de Z que es z — y.
Si A es finita, los pasos 2 y 3 se pueden efectuar de la siguiente manera:
= Se determina {y; € A:y <y} ={v1,92,---, U}
= Se determinan x Ay, Aya, ..., T A Y.
= Basta determinar un elemento y;, 1 < k <ttalquex Ay =z Ay.

e Si ningin elemento yi, 1 < k <t verifica lo anterior, entonces x — y = y.
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e Si existe un elemento y; tal que x Ay, = x Ay se repite el procedimiento seguido
con y, ahora para el elemento y.

Repitiendo este procedimiento un nimero finito de veces se obtiene el elemento x — y.

Ejemplo: En el reticulado distributivo de la figura, determinaremos el elemento d — b.

m dANb=Db

m {z€A:b<z}={de, f, g1}

m dANd=d;dNe=bjdNf=didNg=d;dN1=d.

= Repetimos el procedimiento con e, ya que dAe=b=d A b:
n {z€A:e<z2}={g,1}

m dANg=d;dN1=d.

» Entonces debe ser d = b=¢,yaquedAg=dAN1#dAND.

1.4. Ejemplos.

1. Sea E un espacio topoldgico, A la familia de los abiertos de E. Si X,Y € A,
entonces X NY, XUY € A. Ademss, (), E € A; luego (A,N,U, D, E) es un reticulado
distributivo con primer y tltimo elemento. Si X,Y € A, definimos X — Y :=
ICX UY). Como IZ € A cualquiera sea Z C FE, se tiene que X — Y € A.
Probemos que:

L)) XN (X —=Y)CY, cualesquiera que sean X,Y € A.
XNX =Y)=XnICXuY)=IXNICXUY)=I(XNn{(XUY)) =
IOU(XNY) =IXNIY CIY CY.

L) SiXNZCY, entoncesZgXﬁY:I(EXUY) para todo Z € A.

De XNZ CY, obtenemos CX U(XNZ) CCXUY y, por lo tanto, CX U Z C
EXUY, pero COIHOZQEXUZQEXUY, entonces I/ =7CX —Y.
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Observacion: De las reglas de célculo demostradas anteriormente se deducen, en
particular:

m l -z =2z

» 0 — a2 =1 (Por Py))

P
rVy=1 ':34>):B—>y:y;y—>x:x

x—1=1(Py))
x—x=1(H))

Siz <y, por Py),z —y=1

Usando estas reglas, se simplifica el cédlculo de la tabla de la operaciéon —, en un
reticulado distribitivo.

En una cadena

{1 siz <y
T— Y= .
y six >y

En particular, notaremos con n a la cadena con n elementos, n= {0,1,...,n — 1}
donde 0 <1< ... <n—1ylaoperaciéon — se define como acabamos de indicar.

A continuacién indicaremos los diagramas de varios reticulados distributivos y las
tablas respectivas de la opercién binaria —.

1
A — |10 a 1
a 011 1 1
a |0 1 1
0 110 a 1
1
Q
/\ — 10 a b ¢ d 1
¢ G o d 01 1 1 1 1 1
/\/ al|/b 1 b 1 1 1
bo O a bddlldl
\ B ¢c|0 db 1 d1
o0 d|b ¢c b c 1 1
110 a b ¢ d 1
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5.

o 1
/\ — |10 a b ¢ d e f g 1
ot Q8 o1 1 1 1 1 1 1 1 1
/\/\ ale 1 e 1 1 e 1 1 1
o° o d o e blec ¢ 1 ¢ 1 1 111
\/\/ cle g e 1 g e 1 g 1
2 o b d|0 ¢ e ¢ 1 e 1 1 1
\\ ¢ elc ¢ f ¢ £ 1 £ 1 1
o0 fl10 a e ¢ g e 1 g 1
g0 ¢ b ¢ f e f 1 1
110 a b ¢ d e f g 1

6.

o 1
/\ — 10 a b ¢ d f g 1
ot - 01T 1T 1T 1 1 1 1 1
/\\/ alb 1 b 1 1 1 1 1
g ¢ < d blc c 1 ¢ 1 1 11
\/\ c|/b g b 1 g1 g 1
o a O b d|{0 ¢ b c¢c 1 1 1 1
\ D f10 a b c g 1 g 1
o 0 g0 c b c f f 11
110 a b c d f g 1

7. Si Ay A son algebras de Heyting, podemos definir en el producto cartesiano de
reticulados distributivos A x A’ la implicacién

(a,a) — (b,0) = (a = b,d = V)
cualesquiera que sean los pares (a,d’), (b,b') € A x A’. Es claro que asi algebrizado,

el producto A x A" es un algebra de Heyting.

1.5. Independencia de los axiomas.

Lema 1.5.1 Los aziomas Hy) — Hs) son independientes. (A. Monteiro, [3]).

Demostracion:

1. Hy) es independiente de Hy), H2), H3), Hy) y Hs).

<
Sea ACR, A= (0,1);z —»y= 1 ST =Y ge verifican:
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L) zA(z—y)<y.
Sixz <y, entoncesxr —y=1ytenemos x ANl =z <y.
Sty<z,x —y=yyzAy<y.

Ig) Sixz Az <y, entonces z < x — .
Sie<y,zr—y=1yz<1
Siy <z, r— y=y. Supongamos que r < z, entonces x A z = x < y, lo que
contradice la hipdtesis. Entonces debe ser z < z, y por lo tanto z A z < y =
T — .

Entonces, por el Teorema 1.2.1, (A, A, V, —, 1) verifica H;)— Hj5) y A no tiene primer
elemento.

Hy) es independiente de Hy), Hy), H3), Hy) y Hs).
Sea A el conjunto formado por los dos elementos 0 y 1, sobre el cual definimos las
operaciones A,V y — de acuerdo con las tablas siguientes:

— (0 1 A0 1 vi0o 1
010 1 010 O 010 O
110 1 110 1 110 0
Los axiomas Hy), Hy), H3), Hy) v Hs) se verifican, pero no asi Hy), pues 0 — 0 =

— 041

Hy) es independiente de Hy), Hy), H3), Hy) y Hs).
Sobre el mismo conjunto A consideremos las operaciones definidas por las tablas

siguientes:

— 10 1 A0 1 vi0 1
011 1 010 O 011 1
171 1 111 1 11 1

Los axiomas Hy), Hy), Hs), Hy) y Hs) se verifican, pero no asi Hy), pues (0 — 0)A0 =

—1A0=1%#0.

Hj) es independiente de Hy), Hy), Ha), Hy) y Hs).
Sobre el mismo conjunto A consideremos las operaciones definidas por las tablas

siguientes:
— 0 1 A0 1 vVIi0o 1
0111 1 070 O 00 1
1 (1 1 110 1 171 1

Los axiomas Hy), Hy), Hs), Hy) v Hj) se verifican, pero no asi Hj), pues
IAN1—=0)=1A1=1#1A0=0.

Hy) es independiente de Hy), Hy), Hs), H3) y Hs).
Sea A = {0, a, 1} con las operaciones definidas por las tablas siguientes:
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— 10 a 1 ANlO a 1 VIi0o a 1
01 1 1 010 0 O 010 a 1
a |0 1 1 ala a a ala a 1
110 a 1 110 a 1 11 1 1
Los axiomas Hy), Hy), Hy), H3) y Hs) se verifican, pero no asi Hy), pues a — (aA0) =

= a — a = 1, mientras que (¢ - 0) A (a —a) =0A1=0.

6. Hj) es independiente de Hy), Hy), Hs), H3) y Hy).
Sea A el conjunto formado por los dos elementos 0 y 1, sobre el cual definimos las
operaciones A, V, — de acuerdo con las tablas siguientes:

— 0 1 A0 1 vVIi0o 1
0111 1 0[0 O 070 O
110 1 110 1 110 0
Los axiomas Hy), H1), Hs), Hs) y Hy) se verifican, pero no asi Hs),pues
OV1) = 0=0—0=1, pero (0 = 0) A (1 —0)=1A0=0.

|

1.6. Negacién

Se denomina pseudo-complemento o negacién intuicionista a la operacion unaria defini-
da por
=z —0

Propiedades de la negacién
No) e A=z =0
ANz =xA(xr—0) e no=0.
Dados z,y € A, se dice que y es ortogonal a x si x Ay = 0. De acuerdo a esta definicién,
resulta que -z es ortogonal a x.
Sea O(x) ={y € A:x Ay =0} el conjunto de todos los elementos ortogonales a z.

Por Ny), =z € O(x). Ademads, por Pj3), si © Ay = 0, entonces y < x — 0 = —x. Luego
-z es el ultimo elemento de O(x).

Nl) -0=1
-0=0—-0=1
Ng) _|1:0
-1=1—-0=0
N;3) z < -
Pay)

x < (x — 0) — 0= ——z. Esto es equivalente a poner x — ——x = 1.
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N4) /Ly = X

Ty = ((1’—)0) —)0) —)OPE)

r— 0=

Ns) z <y=-y<-w
Consecuencia directa de la hip6tesis y de Pi5).
Ne) e A=(zAy) <y
Piz)

sA=(zAyY) <wesarA-(zAy) <y—0E
vélido por Np).

(yANz)AN=(zAy) <0, lo que es

N7) —|—|(1’ /\ y) = /\ —|—|y
De z Ay < z se deduce que -z < =(x Ay) y, por lo tanto, =—(z A y) < ——ax.
Andlogamente, obtenemos == (x A y) < =—y. Luego, -—(z Ay) < =~z A ==y (i).

Aoy < a(xAy) = oz Ay) — 0(1) & e Ay Az Ay) <0 &

—|—|y/\—|(at/\y)§—|—|:B—>0:—|—|—|:B]\g)—|:B::B—>0(:>—|—|y/\—|(a:/\y)/\:£§0(:>

No)
A= —y) <y —=0=-y&s (Ay) A-(zAy) <0

Ng) v <z —y
De 0 < y obtenemos, por Piy), "z =2 — 0<z —y.

Ny) 2 —y < -y — -z

:E/\—|y/\(x—>y)::E/\(:E—>y)/\—|yH:3)x/\y/\—|y]\2)0

Nlo) l’—)ﬁy:y—)_!l’
i - w<y—-woyr(lt— gy <z—-08cAyA(r — y) <0

ZE/\“?//\y]\g) 0
(il)y — —o < x — —y vale por (i).

Nll) —xr — —|—|y = —|y —

Nio) Ny)
—Lr — —|—|y = —|y — Ty = —|y — T

le) [L’—)—|—|y:—|y—)—|[l’,’

Nio)
Tr — —|—|y = —|y — X

N13) a’,’—)yga’,’—)ﬁﬁy]vél) _|y—)_ll'Né2) —|—|[L’—)—|—|y

No)
roy<z—o-ysrAN(r—oy <-yesrAy<-y—-0s-yAyAzr <0

N14) —|—|([L’ — y) = Jxr — —|—|y

Ni1)
—Lr — —|—|y = —|y — T
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(i) =z —y) <-y— 2w
oy <y—o s oz oy Ay < oz s
A YAz —y) <0 zA-yA-—(r—y)=0(1)
rANy<y=-y<-a(zAy)=zAy<zA-(zAy) =
(@A) A=z —y) Sz A=(zAy) A-=(z —y) (2)
Az AYA-(x—y) <0 zA-(zAYy) < —y) <

zA(zAy) <—(r —y) e zA(z—=y)A(zAy) <0 zAyA-(zAy) <0
Luego, por (2), vale (1).

(ii)) 2 — -~y < -z — y)
-z — oy < (- y) e a(x —y) A (0 — —y) <0,
Por Pyy/), y <z — y. Luego, ~(z — y) < -y =
=y Az —y)=—(r—y) <yA-(z—y) =
(r = Y) A (mmr — 2y) < 2y A (2 — y) A (2o — 2y).

g Pis
Por otro lado, por Ng),~z <z —y ) —(z —y) <z ag)

P
—xr — —|—|y S _‘(Zl'f — y) — —|—|y 51:%) _‘(Zl'f — y) /\ (_‘_‘Zl'f — —|—|y) S —|—|y <1:2)>)

—|y AN _‘(Zl'f — y) AN (_‘_‘Zl'f — —|—|y) S 0
Luego, =(x — y) A (-—x — ——y) < 0 y queda probado (ii).

Ni5) © — —x =~

Pyo)
r—x=rx—(r—0) =z—->0=-z

NIG) Ly — T = Tl
Directo de Nj5, reemplazando x por —x.

N17) Ly — T = QL
Por Niyg), -—z — -z = ==z, Por Ny), resulta -—x — —x = —z.

Nig) "z - x = -

i) v —-zz<—r=-2—-0&a2AN(2—2) <0 oAz <0 loquees
vélido por Np).

(ii) 2 <2 — 2z - A-x <z, pero ~x A -z =0.

ng) —|(—|—|§L’ — a’,’) == 0
Por Nig), = (=2 — x) = =((-z — z) — x).
Por Py),~zVe < (-z—z)—>zr=((r—2)—z)<a(-axVr)=

:(_|£E\/£L’)—>0H:5)(_|£L’—>0)/\(ZL’—>0):_|_|£L’/\_|£L’:0.

N20) (_‘_‘Zl'f — a’,’) — L = X

Nig) Pa2)
—r = r — I = ((_‘ZE—>ZE’)—)I’)—)I' = (—|—|a’,’—)a’,’)—)1’
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Nap)

Na)

Nas)

Algebras de Heyting

(—|—|§L’—)§L’) — T = X
Pso) Pis)
zVzr < (rx—z)—r = ((r—zx)—>x)—> < (xVr) >

Luego, (——x — z) — —x M) (mz—2)—2)— < (aVe)— =

HZS)(—|at—>—|at)A(:E—>—|at)::B—>—|:BN§’)—|:B

ﬁ(l’—)y) = —|—|a’,’/\—|y
Ns)

y<z—y =
)

—(z —y) <y :
N Ne) = ~(z = y) <~ Ay(i)
r < T—>y = —|(;E—>y)§—|—|x
(ii) "z ANy<—(zr—y=—y) 20—y Ao xAy<0&

(=Y Ny<-—ax=-wSzAN(zr—oy A y<0&szAyA-y=0,loquees
vélido por Np).

Ay = oy =y— o

(@Ay) =2 2o o (y - 2)

“(zAy)=(xAy) = 0=2x— (y—0) =2 — -y
“(rAy)=WAr) 0=y — (v = 0)=y — -

“(zAyNz) = (Yhz)— - = z— (yAz2)
= (@A2) =y = y—(zA2)
= (zAy)— 2 = z—(zAy)

Directo de Na3) por la asociatividad del infimo.

—|—|(§L’ \/ y) = _‘_‘(_‘_‘Zl'f \/ —|—|y)

r<zxVy o) —(zVy) <z L < ==(x V y). Andlogamente, se deduce que
——y < ==(z V y), por lo tanto, =—x V =y < =—(z V y), y entonces

(= Vo) < sz Vy) = o (e Vy) ().

De x < ——x y y < =y, se deduce que z V y < -—x V —-—y. Luego,

(2 Vy) < 2= (o Vo) ().

—(zV-x)=0
No)

(
(ZE\/“ZE):(ZEV_'ZE)—>0H:5)(ZL’—>0)/\(_|ZE—>O):_|£L’/\_|_|£L’ =0
(
(

J

eVy)=(2Vy) =02 (z = 0)A(y —0) =~z Ay

—

—rVooy < =z AyY)
“zVoy <a(zAy)=(zAy) =06 (e Vy)AlzAy) <0&

(mx ANz Ay)V(ty Az Ay) )
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Nag) =(z —y) =(-z Vy)
—|([[j — y) Ng) L /\ —|y Ng) —|(—|[L’ \/ y)

2. Teoria de Homomorfismos

Definicién 2.1 Dadas dos dlgebras de Heyting A, A', h : A — A’ se dice un homomor-
fismo de A en A" si se verifican:

hi) Wz Ay) = h(z) A h(y)
ha) W Vy) = h(z)V h(y)
hs) Wz —y) = h(x) — h(y)
hy) h(0) = 0.

Si h es suryectiva, h se denomina epimorfismo y A’ una imagen homomorfica de A. Si h es
biunivoca, se denomina monomorfismo. Si h es biyeccion, isomorfismo y si h es biyeccion
y A= A", h se denomina automorfismo.

Observaciones:

1. La condicion hy) no es consecuencia de hy), hs) y hs).
En efecto, sean A, A’ algebras de Heyting, A’ con méas de un elemento, y sea
h: A A’ definida por

h(z) =1 para todo = € A
Es obvio que se verifican hy), hs) yhs), v no se verifica hy), ya que h(0) =1 # 0.

2. La condicion h3) no es consecuencia de hy),ha) y hy).
Sean Ay A’ como en el caso anterior y h : A +— A’ definida por

h(z) = 0 para todo = € A
hr —y)=0#1=0—0=h(z) — h(y).
Proposicién 2.1 Sea A un dlgebra de Heyting, (A, A,V,—,0,1) un dlgebra de tipo
(2,2,2,0,0) y h : A — A" una funcion epiyectiva que verifica hy), hs), hs) y hy). En-

tonces, (A", \,V,—,0,1) es un dlgebra de Heyting.

Demostracion: Trivial. |
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Definicién 2.2 Dado un homomorfismo h: A— A’, se denomina nicleo de h (o kernel
de h) y se nota Nuc(h) o Ker(h) al siguiente subconjunto de A:

Ker(h) = h(1").
Lema 2.1 Ker(h) tiene las siguientes propiedades:
Dl) 1e Ker(h)

Dy) Sixz,x — y € Ker(h), entonces y € Ker(h)

Demostracion:
Dy) h(l) =h(x — x) = h(x) = h(z) =1

Dy) Supongamos que h(x) =1y h(z — y) =1, luego " = h(x — y) = h(x) — h(y) =
=1"= h(y) = h(y).

Lema 2.2 Sea h: A — A’ un homomorfismo. h es un isomorfismo si y sélo si Ker(h) =

= {1}.
Demostracion:

=) Por Dy), {1} C Ker(h). Sea ahora x € Ker(h). Luego, h(x) =1y como h(1) =1"y
por hipdtesis, h es biunivoca, resulta que z = 1.

<) Sean z,y € A tales que h(x) = h(y). Luego, h(z — y) = h(z) — h(y) = 1', es decir,
x — y € Ker(h). Andlogamente, y — = € Ker(h) = {1}, y por lo tanto, z < y y
y <z, estoes, z=y.

Definicién 2.3 Un subconjunto F' de un reticulado distributivo con ultimo elemento es
un filtro su:

F) 1eF (F#£0).
Fy) Six,y € F, entonces x Ny € F.

F;) Six e F yx <y, entonces y € F.

Lema 2.3 Sean A, A’ dlgebras de Heyting y h : A — A’ un epimorfismo. Entonces, son
equivalentes:

(D) h(z) = h(y)
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(D) (z = y) A (y — 2) € Kex(h)
(II1) = — y,y — = € Ker(h)

(IV) eziste f € Ker(h) tal que x N f=yA f

Demostracion:

(D= (T1) h((x — y) Ay — ) = (hx) = h(y)) A (hly) — h(z) = 1AL =1

(I)=(III) Como (x — yY) A (y = ) <z —y,(x = y) A (y = x) <y — x,Ker(h) es
un filtro, y (z — y) A (y — x) € Ker(h), resulta que © — y,y — x € Ker(h)

(IIT)=(1V) Sea f = (x = y) A (y — x). f € Ker(h) pues por hipétesis © — y,y — x €
Ker(h) y Ker(h) es un filtro. Entonces,
sNf=zAN(x—yANy—z)=xANyAN(y—zx)=xAy
yANf=@—=yrAyAly—a)=cA(@ =y Ay=ciy=aNf

(AV)=1) h(z A f)=hy A f) = h(x) Nb(f) = h(y) NB(f) = h(z) = h(z) A1 =
= h(y) AN 1= h(y)

Lema 2.4 Si A, A", A" son dlgebras de Heyting, [ : A— A" un epimorfismo, g : Aw— A"
epimorfismo y Ker(f) = Ker(g) entonces A’ es isomorfa a A”.

Demostracién: Sea x’ € A’, luego existe x € A tal que f(x) = 2/. Definimos a : A’ — A"
por a(z') = g(x).

Veamos que « estd esta bien definida.
Siy € A verifica f(y) = 2’ entonces f(x) = f(y) y por un lema anterior, z — y,y — = €
Ker(f) y como Ker(f) = Ker(g), por el mismo lema, g(z) = g(y).

« es suryectiva.
Dado z” € A”, sabemos que existe x € A tal que g(x) = z”. Sea f(x) = 2’. Luego, por
definicidn, es a(x’) = 2”.

« es biunivoca.
Supongamos que a(z') = a(y’), esto es, g(x) = g(y), donde f(z) =2"y f(y) = y'. Luego,
g9(x) = g(y), y por lo tanto, (z — y) A (y — z) € Ker(g) = Ker(f) y f(z) = f(y), es
decir, ' = v/'.

a es un homomorfismo.
Notemos que por definicién oo f = ¢g. Tenemos entonces,

w (' ANY) = alf(x) A fy) = g(xz Ay) = g(x) Agly) = a(z’) Aa(y').

(f(x)V fly) =a(f(xVy)=g(zVy)=g(x)Vgly) =
(f(y) = a(z) Va(y).
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Definicién 2.4 Todo subconjunto D de un dlgebra de Heyting que verifica Dy) y Ds) se
dice un sistema deductivo. Por lo tanto, si h es un homomorfismo , entonces Nuc(h) es
un sistema deductivo .

Si h es un homomorfismo de algebras de Heyting, h es en particular un homomorfismo
de (0, 1)-reticulados; luego, Nuc(h) es un filtro. Vamos a demostrar que en las algebras de
Heyting las nociones de sistema deductivo y filtro son equivalentes.

Lema 2.5 5i D es un sistema deductivo del dlgebra de Heyting A y t € D, entonces
xr—t €D para todo x € A

PE/)

Demostracién: t — (z — t) 1€ D. Como t € D, por Dy) resulta que x — t € D.

Lema 2.6 Sea A un dlgebra de Heyting, y D C A. D es un sistema deductivo si y solo
si D es un filtro.

Demostracion:

3) Fl) Por Dl),l eD.
Fy) Siz,y € D, entonces x Ay € F.

r—(@Ay)=@—yA(xz—z)=(r—oy)Al=2—>y

Luego, por el lema anterior x — (z Ay) = x — y € D y como por hipdtesis,
x € D, resulta por Ds) que z Ay € D.

F;) Siz € Dy x <z entonces z € D.
De x < z resulta que © — z =1 € D, luego, como = € D resulta por Dy) que
z€D.

<) D;) Supongamos que D es un filtro; luego, D # (), esto es, existe x € D. Como
x < 1, resulta por F3) que 1 € D.

Dy) Siz e Dyx —y € D entonces y € D.
De las hipdtesis resulta por Fy) que z A (x — y) € D, estoes, t Ay € Dy
como x Ay <y, por Fs) resulta que y € D.
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Observacién: La condicién Ds) es equivalente a
Dy) Size Dyy¢g D entoncesx —y & D.
En efecto,

Dy) = Dy) Six — y € D como x € D, entonces y € D, lo que contradice la hipdtesis.
Luego, v — y & D.

Dy) = Ds) Supongamos que x,z — y € D y que y € D. Entonces, por Do),z — y & D,
absurdo.

Luego, valen las siguientes reglas:
I) Sie e Dyy¢& D, entonces x — y € D.
IT) Sz € Dyy € D, entonces x — y € D.
IIT) Siza ¢ Dy y € D, entonces x — y € D.

Notemos que si z € D y y ¢ D no podemos afirmar que z — y € D ni que v — y & D.

Ejemplo: Sea A el dlgebra de Heyting indicada en la figura y sea D = {1}.

ey
N

Enestecasoa € D, b€ Dya—b=0b¢g D.Si D={b1} tenemosa & D,0Z Dy
a—0=beD.

— o ol
o T ~lO
T = T =T
e R

® ® = |

Definicién 2.5 Todo sistema deductivo D que verifica
Sizeg D yye& D entonces v — y € D

se denomina sistema deductivo categorico. Observemos que de la definicion resulta que si
D es un sistema deductivo categorico, entonces v — y € D excepto six € D yy & D.

Lema 2.7 Todo sistema deductivo categorico es un ultrafiltro.
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Demostracion: Sea D un sistema deductivo categérico. Entonces, D es un filtro. Sea F
un filtro tal que D C FF C A. Si D # F, entonces existe x € F,x & D. Luego, D # Ay
0 & D. Por lo tanto, x — 0 = -z € D (pues D es categdrico) y entonces, -z € F'. Como
F es filtro, resulta que ~z Az = 0 € F, de manera que ' = Ay D es filtro maximal en
A (ultrafiltro). [

Sea F un filtro de un algebra de Heyting A y z € A. Representaremos por F(F, z) al
filtro generado por el conjunto F'U {x}.

Lema 28 F(Fz)={y:y—xz € F}
Demostracion: Llamemos S al conjunto
S={y:x—yekF}
1. S es un sistema deductivo (filtro)

a) r<l=zr—-1=1€F=1€Sf

b) Siyyy — zestdn en S, entonces x — y € Fyx — (y — z) € F. Por
Py),(z - (y = 2)) = ((rt = y) = (x — 2)) =1 € F. Luego,como F es
sistema deductivo, x — z € F' y entonces, z € S.

2. Fu{z}CS&S.

a) Siy € F, entonces, por Po,y — (r —y)=1€ F,porloquex -y € F.,y
entonces y € S.

b) v —x=1€ F,estoes, z €S.

3. 81 S es un sistema deductivo y FU{x} C 5’', entonces S C 5.
En efecto, si y € S, entonces x — y € F'C S’. Como z € 9, resulta y € S’

Lema 2.9 Todo ultrafiltro es un sistema deductivo categorico.

Demostracién: Sea F' un ultrafiltro de A, x € Fy ¢ F. Como F C F(F,z) y F es un
ultrafiltro, debe ser F(F,x) = A. Luego, * — z € F cualquiera sea z € A. En particular,
se verifica que © — y € F. [ |

Dada un algebra de Heyting A y un sistema deductivo D C A, diremos que dos
elementos x,y € A soncongruentes modulo D y notaremos z =y (mdd D) 6 = = y si se
verifica:

(D) Existed € D tal que z Ad =y Ad.
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Lema 2.10 La relacion = es una relacion de equivalencia.

Lema 2.11 La relacion = es una congruencia. Esto es, six =2’ e y =y’ entonces
(1) zAy=2 ANY
(ii) zvy=2'Vy
(iii) x my=a' —
Demostracién: Por hipdtesis, existen d y d' tales que xt Ad =2’ ANdyyAd =y Nd.
Luego, dANd e Dy xAyANdANd =2’ Ny NdANd, estoes, c Ay=2" Ny

Ademas, zAdAd = ' NdANd y yNdNd =y NdAd'; luego, (x AdAd )V (yANdAd') =
=@ NdNd)V (Y NdNd) y porlotanto (xVy)A(dAd) = (' VY )N (dAND), esto es,
rVy=a2'Vy.

También tenemos que (x Ad) — (yAd') = (2’ ANd) — (y' Ad'). Entonces,
(xnd) = d)YN((zANd) = y)=((2'Nd) = d)N((2'ANd) — ). Seah = (zNd) = d =
= (2/Ad) — d'. Como d' € D, entonces h € D, luego ((zAd) — y)Ah = ((z'Ad) — y')Ah.
PorPg), entonces, (d — (r — y)) Ah = (d — (2’ Ay')) A h, de modo que

d— (x —y)=d— (¢’ = 9). ComodA(d — (x — y)) =dA (x — y) resulta que
d — (r — y) = x — y e inmediatamente se ve que . — y =2’ — 7/ |

Notaremos con Cp(z) a la clase de equivalencia médulo D que contiene a x. Esto es,
Cp(x)={ye A:y=x (méd D)}
Observemos que Cp(1) = D.

En efecto, Cp(l) ={yec A:y=1 (méd D)} ={yecA:(y—1)AN (1l -y)e D} =
={yeA:1ANyeD}=yeA:ye D=0D.

2.1. Cocientes e imagenes homomorficas

Consideremos el conjunto A’ = A/D de todas las clases de equivalencia médulo D y
pongamos por definicién:

1. Cp(z)ACp(y) = Cp(z Ay)
2. Cp(x)VCp(y) = CplzVy)
3. Cp(z) — Cp(y) = Cp(z — y)
4. 0/ = Cp(0)

5. 1 =Cp(1)
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Por el Lema 2.11, las operaciones estan bien definidas. Luego, Cp : A — A" = A/D es
una aplicacién suryectiva, y como verifica 1, 2, 3 y 4, A’ es un algebra de Heyting. Esta
algebra se denomina el dlgebra cociente de A por D y Cp se denomina el homomorfismo
canonico.

Observacion: Cp(0) ={r € A:2=0 (méd D)} =
={recAd:(z—-0)AN0—-2)eD}={recA:~aNleD}={rxecA:-xe D}

Es claro entonces que si D es un sistema deductivo de A, entonces A/D es una imagen
homomorfica de A. Supongamos ahora que A’ es una imagen homomoérfica de A. Sea
h: A A’ el epimorfismo correspondiente y sea D = Ker(h). Sean ademéas A” = A/D 'y
v : A A" el epimorfismo canénico. Entonces,

Ker(p) ={x € A/D : p(x) =Cp(x)=1} ={x € A/D:x=1 (méd D)} =Cp(1)=D

Luego, por el Lema 2.4, A = A" esto es h(A) = A/Ker(h). Por lo tanto hay una cor-
respondencia biunivoca entre sistemas deductivos e imagenes homomorficas. Todas las
imédgenes homomoérficas (a menos de isomorfismos) se obtienen de este modo.

Observacion: Si D es un ultrafiltro del algebra A, entonces A/D = B = {0, 1}.

Sabemos que Cp(1) = D.

(I) Six € A— D, entonces z =0 (méd D)
Veamos que (x — 0)A(0 — z) = (z — 0)Al € D, estoesque z — 0 € D.
Pero como D es un ultrafiltro, 0 ¢ D. Luego, de z,0 ¢ D y por ser D un
sistema deductivo categérico, x — 0 € D.

(IT) Siee Deye€ A— D entonces x Zy (méd D).
Si fuera z =y (méd D), entonces 1 =0 (mod D) ya que
l=2 (méd D)ey=0 (mdéd D). Estoes, (1 —-0)A(0—1)=0A1=
0 € D, absurdo.

Ejemplo:Determinar todas las imégenes homomérficas de A.

o g

I

Q.

NN

S b

N

o0

Siendo A un reticulado distributivo finito, todos sus filtros son principales. Los ultrafiltros
son F'(a)y F(b). Observemos que

AJF(a) 2 {0/,1};0' = C,(0) = {0,b,e}; 1" = Cu(1) = F(a)
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AJF(b) 2 {0, 1'}0 = Cy(0) = {0,a,d}; 1' = Cy(1) = F(b)
En este caso tenemos A/F(a) = A/F(b) y Ker(hy) # Ker(hy). Tenemos ademds que

A/F(0) = {0}; A/F(d) = A/F(e) es la cadena con tres elementos; A/F(c) = 2 x 2;
AJF(f) = A/F(g)=2x 3y A[F(1) = A

Teorema 2.1.1 Si A es un dlgebra de Heyting y a € A, entonces A/F(a) = [0, al.

Demostracién: Dado un segmento [p,u] = {z € A:p <z < u}, donde p < u, sabemos
que ([p, u], A, V,p,u) es un reticulado distributivo con primer elemento p y iltimo elemento
u. Definimos para z,y € [p, u]

r—='y=pV(un(z—y))
Siz,y,z € [p,ul, valen

x ="y € [p,ul
p<pVuA(r—y)=@Vu)A(pV(r—y)=uAPV(@—y)<u

H) z—"z=u
x—="z=pVuN(zr—z)=pVuAl)=pVu=u

Hy) (x =" y) Ny =y
(z=>"y)ANy=pVuA(z—y)|Ay=pPAy)ViyAur(z—y)=
=pVuh(z —=y)ANyl=pV(uhy)=pVy=y

Hy) N (x—="y)=x ANy
zA(x—="y)=zANpVuA(z—y)=@Ap)V(EAuA(z—y)) =
=pV@uA(zAz—y))=pV(un(zAy)=xAy

Hy) =" (ynz)=(z -z
r—'(yAz)=pV|u
=pV[uNuAl(z— =z
=[pVuA(z—2)

~—

A(x —"y)

(z—(yAz)]=pV [ Az —2) A (x—y))] =
ANz —y)l=pV[un(z—2)AUuA(r—y))=
[pv(uA(xﬁy))] (x =" 2)A(x —"y)

> >

Hs) (xVy) ="' z=(x =" 2)A(y—'2)

)= z=pVun((zVy) —2)]=pV[ur(lz—2)Ay—2)) =

: [(/ )(93(—>Z/)))( ulh(y—2))]=pVun(z—=2)APpVuAly—2)]=
=(x—"z2 y—'z

Luego, ([p,u], A, V,—',p,u) es un algebra de Heyting.

Supongamos ahora que p = 0. Entonces, t = y =0V (u A (x — y)) =u A (x — y).
Veamos que A/F(a) = |0, a.
Seam: A A/F(a) el epimorfismo canénicoy g : A — [0, a] definida por g(z) = zAa. Es
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claro que g es un epimorfismo, ya que para todo x € [0, a|, g(z) = © A a = x. Si probamos
que Ker(m) = Ker(g), entonces quedaréd probado el isomorfismo.

Ker(g)={r € A:g(x)=a}={r€A:zNa=a}={r€A:a<x}=Fl(a)

|
Observacion: La operacion —' no coincide en general con —: Sea A el algebra del
ejercicio anterior y consideremos el segmento [0, ¢|; tenemos que a - b=ey a —' b=
=cAN(a—b)=cAhe=0.

/

3. Subalgebras

Si A es un dlgebra de Heyting y X C A, notaremos SH(X) a la subalgebra de Heyting
de A generada por X. Esto es, la menor de las subédlgebras de A que contienen a X.

Lema 3.1 Si A es una cadena con primer elemento 0 y ultimo elemento 1 y X C A,
entonces SH(X) = X U{0,1}.

Demostracién: Si X = (), es claro que SH(X) = {0,1} =0 U {0, 1}.
Si X # (), entonces X C XU{0,1} =Y. Y es una subdlgebra de A: en efecto, 0,1 € Y
ysiz,y €Y, entonceszt ANy, zVyeY yxr—yeY, yaque

{1 six <y
Ty = .
y siz>y

Hemos probado entonces que SH(X) C Y, pero como X C SH(X) y {0,1} C SH(X),
entonces Y = X U{0,1} C SH(X) y por lo tanto Y = SH(X). [
4. Elementos regulares

Ya vimos que en toda algebra de Heyting vale N3)xr < ——x. Si x = ——z entonces
se dice que z es un elemento reqular. Designaremos con R(A) al conjunto de todos los
elementos regulares de A, esto es

R(A)={re€ A:x=—-x}
Es claro que {0,1} C R(A), yaque =1 ==-0=1y -—0=-1=0.
Lema 4.1 x € R(A) si y sdlo si x = —y para algin y € A.

Demostracion: Si x = ——z, basta con poner y = —x.
Si x = -y, entonces ~—x = -y = 7y = T, esto es, v € R(A). [ |
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Teorema 4.1 [Glivenko, [2]] R(A) es un dlgebra de Boole.

Demostracion:
1. Ya vimos que 0,1 € R(A).

2. Siz,y € R(A), entonces ~—x =xy "y =y

—=(z Ay) PN ——y = x Ay.Luego, x Ay € R(A).

3. R(A) es un reticulado superior

Sean z,y € R(A), por el lema anterior, -—(x V y) € R(A). Veamos que =—(z V y)
es el supremo en R(A) de x e y. Vamos a notar z Uy = =—(z V y).

(i) 2 < -=(zVy),y < ——(zVy)
En efecto, x < zVy = =(xVy) < -z = z = 7—x < == (2 Vy). Andlogamente,
Y < —|—|([L’ V ’y)

(ii) Siz € R(A) verifica z < zy y < z entonces ~—=(x Vy) < z
Dex<zey<z obtenemoszxVy<zy-—(zxVy) <-—z=z

Luego, (R(A),A,U,0,1) es un reticulado.

4. (R(A),A,U,0,1) es distributivo.
Sean x,y,z € R(A). zA(yUz) = xA—-—(yVz) = "~z A== (yVz) = 2~ (zA(yVz)) =
==z Ay)V(zA2)=(xAy)U(xAz2)

5. Dado = € R(A), éste tiene complemento en R(A).

a) TA-x M) g y, por el lema anterior, =x € R(A).

N.
b) xU-x=--(xV-x) 21) —(—mzA-mx)=-0=1

Observemos que el orden en R(A) coincide con el orden de A. En efecto, dados z,y € R(A),

si ponemos x <’ y cuando x Uy = y, entonces tenemos que = <"y = zUy =y = ——(zV

Y=y=-@Vy) =-y=>-(aVy =y L wry=-y=>y<c>z<y
Siz<y,zUy=-(xVy)=--y=y,estoes, z<y. [ |

Corolario 4.1 Un dlgebra de Heyting A es un dlgebra de Boole si y sdlo si R(A) = A.

Demostracion: Sea A un algebra de Heyting que es un algebra de Boole. Como el orden
de algebra de Heyting coincide con el de algebra de Boole, entonces —x coincide con —z
para todo x € A por lo visto en la demostracién del teorema anterior.Luego, para todo
x €A —~—x=——1x=uzypor lotanto R(A) = A.

Si A= R(A), como R(A) es un algebra de Boole, A también lo es. [
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5. Elementos Booleanos de un algebra de Heyting

Notaremos con B(A) al conjunto de elementos Booleanos de un algebra de Heyting
A. Esto es:

B(A)={re A:exister’ € Atalquex A2’ =0y Vi =1}
Es claro que {0,1} C B(A).
Lema 5.1 Siz € B(A), entonces x’' = —x.

Demostracién: De x A 2’ = 0 resulta que 2’ <z — 0 = —x.
Luego 1 = Va2’ <z V -z =1. Como ademés x A —x = 0, resulta que 2’ = —x. [ |

Corolario 5.1 = € B(A) si y sdlo si x V —x = 1.
Lema 5.2 x € B(A) siy sdlo si x — y = —x Vy cualquiera que seay € A.

Demostracién: Supongamos que z,y € B(A) y veamos que —x V y satisface:

I) zA(-xVy) <y
sAN(zVy)=(xA-z)V(eAy)=zAy<y

Ié) Siz Az <y entonces z < -z Vy.
Siz Az <y, entonces ~zV (xAz) <-xVy. Luego (mxVz)A(-xVz) <z Vy,
de donde z < -z V z < =z V.

Entonces como z A (x — y) =x Ay <y, por I}),z — y < -z Vy.(i)
Por 1),z A (-x V y) <y, y aplicando I5), obtenemos -z Vy <z — y. (ii)
De (i) y (ii) se sigue que ~z Vy =1z — y.
Si suponemos que x — y = —x V y cualquiera que sea y € A, entonces en particular
x—x=1=-2xVyy por lo tanto x € B(A). |

Lema 5.3
1. Siz € B(A), entonces (x — y) — x = x cualquiera sea y € A.
2. Sixz € A estal que (r — y) — © = x cualquiera sea y € A, entonces v € R(A).

Demostracién: 1. Si z € B(A) entonces © — y = -z V y cualquiera que sea y € A.

Luego, (¢ =)~z = (caVy) »a = (ce = 2) Ay —2) "2 —mr Ay — @) =
:z/\(y—>x):(y—>z)/\x1{:2)x.
2. Si y = —x, entonces (r — —x) — x = x. Por Nij5), sabemos que z — —x = —z.

Nig)
Luego z = (x —» —x) »x =~ —x = —x. [

Notemos que B(A) no es necesariamente igual a R(A): sea A el reticulado de la figura;
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Tenemos entonces la siguiente tabla:

x|-x | x|V
0] 1 0 1
110 1 1
al b c d
b| ¢ b f
c| b c f
d| 0 1 d
f| o0 1 f
g| 0 1 g

en la tabla vemos que B(A) = {0,1} y R(A) = {0, 1,b, ¢}. Podemos observar ademés que
bUc=-(bVe)=—-f=1#f.
6. Algebras de Heyting lineales

Teorema 6.1 [A.Monteiro, [5], [6], M.Ward,[8]] En un dlgebra de Heyting las si-
guientes condiciones son equivalentes:

L) (x—=y)V(y—z)=1

Ly) aVy=((x—=y) =y Ay —2z)—2)
Ls) z—= (zVy)=(z = 1)V (z > y)

Ly) (xAhy) = z=(x—2)V(y—2)

Demostracion:

Ll) = Lz) Sea
p=(z—y) =y A(y—2z)—2) (2)
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S1) x<py<p

Por Pgl),

< (r—y) >y
De Plg),

r<(y—z)—=x
Analogamente,

y<(y—w)—z

y<(z—y) —y.

Algebras de Heyting

De (2), (3) v (4) se deduce que = < p, y de (2), (3) y (5), y <p.

Sg) Six < zey< z entonces p < z.
Suponemos que
<z

y <z

De (7)7 pr P14),
p—r<p—z

y de (2),
p<(y—a)—uw (10)
luego, pOI'P15),
(y—z)—2)—mr<p—ux (11)
y por Py3),
y—r<p—ouzw (12)
de (9) y (12),
y—x<p—z (13)
Analogamente se obtiene
T—yY<p—=z (14)
y de (13), (14) y L1)
l=@F—-y)Vy—z)<p—2z (15)

y entonces, p — 2z =1, eso es, p < z.

Luego, de S1) y S2), zVy=p=((z = y) = y) A ((y = x) — 2).
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L) = Lg) 2= (aVy) 2o [(@—y) =y Ay —2)—2) 2

= (y—2) =D)ALz = (e —y) = y)] =
i ayoa) - (o)A G- @—y) - (- y) =
Blzoy o on) - oA (o) = (o) = () =
2oV oy)
L3) = Ly) 1=(xVy) —(xVy) =
D(@vy) —a)v(avy) —y) =
Yo ay—a)Vi@—y) Aly—y) =
=(IANy—z)V((z—y)Al)=(y—2)V(r—y)
Ly)= Ly (x—2)V(y—2)=
2 (z=2) = (y—2) = =2 Ay —=2) = (x—2) = (- 2)] =
2y =z =2 =2 == Az = (y—2) = 2)] = (@ —2)} =
2y = [((g—2) = 2) = I A {o = [((y— 2) = 2) = 2]} =
D@2l y—2)]2eoy—2) 2 @ry —=

L) = L1) 1= (zAy) = (xAy) =

L) (x = (xAy))V(y— (xAy))

—((r— D) A — ) V(g — ) Ay — y)] =
— A=Vl —o) Al = (o) V (g — )

Definicién 6.1 Un dlgebra de Heyting en la que se verifica Ly) se dice un dlgebra de
Heyting lineal o L-algebra.

Teorema 6.2 [A.Monteiro[5], [6]] En un dlgebra de Heyting se verifica Ly) si y sdlo
st la familia de todos los filtros que contienen a un filtro primo dado forma una cadena.

Demostracién: Sea P un filtro primo de un algebra de Heyting A donde se verifical,)
y F la familia de todos las filtros de A. Sea

F(P)={FeF:PCF}

F(P) # 0 pues P, A € F(P). Supongamos que existen Fy, Fy € F(P) tales que F; € F;
y Fy € Fy. Sean entonces x; € Fy — Fy, x5 € Fy — Fy. Por hipétesis, (r1 — x2) V (x2 —
x1) =1 € P. Como P es primo, se deduce que (x; — z3) € P 6 (v9 — x1) € P. Si
(r1 — mg) € P, como P C Fy,(z1y — x2) € Fy, y como F} es sistema deductivo, resulta
que T3 € Fi, lo cual contradice que xo € Fy — Fy. En forma andloga, si (o — x1) € P,
se llega una contradiccién, por lo que se deduce que Fy C Fy 6 Fy C Fy, esto es, F(P) es
una cadena.
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Supongamos ahora que la familia de todos los filtros que contienen a un filtro primo es
una cadena, y que existen z,y € A tales que « = (x — y) V (y — x) < 1. Necesariamente
x # y. Como a < 1, por el teorema del filtro primo, existe un filtro primo P tal que
agZP.Comoy<zr—y<ayr<y—z<areultaquez ¢ Pey ¢ P. Consideremos
Fy, =F(P,x); F, =F(P,y). Entonces, por hipétesis, Fy C Fy 6 Fy, C Fj. Si suponemos que
Fy C F,, como x € Fi,x € Fy y entonces y — x € Fy. Luego, y = (y > x) =y >z € P
y como y — x < q, resulta que a € P, absurdo. De la misma manera, si suponemos que
F, C F}, concluimos que o € P. Luego, para z,y € A, debe ser (z — y)V (y — =) = 1.

|

Corolario 6.1 En una L-dlgebra A, si F' es un filtro propio que contiene a un filtro primo
P, entonces F' es primo. Luego, la familia de todos los filtros propios que contienen a un
filtro primo constituye una cadena de filtros primos.

Demostracién: Sea F' un filtro propio, F' € F(P). SizVy € F,

vy 2 (z—y) >y Ay —x) > x)€F

Luego (r+ —y) my€ Fe(y—z)—x € F. Ademés, (r - y)V(y = x)=1€ P, de
dondex —ye Péoy—xe€P.Sie —-yePyecF;,ysiy—xe€ Px¢cF,estoes, F
es un filtro primo. [ |

Lema 6.1 En toda dlgebra de Heyting lineal A, si P es un filtro primo, entonces A/ P es
una cadena.

Demostracién: Sean Cp(x),Cp(y) € A/P. Como A es lineal,

(Cp(z) — Cp(y)) V (Cply) — Cb(x)) = (Cp(r — y)) vV Cply — x)) = Cp((x —
y) vV (y — x)) = Cp(1).

Luego, (x - y)V(y — x) € P,y como P es primo,z - y€ Py — x € P.

Siz — y € P, entonces Cp(z) — Cp(y) = Cp(1l) y Cp(x) < Cp(y). Anédlogamente,
y — x € P, se sigue que Cp(y) < Cp(x). [ |

6.1. Elementos Booleanos en las algebras de Heyting Lineales
En las dlgebras de Heyting lineales, como vale por L) que
(TAy)—z=(@—=2)V(y—2)

entonces, en particular
(zAy) = 0=(z—=)V(y—0),

esto es,
“(zAy)=-zV -y (16)

y ya sabiamos que vale =(z Uy) = =—==(x V y) M) —x A\ .
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7.

Entonces, si A es un algebra de Heyting lineal, (R(A),A,V,0,1) es un algebra de
Boole: en efecto, sélo nos queda por probar que si z,y € R(A), entonces z Vy € R(A),
pero

—=(z Vy) M) —(—x A —y) ©_ v Yy =xVy.

Més aiin, en este caso B(A) = R(A).

R(A) C B(A).

Siz € R(A),x = -y para algin y € A. En general, vale que -y A ==y = 0 (i).
Luego, =(—y A =—y) = =0 =1 y por (16) ==y V ===y = 1, esto es, =~y V -y = 1
(ii).

De (i) y (ii) se deduce que -y = = € B(A).

B(A) C R(A)

Si x € B(A), entonces, por un lema anterior, -z = 2’ € B(A). Como = = (2) =
-z, entonces x € R(A).

Notemos que esta inclusiéon vale en toda algebra de Heyting.

Elementos densos en las algebras de Heyting

Definicién 7.1 Siguiendo a Tarski, ver H. Rasiowa, [7], llamaremos denso a un elemento
x de un dlgebra de Heyting st ~x = 0.

Lema 7.1 Las siguientes condiciones son equivalentes para cada elemento x en un dlgebra
de Heyting:

(i) = es denso.

(ii) =z = 1.

(iii) = A z # 0 para todo z # 0.

(iv) x =y V —y para algin elemento y € A.

Demostracién: (i)=- (ii) Si z es denso, ~x = 0 y entonces -z = =0 =1
(ii)=>(i) Si ==« = 1, entonces -z = =——x = =1 = 0, esto es, = es denso.
() (i) zA2<02<rx—-0=2=0&2=0

(i)=(iv) 2 =0, luegoz =z V0O =z V —x.

(iv)=-(i) Si x es de la forma y V =y, entonces -z = —(y V —y) hee) Luego, z =y V —y
es denso.

Llamaremos Ds(A) al conjunto de los elementos densos de A.

Ds(A) ={z € A:—-x =0}
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Ds(A) # 0, pues 1 € Ds(A).

Consideremos el reticulado distributivo A de los abiertos de un espacio topolégico E
con X — Y =I([XUY).Si A € Aes denso, entonces =A = [(CAUP) = ICA = (). Luego
CICA = E, estoes, A= E, de modo que A es denso en el sentido topolégico del término:
su clausura es todo el espacio.

Lema 7.2 Un dlgebra de Heyting es un dlgebra de Boole si y sélo si Ds(A) = {1}

Demostracién: Por el lema anterior, Ds(A) = {y vV -y : y € A} Luego Ds(A) = {1} si
y so6lo si y V —~y = 1 para todo y € A. Esto es equivalente por el corolario 5.1 a decir que
A es un algebra de Boole. [

Lema 7.3 Ds(A) es un filtro.

Demostracion:
Fy) Ya vimos que 1 € Ds(A).

F,) Sean z,y € Ds(A),y z # 0. Sabemos que Az # 0y de la misma manera, yA(zAz) #
0. Luego, (z Ay) A z # 0 para todo z # 0, y por lo tanto, x Ay € Ds(A).

F;) Siz € Ds(A) y x <y, entonces -y < —x = 0y por lo tanto, -y =0 e y € Ds(A).
|

Lema 7.4 Si F es un filtro tal que Ds(A) C F, entonces A/F es un dlgebra de Boole.

Demostracién: Ya sabemos que A/F es un édlgebra de Heyting. Bastara entonces con
probar que Cr(z) V =Cr(z) = Cp(1) para todo Cr(x) € A/F. En efecto:

CF([L’) V _|CF([L’) = CF([L’) V CF(_KL’) = CF([L’ vV _|[L’) = Cp(l),
pues z V —x € Ds(A) C F cualquiera que sea x € A. |
Lema 7.5 El dlgebra de Boole R(A) es isomorfa a A/Ds(A)

Demostracién: Sea 7 : A — A/Ds(A) el epimorfismo canénico y f : A — R(A) dada
por f(x) = —-—zx.
f es un epimorfismo:

L fxAy) =z Ay) = =z Ay = f(z) A f(y)

[N}
=
=

I

J

J

[a]

I
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L fa—y) == y) Y e oy = f@) - ()
5. faVy) = (e Vy) E m(me Vamy) = S (f(@) V F(9) = F() U (), donde
U es la operacién del supremo en R(A).

Ademas, f es epimorfismo, ya que si z € R(A), entonces f(z) = -—x = x.
Finalmente, Ker(f) = {r € A: =—x = 1} = {vr € A : z es denso } = Ds(A). Por lo
tanto, Ker(f) = Ker(m) y R(A) = A/Ds(A). |
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