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1 Les algebres de Lukasiewicz trivalentes

La notion d’algebre de Lukasiewicz trivalente, a été introduite et leur théorie dévelop-
pée par Gr. Moisil [7], [8] , [9].

Ces algebres jouent dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz un role ana-
logue a celui des algebres de Boole dans le calcul propositionnel classique.

La définition suivante (voir [12], [13], [17]) est équivalente a celles qui on été indiquées

par Moisil.

Définition 1.1 Une algébre de Lukasiewicz trivalente (L,V,\,~,V,1) est une algebre
du type (2,2,1,1,0) de telle maniére que les conditions suivantes soient vérifiées:

L) zv1=1

L2) zA(zVy) =z

L3) xA(yVz)=(zAz)V(yAz)
Lf) ~~z=uz.

L5) ~(zNy)=~axV ~y.

L Les résultats suivants ont été exposés dans un Seminaire due o [’Instituto de Matemdtica de
UUniversidad Nacional del Sur, leurs éléves: Roberto Cignoli, Luisa Iturrioz et Luiz F. Monteiro.
Nous avons ajouté a la Bibliographie des travaux publiés d’aprés 1966.



L6) ~xVvVz=1.
L7) ~zNx =~z AV
L8) V(x Ny) =Vz AVy.
Nous dirons aussi que L est une algebre de Lukasiewicz.

L’opération V s’appelle opération de possibilité. 1l est bien connue que L est un réticulé
distributif ayant par dernier élément 1, et plus précisement une algebre de De Morgan,
o1 0 = ~ 1 est le premier élément du réticulé L. L’opération de nécéssité (A) est définie
par: Ax =~V ~zx, x € L.

Si R est un réticulé distributif, nous répresenterons par F(R) I’ensemble de tous les filtres
de R. Il est bien connue que (F(R),C) est un ensemble ordonée. Soit U(R) 1’ensemble
de tous les éléments maximales de 1’ensemble ordonné F(R), nous appelerons ultrafiltres
de R, ces éléments.

Nous répresenterons par P(R) 'ensemble de tous les filtres premiers de R, et par
p(R) l'ensemble de tous les filtres premiers minimales de R, c’est-a-dire ’ensemble
des éléments minimales de I’ensemble ordonné (P(R), C).

Si M est une algebre de De Morgan, et X C M, soit ~ X ={x € M : ~zx € X}. Si
P € P(M) alors il est bien connu que ¢(P) =C ~ P, ou CY répresente le complément
de ’ensemble Y C M para rapport a l’ensemble M , est une transformation, que
s’appelle transformation de Birula- Rasiowa [1], [2], de P(M) dans P(M), qui verifie
(1) o(e(P)) = P, et (2) Si P,Q € P(M) alors P C @ si et seulement si ¢(Q) C ¢(P).

Lemme 1.1 Si P € P(M) alors:
1) ~x € P si et seulement si x ¢ p(P).

2) ~ x ¢ P siet seulement si z € p(P).

Si K est une algebre de Kleene, il est bien connue que: Si P € P(K) alors: P C ¢(P) ou
p(P) C P. Si P € P(K) verifie P C ¢(P) nous dirons que P est un filtre de premiere
espece [22] , et nous répresentrons par P;(K) I'ensemble de tous les filtres de premiere
espece . 1l est claire que p(K), P1(K) C P(K).

Soit T" = {0,1/2,1} l'ensemble ordonné ot 0 < 1/2 < 1. Donc T est un réticulé
distributif avec premier et dernier éléments 0 et 1 respectivement. Si nous posons
~0=1 ~(1/2) =1/2, ~1=0et VO =0, V(1/2) = V1 = 1, alors T est une
algebre de Lukasiewicz trivalente. Observons que A0 = A(1/2) =0, Al =1 et que le
sous-ensemble B = {0,1} de T est une sous-algebre de 7.

Si L est une algebre de Lukasiewicz, nous noterons par B(L) ’ensemble de touts les
éléments booléens de L.



Lemme 1.2
B(L)y={zeL:Ve=z}={zeLlL:Ax=z}y={ze€Ll: zN ~z=0}
Comme toute algebre de Lukasiewicz est une algebre de Kleene, c’est- a-dire verifie:
TN ~x<yVv ~y

alors si b € B(L), alors le complément booléen de b, que nous notérons —b, est égale a
~ b, c’est-a-dire —b = ~ b. La démonstration que nous avons obtenue a été reproduite
sans changement dans [3]. Une démonstration plus simple a été obtenue par L.Monteiro,
[19]. Voir a cette propos [16].

Lemme 1.3 (Principe de détermination de Moisil.)Si L est une algébre de Lukasiewicz,
x,y € L tels que Vx = Vy et Ax = Ay, alors x = y. [7], [8], [20].

Définition 1.2 Une application h d’une algébre de Lukasiewicz L dans une algébre de
Lukasiewicz L' sera dite un L-homomorphisme de L dans L', si les conditions suivantes
sont vérifiées [12]:

H1) h(xVy) = h(z)V h(y),

H2) h(~ x) =~ h(z),

H3) h(Vz) = Vh(z).

Définition 1.3 Une partie F' d’une algebre de Lukasiewicz L sera dite un A-filtre si:
F1) F est un filtre du réticulé distributif L,

F2) Sia€ F alors Aa € F.

Si X est un sous-ensemble de ’algebre de Lukasiewicz L, nous notérons par D(X), le
A-filtre engendrée par 'ensemble X. Si F' est un A-filtre et a € L — F' nous notérons
par D(F,a) le A-filtre engendrée par ’ensemble F'U {a}. 1l est bien connu que:

D(F,a) ={yeL:V~aVyeF}
Comme la famille des A-filtres est inductive supérieurement alors:
Lemme 1.4 Chaque A-filtre est contenue dans un A-filtre mazximal.

Nous répresenterons par D(L) l'ensemble de tous les A-filtres de L, et par M(L)
I’ensemble de tous les A-filtres maximales de L.

Lemme 1.5 Chaque A-filtre est intersection de A-filtres mazimales.



Si L et L' sont des algebres de Lukasiewicz, et A un homomorphisme de L dans L', alors
I'ensemble N(h) = {x € L : h(xz) = 1'}, ou 1’ est le dernier élément de L', est un A-filtre
de L. Nous dirons que N (h) est le noyau de h.

Soit D un A-filtre d’une algebre de Lukasiewicz L. Posons z = y (mod.D) pour indiquer
qu’il existe un élément d € D tel que x Ad = yAd, alors la relation = est une congruence
définie sur L. Soit |z| la classe d’équivalence qui contient I’élément = € L. Alors si nous
algebrisons I’ensemble L/ = des clases d’équivalence par: |z| A |y| = |z| Ayl|, ||V |y| =
lx|V]yl|, V]z|=|Vx|, ~|x|=]|~=x|, 1=|1],alors (L/ =,V,A,~,V,1) est une algebre
de Lukasiewicz trivalente, et la transformation A de L dans L/ = definie par h(z) = ||
est un homomorphisme de L sur L/ =, ayant par noyau D. A l'algebre A/ = que nous
venons d’obtenir nous donnerons le nom d’algebre quotient de L par le A-filtre D. Nous
notérons aussi cette algebre par L/D.

Il est bien connue que toutes les images homomorphes d’une algebre donnée L peuvent
étre obtenues par la construction que nous venons d’indiquer.

Lemme 1.6 Si M est un A-filtre mazximal de L alors ’algebre quotient A/M est iso-
morphe soit a l’algébre B ou a l’algébre T'.

Si X est un sous-ensemble d’une algebre de Lukasiewicz L, nous notérons par F(X) le
filtre engendrée par X dans le réticulé distributif L.

Lemme 1.7 Si R est un réticulé distributif avec premier (0) et dernier élément (1) et
X C R alors le filtre engendré par X dans R est I’ensemble:

F(X) ={y € R : il existent des éléments z1, 22, - - -, z, € X tels que A z; <y}
k=1

Lemme 1.8 Si X est un sous-ensemble de R qui vérifie: Si x,y € X alors x Ny € X,
alors F(X) ={y € R: ilexiste x € X tel que x < y}. Un tel sous-ensemble s’appelle
une base multiplicative de filtre. Si 0 ¢ X alors F(X) est un filtre propre , c’est-d-dire
F(X) # R.

Observation 1.1 Si L est une algébre de Lukasiewicz, X C B(L), nous noterons par
Fp(X) le filtre de B(L) engendrée par l’ensemble X. Il est facile a voir que Fp(X) =
F(X)n B(L).

Lemme 1.9 Si L et L' sont des algébres de Lukasiewicz et h un L-homomorphisme de
L dans L’, alors : h(B(L)) C B(L'), et la restriction h’ de h a I’'ensemble B(L) est un
homomorphisme Booléen de B(L) dans B(L’).

Il est bien connue que:

Lemme 1.10 Si h est un homomorphisme booléen de l’algébre de Boole A sur l’algebre
de Boole A" et X un sous-ensemble de générateurs de A, c’est-a-dire SB(X) = A, alors

A’ = SB(h(X)).



Nous allons étudier les relations entre les filtres premiers de L et les A-filtres maximales
de L.
SiX CL,soit VX ={Vx:ze€ X}, et AX ={Az:2z € X}.

Lemme 1.11 If X est un sous-ensemble de B(L) qui vérifiee: “(1) Si x,y € X alors
x ANy € X7, alors F(X) est an A-filtre.

Dém. Soit y € F(X), alors d’apres 'hypothese (1) et le lemme 1.8, il existe x € X
tel que x <y, donc z = Az < Ay, donc d’apres le lemme 1.8, Ay € F(X). O

Corollaire 1.1 Si P € P(L) alors F(AP), F(VP) sont des A-filtres de L.

Dém. Soient xz,y € AP, donc z = Ap, y=Aq,oup,q€ P,donczANy=A(pAq) €
AP, car pAq € P, alors par le lemme 1.11 F(AP) est un A-filtre de L. Analoguement
on montre que F(VP) est un A-filtre de L. O

Lemme 1.12 La transformation o : D(L) — F(B(L)), definie par o(D) = D N B(L),
est un isomorphisme d’ordre de l’ensemble ordonée (D(L),C) dans l’ensemble ordonée

(F(B(L)),S). et a71(Q) = F(Q), Q € F(B(L)).

Dém. Si D e D(L), il est facile a voir que a(D) € F(B(L)). Soient D1, Dy € D(L)
tels que Dy C Do, alors il est claire que a(D;) C a(Ds).

SiD € D(L), alors a(D) = DNB(L) C D et par conséquant F(DNB(L)) C F(D) = D.
Side D alors Ade DNB(L) C F(DNB(L)) et comme Ad <donadec F(DNB(L)).
Nous avons ainsi demontré que : (1) F(D N B(L)) = D.

Soit @ € F(B(L)), alors comme @ verifie les conditions du lemme 1.11 on a F(Q) €
D(L), donc a(F(Q)) = F(Q) N B(L). Comme Q C B(L) et F(Q) C B(L), alors
Q=QNB(L) CFQNB(L). Siy € F(Q) N B(L), alors y € F(Q), donc il existe
x € @ tel que x < y. Comme y € B(L) alors (1) Ve < Vy=y. Dexz € Q, v < Vzx
et Vo € B(L) on déduit que (2) Vz € Q. De (1) et (2) on a y € . Nous avons ainsi
demontré que a(F(Q)) = Q. Cela montre que « est une fonction surjective.

Soient Dy, Dy € D(L) tels que a(D;) C «a(Dy), c’est-a-dire D, N B(L) € Dy N B(L),
donc Dy = F(D; N B(L)) C F(Dy N B(L)) = D,. Cela montre que « est une fonction
biyective et que a1 (Q) = F(Q), Q € F(B(L)). O

Lemme 1.13 Si P € P(L) etbe B(L)N P alors b€ F(VP).

Dém. Commebe B(L)N P alorsb=Vbe VP C F(VP). O
Il est facile a voir que:

Lemme 1.14 (a) Sib¢ P € P(L) et b€ B(L) alors ~ b€ P.

(b) Si F est un filtre propre de L et b € FF'NB(L) alors ~b ¢ F.

Lemme 1.15 Si P € P(L) alors F(VP) € M(L) et F(VP) C P.



Dém.

1) F(VP)C P.
Montrons que (i) :VP C P. Soit t € VP, alors t = Vp, ou p € P. Comme
p < Vp=tet P est un filtre alors t € P. Comme (ii) P est un filtre, alors de (i)
et (ii) on déduit 1).

2) Par le corollaire 1.1, F(VP) est un A-filtre. Montrons qu’il est un A-filtre maxi-
mal.
Supposons qu’il existe M € M(L) tel que: (1) F(VP) C M. Montrons que (2)
M & P. D’apres (1) il existe un élément m € L tel que (3) m € M — F(VP),
alors comme M es un A-filtre d’apres (3) on déduit que (4) Am € M. Comme
Am < m, en tenant compte de (3) on a (5) Am ¢ F(VP).
Si (6) M C P, alors d’apres (4), Am € P et alors Am = VAm € VP, donc
Am € F(VP), ce qui est en contradiction avec (5).
D’aprés (2) il existe z € L, tel que (7) z € M — P, alors (8) Az € M, (9) Az ¢ P.
D’apres (8) en tenant compte du lemme 1.14 , b) on a (10) ~ Az ¢ M. D’aprés
(9) et le lemme 1.14, (a) ~ Az € P, donc ~ Az =V ~ Az € VP, et alors
~ Az € F(VP) C M, ce qui est en contradiction avec (10).

O

Lemme 1.16 Chaque filtre premier P d’une algébre de Lukasiewicz L contient un et
seulement un A-filtre maximal.

Dém. Par le lemme 1.15 nous savons qu’il existe un A-filtre maximal contenue dans
P, a savoir F(VP). Soient M, M' € M(L) tels que M C P, M' C P et M # M'. Alors
il existe x € M — M’ orilexistex € M'—M. Six € M —M" alors Az € M et Ax ¢ M'.
Comme M’ est un A-filtre maximal alors L = D(M',Az) ={y€ L :~ Az Vy e M'},
donc ~ Az € L = D(M', Ax), et c’est-a- dire ~ Ax = ~ AzV ~ Ax € M’, et comme
M CPonan~ Ax € P. Comme Az € M C P, alors on a Ax € P et d’apres le lemme

1.14 (b), ~ Az ¢ P. Contradiction. Si z € M’ — M, on arrive aussi a une contradiction.
O

Lemme 1.17 Si P € P(L) alors F(VP) C ¢(P).

Dém. Supposons que (1) F(VP) € ¢(P) =C ~ P, alors il existe (2) m € F(VP),
(3) m & ¢(P).

De (2) on déduit (4) Am € F(VP) et comme Am < mde (3) et (4) ona (5) Am ¢ p(P).
Comme L est une algebre de Kleene nous savons que tout filtre premier P de L, est
comparable avec ¢(P).

Si P C ¢(P), alors comme F(VP) C P, nous avons F(VP) C ¢(P), ce qui est en
contradiction avec (1). Alors (6) ¢(P) C P.

Comme Am V ~ Am =1 € ¢(P) et ¢(P) est un filtre premier, alors en tenant
compte de (5), on a ~ Am € ¢(P), donc par (6) on a ~ Am € P, d’ou par (4)
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0=AmA~Ame P.

Démonstration de L. Monteiro. Soit m € VP, alors m = Vp, ou p € P. Comme
~pVVp=1¢€ p(P) et p(P) est un filtre premier alors ~ p € (P) ou Vp € p(P). Si
~p€pP)=C ~ P, donc ~p¢& ~ P. Cette contradictiom montre que m = Vp €
©(P). Nous avons ainsi demontré que VP C ¢(P), donc F(VP) C p(P). O

Lemme 1.18 Si P € P(L) , P C ¢(P), et Va € P, alors a € p(P).

Dém. De (1) P C p(P), et (2) Va € P. Supposons que (3)a ¢ ¢(P), donc a € ~ P,
c’est-a-dire, (4) ~ a € P.

De (2) et (4),ona: a A ~a=VaA ~a€ P,donc a € P, et alors par (1), a € ¢(P),
contradiction. O

Lemme 1.19 Si L est une algébre de Lukasiewicz et P € P(L) alors P € M(L) ou
p(P) € M(L).

Dém. Nous savons que (i) ¢(P) C P or (ii) P C ¢(P). Supposons que (i) ¢(P) C P.
Par le lemme 1.17, (1) F(VP) C ¢(P). Supposons que F(VP) C ¢(P), alors il existe
(2) a € p(P) tel que (3) a ¢ F(VP). Si~ Aa=YV ~ a € P alors par le lemme 1.13, (4)
V ~ae F(VP). De (1) et (4) on déduit que V ~ a € ¢(P), et comme @(P) C ¢(p(P)),
alors par le lemme 1.18 on a ~ a € ¢(P) C P, cet qui est en contradiction avec (2).
Comme AaV ~ Aa=1¢€ P € P(L) et ~ Aa ¢ P, on déduit que Aa € P, et alors
Aa = VAa € F(VP), donc comme Aa < a, nous avons a € F(VP), ce qui est en
contradiction avec (3). Alors F(VP) = ¢(P). Nous avons ainsi vue que si ¢(P) C P
alors F(VP) = ¢(P) est 'unique A-filtre maximal contenue dans P. Analoguement si
P C p(P) =Q, alors P = ¢(P) C ¢(P) = Q, donc ¢(P) = @, est 'unique A-filtre
maximal contenue dans ¢(P). O

Corollaire 1.2 M(L) C P(L).

Dém. Soit M un A-filtre maximal, alors il existe U € U(L) tel que (1) M C U.
Comme U(L) C P(L), alors U est un filtre premier et comme ¢(U) est comparable
avec U, nous avons necessairement (2) ¢(U) C U. Donc par le lemme 1.19 ¢(U) est
un A-filtre maximal, et comme par le lemme 1.16 il existe un unique A-filtre maximal
contenue dans U, on a M = p(U) € P(L). O
Il est bien connue que:

Lemme 1.20 Si R est un réticulé distributif avec premier et dernier éléments (0 et 1
respectivement), alors les conditions suivantes sont équivalentes:

a) U est un filtre mazximal de R.

b) Etant donnée x ¢ U il existe u € U tel que x A u = 0.

Lemme 1.21 Si R est un réticulé distributif avec premier et dernier éléments (0 et 1
respectivement), alors les conditions suivantes sont équivalentes:
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a) P est un filtre premier minimal de R.

b) P=R—1, ou I est un ideal maximal de R.
et les conditions suivantes sont équivalentes

c) I est un ideal maximal de R.

d) Etant donnée p ¢ I il existe ¢ € I tel que pV q = 1.
Lemme 1.22 [) p(L) CD(L); II) p(L) = M(L).
Dém.

I) Soit P € p(L). Si0 € AP, alors 0 = Ap ou p € P, donc par le lemme 1.21 il existe
q¢ Ptelquel =pVg,doncl=A(pVqg) =ApVAqg=0VAq=Aq<q,etnous
avons ainsi ¢ = 1 € P. Contradiction. Alors 0 ¢ AP alors en tenant compte du
corollaire 1.1 et du lemme 1.8, nous avons que: (*) F(AP) est un A-filtre propre
de L. Montrons que P = F(AP). Soit p € P, comme Ap < p et Ap € F(AP)
alors p € F(AP), donc P C F(AP). Supposons que P C F(AP), alorts il existe
(1) x € F(AP), tel que (2) z ¢ P. D’apres (1) il existe p € P tel que (3) Ap < x.
De (2) et (3) on déduit (4) Ap ¢ P, et comme ApV ~ Ap =1 € P, nous avons
que (5) ~ Ap € P. Comme Ap € F(AP) et P C F(AP), d’aprées (5) on déduit
~ Ap € F(AP), et alors 0 = Ap A ~ Ap € F(AP), ce qui est en contradiction
avec (*).

II) a) Soit P € p(L) alors par I) P est un A-filtre. Supposons qu’il existe
M € M(L) tel que P C M, alors il existe (1) z € M tel que (2) = ¢ P.
Alors (3) Az € M et (4) Az ¢ P. Comme AzV ~ Az =1 € P, d’apres (4)
onan~ Ax € P, et alors (5) ~ Az € M. De (3) et (5): 0 =Ax ANAx € M.
Contradiction.

b) Soit M € M(L) alors par le corollaire 1.2, M € P(L). Si M ¢ p(L), alors
il existe (1) P € p(L) tel que (2) P C M. De (1) il résulte par II) a) que
P € M(L), c’est qui est en contradiction avec (2).

O

Corollaire 1.3 Chaque filtre premier d’une algébre de Lukasiewicz contient un unique
filtre premier minimal.

Dém. D’apres le lemme 1.16 chaque filtre premier contient un et seulement un A-filtre
maximal, et d’apres le lemme 1.22, (II) la famille des A-filtres maximales coincide avec
la famille des filtres premiers minimales. O

Lemme 1.23 Si P € p(L) et P ¢ U(L) alors il existe un et seulement un P’ € P(L)
tel que P C P', et plus précisement P' = ¢(P).
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Dém. Soit P € p(L) , nous savons que (1) ¢(P) C P ou (2) P C ¢(P). Comme
¢(P) € P(L) et P est un filtre premier minimal la condition (1) ne peut pas étre vérifiée.
Soit U € U(L), tel que o(P) C U, alors p(U) C ¢(¢(P)) = P, donc comme P est un
filtre premier minimal on doit avoir ¢(U) = P, donc U = ¢(P).

Alors ¢(P) est un ultrafiltre qui contient P. On ne peut pas avoir ¢(P) = P, car par
hypothese P ¢ U(L), alors :

P C ¢(P) et ¢(P) ultrafiltre.

Soit P’ € P(L) tel que (3) P C P'. Nous allons montrer que (4) P C U = ¢(P). En
effet si P/ € U il existe (5) p’ € P’ tel que (6) p' ¢ U. De (6) , voir lemme 1.20 , on
déduit qu’il il existe (7) u € U tel que (8) uAp' =0. Siu € P alors0=uAp € P, et
alors P’ = L, contradiction. Comme P’ € P(L) alors par le lemme 1.15:

(9) F(VP) e M(L) et (10) F(VP)C P'.

Par le lemme 1.22, (II), p(L) = M(L), alors (11) P € M(L). D’apres le lemme 1.16 nous
savons que chaque filtre premier d’'une algebre de Lukasiewicz contient un et seulement
un A-filtre maximal, alors de (9), (10), (11) et (3), on a: (12) F(VP') = P.

De (5) on a (13) Vp' € VP C F(VP') = P. Comme P C ¢(P) =U et P € M(L), on
a d’apres le lemme 1.16 P = F(VU) C U.

De (7) on a (14) Vu € F(VU) = P, et de (8), (13) et (14): 0 = VO = V(uAp) =
Vu AVp' € P, contradiction. Alors P’ C U = ¢(P).

Supposons que P’ C U = ¢(P), alors nous avons P C P’ C U, donc P = ¢(U) C
@(P") C o(P)=U. De ¢o(P") C U, on déduit qu’il existe u € U tel que u & p(P’).
Nous savons que P’ et ¢(P’) sont comparables. Supposons que P’ C ¢(P’). Comme
uAN ~u<walors: (i) ~u A Vu=u A ~u & @o(P). Deu¢ p(P) on déduit
~u € P et comme Vu € F(VU) =P C P/, alors ~u A Vu € P’ C ¢(P’) ce qui est
en contradiction avec (i).

Si (P’") C P’, on arrive aussi a une contradiction.

Alors U = ¢(P) est 'unique filtre premier qui contient a P comme partie propre. O

Corollaire 1.4 Si P € p(L) et P ¢ U(L) alors l'unique filtre propre F qui contient P
comme partie propre est F' = @(P).

Dém. Soit F un filtre propre tel que: (1) P C F, et supposons que F' ¢ U(L), alors
il existe (2) U € U(L) tel que (3) FF C U. De (1) et (3) on a: P C U, d’ou 'on déduit
d’apres le lemme 1.23 que U = ¢(P). Soit (4) x € U — F. Comme F = N{P': P’ €
P(L),F C P'} et © ¢ F, alors il existe P’ € P(L) tel que (5) F C P’ et (6) x ¢ P'.
De (4) et (6) on a (6) P # U = @(P). De (1) et (2): (7) P C P'. Alors il existe un
filtre premier P’, diferent de ¢(P) qui contient P comme partie propre, c’est qui est
impossible par le lemme 1.23.

O
Rappellons: Si R est un réticulé distributif fini non trivial, ¢’est-a-dire avec plus qu’un

élément, nous répresenterons par II = II(R) ’ensemble ordonné des éléments premiers
de R.



Théoréme 1.1 Si R et R’ sont des réticulés distributifs finis, non triviales, telles IT =
II(R), I =TI(R) sont des ensembles ordonnés isomorphes alors R et R sont réticulés
1somorphes.

Dém. Soit f:II — IT' un isomorphisme d’ordre et posons par définition:

07 sizx=0
H(z) = ,
V{if(p) :pell,p <z}, siz#0

Alors on peut montrer que H : R — R est un isomorphisme de réticulé et que H(p) =
f(p), pour tout p € II. N

Corollaire 1.5 Tout réticulé distributif fini R est déterminé , a isomorphisme pres,
par l’ensemble 11 = II(R) des ses éléments premiers.

Soit X un ensemble ordonné, un sous-ensemble Y de X s’appelle section inférieure
de X, s1Y = () ousiverifie Siy € Y et x < y alors v € Y. Les sous-ensembles
(] ={y € X : y <z} sont des sections inférieures de X.

Nous répresenterons par S(X) I’ensemble de toutes les sections inférieures de X.

Théoreme 1.2 Si X est un ensemble ordonné fini, il existe un réticulé distributif fini
R tel que les ensembles ordonnés X et II(R) sont isomorphes. (G. Birkhoft.)

Dém. 1l est bien connue que (S(X),N,U, D, X) est un réticulé distributif avec premier
et dernier élément. Comme X est fini alors le réticulé distributif S(X) est aussi fini.

11 est facile & montrer que II(S(X)) = {(z] : x € X}, et que si nous posons B(x) = (],
pour tout z € X alors § est un isomorphisme d’ordre de X dans II(S(X)). O

Définition 1.4 Soit X un ensemble ordonné fini. Nous dirons que x € X est li€¢ a
y € X, sl existe une suite finie ay,as,---,a, d’éléments de X tels que a; = x,a, = v,
et a; est comparable avec a;y1, 1 <i<n—1. Pour indiquer que a est comparable avec
b, nous écrirons a || b , et pour indiquer que x est li€ 4 y nous écrirons x = y.

Six #y x,y € X, on peut supposer que les éléments a;, 1 < i < n, verifient
a;, #a;, 1#7, 1<i,j5<n.

Il est bien connu que la relation ~ est une relation d’équivalence définie sur X. Soit
K(x) ={y € X : y = z} la célule d’équivalence qui contient ’élément x € X. Observons
que: Siy ¢ K(x), alors y est incomparable avec tous les éléments de K (x).

Soient K (1), K(x2),...,K(z,) les célules d’equivalence. Il est bien connue que les
sous-ensembles K (x;), 1 < i < n, de X sont des ensembles ordonnés connexes, qu’on
peut nommer aussi les composantes connezxes de X, et que ’ensemble ordonné X est la
somme cardinale des ensembles ordonnés K (x;), 1 <i < n, c’est-a-dire:



Observons encore que les ensembles K (z;) sont non seulement disjoints deur & deur,
mais chaque élément (*) a € K (x;) est incomparable avec tout b € K(z;) sii # j.
Nous pouvons supposer que les éléments x;, 1 < i < n sont des éléments maximales
de I’ensemble ordonné X. En effet chaque K(x;) est un ensemble ordonné fini, alors
il exist m € K(z;), m élément maximal de K (z;). Voyons que m est aussi un élément
maximal de X. En effet si x € X vérifie m < z, comme m € K(x;), alors d’apres (*)
m est incomparable avec tout élément y € K(x;), j # i, donc z € K(x;) et comme
m est un élément maximal de K (x;) on a x; = m. Cela montre que m est un élément
maximal de X. Alors on peut écrire:

n

i=1
ou les z;, 1 <17 <n sont des éléments maximales de ’ensemble ordonné X.

Lemme 1.24 Si R est un réticulé distributif fini, non trivial, dont l’ensemble ordonné
IT1 = TI(R) des éléments premiers est isomorphe a l’ensemble ordonné X = X; + X,

et si R;; i = 1,2 est un réticulé distributif dont ’ensemble des éléments premiers est
1somorphe a X;; 1 = 1,2 alors R est isomorphe a R X Rs.

Si R est un réticulé distributif fini, alors nous savons que P € P(R) si et seulement si
P=F(p)={zx e R:p<z},oupell =II(R).

Soit A est une algebre de De Morgan, dans ce cas la transformation ¢ de Birula-Rasiowa
de P(A) dans P(A), induit une transformation ¢ de IT = II(A) dans II de la maniere
suivante: ¥ (p) = g, si et seulement si p(F(p)) = F(q).

La transformation ¢ a les propriétés suivantes:

1) ¥(¥(p)) = p, quelque soit p € IL.
2) p < ¢ si et seulement si ¥(q) < ¥(p), ou p,q € 1.

Cela signifie que 1) est anti-isomorphisme de I’ensemble ordonné II sur II de période 2.
Nous dirons que le couple (II(A), 1)) est le systeme déterminant de 'algebre A.

Définition 1.5 On appelera espace de Birula—Rasiowa a tout couple (X, a) formé par
un ensemble ordonné X et une transformation o de X dans X telle que:

1) a(a(x)) = x, quelque soit x € X.
2) x <y si et seulement si a(y) < a(x), ou x,y € X.

Il est claire que «a est une application biunivoque de X sur X, et que le systeme
déterminant d’une algebre de De Morgan est un espace de Birula—Rasiowa.

Définition 1.6 Deuz espaces de Birula—Rasiowa (X, o), (X', o) seront dits isomor-
phes s’il existe un isomorphisme d’ordre f de X sur X tel que f(a(x)) = o/ (f(x)) pour
tout r € X.
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Théoréme 1.3 Si (A,~) est une algébre de De Morgan finie, non triviale, et si
(IT=T1I(A), ) est sont systéme déterminant alors:

~a=\/{pell:v(p) £ o).
[10], [11], [14].

Si nous posons II, = {p € I : p < z} alors L. Monteiro & montré que :

Lemme 1.25 Si (A,~) est une algebre de De Morgan finie, non triviale, et si
(IT=T1I(A), ) est sont systéme déterminant alors:

~r=\{pell:pey(-1IL)} =\/{p:pe I —¢(I,)} = \/{¢(q) : g € T —IL}.

Dém. Comme % est un bijection alors ¢(II — II,) = ¢(CIl,) = ¥(II) N ¢(CIl,) =

I n Cy(dl,) =1 —y(Il,). Alors: ~ xz = V{p € II : p € v(II —1I,)} =
V{p:pell-y(IL)}.
Comme les conditions (1)
Vi{pell:pe (Il —1IL)}
Nous savons que:

p €Yl —1I1,), (2) p = Y(q), ¢q € I —-1I,, alors ~ x =
=V{v(q) : ¢ e I -11,}.

F(Nx):ﬂ{P:PEP(A),NxEP}:ﬂ{F(p) cpell(A),~x € F(p)} =

(WF(p):pell(A), = ¢ o(F(p)}=UF((¥():qeIl(A), =¢pF(q)}=
(P (((a) : ¢ € TM(A), g€ -TL},
et alors ~ z = \/{Y(q) : ¢ € I — I, }. O
Théoréeme 1.4 Si (A,~) et (A',~") sont des algébres de De Morgan finies,non triv-
iales, telles que leurs systémes déterminants (II = II(A),+), (I = I(A"),v) soient

des espaces de Birula—Rasiowa isomorphes, alors les algébres de De Morgan (A, ~) et
(A',~") sont isomorphes.

Dém. Soit f : IT — IT un isomorphisme, c’est-a-dire f est un isomorphisme d’ordre et
f((p)) = ' (f(p)), pour tout p € II. Nous savons dejé que la transformation H : A —
A’ définie comme dans le théoréme 1.1 est un isomorphisme de réticulé. Montrons que:
(*) H(~ x) =~ H(z) pour tout x € A. Six =0alors H(~0) =H(l)=1=~0=
~ H(0). Supposons maintenant que x # 0, alors:

H(~x) =H\{¢(q) : g e T -1} =

VAHW(q) : q e T -1} = \/{f(¢(q) : ¢ € TT - IL.},
et
=\{¥'(¢):q €T — Ty}

12



Soient U = {f(1(q)) : g € I =1L}, et V = {¢'(¢) : ¢ € II' = Ily()}. Montrons que
U =V, doul'on déduit (*).

Soit u € U alors u = f(¥(q)), ot (1) ¢ € I — I, alors u = ¥'(f(q)) = ¥'(¢) ol
¢ = f(q) € II'. Nous savons que

(2) H(z) = H(\/{s:s eI} =\/{H(s): s €L} = \/{f(s) : s € IL,}.

Si ¢ € (), alors ¢’ € T et ¢ < H(x), alors par (2) il existe so € II, (3) so < , tel
que f(q) = ¢ < f(s0), et alors :

/

F@(s0)) = ¢ (f(s0)) < ¥ (f(q)) = f(¥(a)),

et comme f est un isomorphisme d’ordre ¥ (so) < ¥(q), donce (4) g < sq.

De (3) et (4) on a ¢ < x et comme ¢ € II, g € II, contradiction. Alors ¢’ € II' — Iy,
et alors u = v (¢') € V. Reciproquement si v € V, alors v = ¥'(¢') ot1 ¢ € IT' — ()
Comme f est une function surjective alors ¢’ = f(q), ol ¢ € I, alors v = ' (f(q)) =
f((q)). Siq € 1l, alors ¢ < x, donc ¢ = f(q) = H(q) < H(zx) c’est-a-dire ¢’ € Iy,
contradiction. O

Corollaire 1.6 Toute algébre de De Morgan finie, non triviale, (A, ~) est déterminée,
a un isomorphisme prés, par son systéme déterminat (I = TI(A), ).

Ce dernier résultat a été énoncé en 1960, [10] et sa démonstration a été présentée
dans notre cours de 1962, [11] (voir aussi [14]) & I’Universidad Nacional del Sur. La
démonstration que nous avons presentée était d’ailleurs tres compliquée.

Théoréme 1.5 Si (X, ) est un espace de Birula—Rasiowa fini, il existe une algébre de
De Morgan (A, ~) finie, telle que son systeme déterminat (11 = II(A), ) est un espace
de Birula—Rasiowa isomorphe a (X, a).

Dém. Nous savons que S(X) est un réticulé distributif tel que II(S(X)) est un ensem-
ble ordonné isomorphe a X. La transformation o : X — X induit une transformation
P II(S(X)) — II(S(X)) de la maniere suivante: ¥ ((z]) = (a(x)], pour tout x € X.
Pour chaque section inférieure Y de X posons (voir lemme 1.25):

~Y = J{((@]) : (2] € T(S(X)) — My}

Alors il est facile a voir que ~ Y = X — a(Y). Nous allons montrer que ~ Y est une
section inférieure de X. En effet si ~ Y = X — a(Y) = 0, alor ~ Y est une section
inférieure. Si~Y =X —a(Y) # 0, soit (1) pe X —a(Y), et x € X tel que z < p.
Donc (2) a(p) < az). Sixz ¢ X —a(Y), alors z € a(Y) c’est-a- dire z = «a(y’), ou
y €Y, donc (3) a(z) =y €Y. Comme Y € S(X) alors d’apres (1) et (2) on déduit
que a(p) € Y et alors p = a(a(p)) € a(Y), c’est qui est en contradiction avec (1). On
a encore que:

DeX=X-aX)=X-X=0.
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2) ~(~Y)=X—-a(~Y)=X—a(X —a(Y)). Alors comme « est une bijection de
période 2, ona: ~ (~Y) =X - (a(X)-Y =X - (X -Y)=XNY =Y.

3) Comme « est biunivoque alors ~ (YNZ) = X —a((YNZ) =X —(a(Y)Na(Z2)) =
(X —a(Y)U(X —a(Z2) =~YU~ Z.

Alors (S(X),~) est une algebre de De Morgan. Voyons que les espaces de Birula—
Rasiowa (X, a) et (II(S(X)), %) sont isomorphes. Nous savons deji que la transforma-
tion B : X — II(S(X)), défine par B(x) = (2], x € X est un isomorphisme d’ordre.
D’apres la définition de 1, on a: f(a(z)) = (a(z)] = ¥((z]) = ¥(B(x)), ce qui termine
la démonstration. O
Soit A une algebre de De Morgan finie, non triviale, IT = II(A) "’ensemble de ses éléments
premiers et II = anXi, ou X; 1 <4 <n,ouX,; sont les composantes connexes de II.
En général si p € X; on ne peut pas affirmer que 1(p) € X;, mais dans les algebres de
Kleene finies nous avons:
Y(X;) =X;, 1<i<n,

car 1(p) || p pour tout p € IL.

Soit A une algebre de De Morgan finie, non triviale, (II = II(A),%) son systeme

déterminant et II = > K(p;). Il est claire que si p,q € II, p = ¢, alors ¥(p) ~ ¥(q),
i=1

donc:
I) si®(p) € K(p) on a (K (p)) = K(p).

IT) si g =1v(p) € K(p) on a ¢(K(p)) = K(q), et Y(K(p) + K(q)) = K(p) + K(q).

Nous dirons que (K (p),v) et (K(p) + K(q),1) sont des composantes 1-connexes de
(IT,v)), et que les espaces de Birula-Rasiowa

(K(p),v), (K(p)+ K(q),v)

sont indécomposables.
Dans le cas ou A est une algebre de Kleene toute composante connexe de II(A) est une
composante ¢-connexe de II(A).

Lemme 1.26 Si A est une algébre de De Morgan, non triviale, dont leur systéme
déterminant (II = II(R),%) est isomorphe a l'espace de Birula— Rasiowa (X, ) ou
X =X1+Xo, a(Xy) = Xy, a(Xs) = X, et si A;; i = 1,2 est une algébre de De Mor-
gan dont le systeme déterminant (II(A);,v;) est isomorphe a (X;,«); i = 1,2, alors
A est isomorphe a A; x As.

Définition 1.7 On appelera espace de Kleene a toute espace de Birula—Rasiowa (X, @)
ot chaque © € X est comparable avec a(x).
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Lemme 1.27 Pour qu’une algébre de De Morgan finie A soit une algébre de Kleene il
faut et il suffit que son systeme déterminant (I = I1(A), 1)) soit un espace de Kleene.

Dém. 1l est claire que la condition est nécessaire. Voyons que est suffisante. Si
y A ~y =0, alors la condition de Kleene est verifiée. Supposons que y A ~ y # 0.
Por voir que la condition de Kleene est verifiée il est suffisant de montrer que:

{fpell:p <yh~y} C{qgell:q <2V~ 2z}

Soit p € II tel que (1) : p <y A ~ y. Par hyphotese (2) ¥(p) < p, or (3) p < ¥(p).
Si (2) est verifiée alors d’apres (1) on a : ¥(p) <y A ~ y, alors en particulier 1(p) <
~y = V{¥(g) : q € T — L}, d'ott Ton déduit, car w(p) € TI, que (p) < 1(go), o
g € II —1I,. Alors g9 < p et d’apres (1) ona g <y A ~y <y, donc gy € II,,
contradiction. Alors la condition (3) doit étre verifiée. Si ¢(p) £ z alors ¥(p) € II —11,,
donc (4) : ¢Y(p) <~z <zV~z. De(3)et (4)onap<zV~z Sigp <z, alors
p<z< 2V ~2. |

Théoreme 1.6 Si (A, ~) et (A',~") sont des algébres de Kleene finies, non triviales,
telles que leurs systémes déterminants (II = TI(A),+), (II = T(A'),4") soient des
espaces de Kleene isomorphes, alors les algébres de Kleene (A,~) et (A',~") sont iso-

morphes.

Corollaire 1.7 Toute algebre de Kleene finie, non triviale, (A, ~) est déterminée, a un
isomorphisme preés, par son systéeme déterminat (I = II(A), ).

Théoréeme 1.7 Si (X, a) est un espace de Kleene fini, il existe une algeébre de Kleene
(A, ~) finie, telle que son systéme déterminat (II = TI(A), ) est un espace de Kleene
isomorphe a (X, ).

Observation 1.2 1) Si X = {z}, alors a(x) = x, et A={0,1}, 0u 0 <1, ~0=1
et ~1=0.

2) St X ={z,y}, ovx <y, a(x) =y et a(y) =z, alors A ={0,¢,1}, 00 0 < c < 1,
~0=1,~1=0,et~c=c.

Soit L une algebre de Lukasiewicz finie, alors (P(L),C) est un ensemble ordonné fini,
donc:

P(L) = éff(m,

oules P;, 1 < i < nsontdeséléments maximales de ’ensemble ordonné (P(L), C). Nous
allons montrer que K(P) = {P,p(P)}, quelque soit P € P(L), P élément maximal
de P(L), cest-a-dire P € U(L). Comme U || ¢(U), quelque soit U € U(L), alors
K(U) = {U,o(U),...}.

Il est claire que V = {U € U(L) : U € p(L)}, W ={U € U(L) : U ¢ p(L)}, est une
bipartition de I’ensemble U(L).
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SiU eV, (1) U e U(L) et (2) U € p(L). Comme L est une algebre de Kleene alors
(3) U C oU) or (4) p(U) CU. De (1) et (4) or de (2) et (4) on a: U = ¢(U). Soit
P e K({U), ou U € V, alors il existe une suite Py, P, ..., P, d’éléments de P(L) tels
que: P, =U, P,=P,et P, || Py1, P,# Py1 1<1i<n—1.Par hypothese U || P,
alors si U C P, comme U est un ultrafiltre on a: P, = U. Si P, C U, comme U est
un filtre premier minimal on a: P, = U. Alors P = U, quelque soit P € K(U), donc
K(U)={U}.

SiUeW, (1) U e UL) et (2) U ¢ p(L), alors il existe (3) M € p(L) tel que (4)
M cC U, alors M € K(U). D’apres (4) nous avons que M ¢ U(L). Par le corollaire
1.4 nous savons que (6) (M) est I'unique filtre propre qui contient a M comme partie
propre. De(5) et (6) on déduit que U = p(M), c’est-a-dire M = ¢(U). Voyons que dans
ce cas:

Lemme 1.28 i) SiQ || U et Q # U alors Q = M.
i) Si Q|| M et M # Q alors Q =U.
i11) SiU €W alors K(U) ={U, ¢(U)}.
Dém.
i) Comme Q || U, Q # U et U est un ultrafiltre de L alors Q C U.
Si@Q ¢ p(L), alors il existe P, € p(L) tel que P, C Q C U, c’est qui est impossible

par le corollaire 1.3. Alors nous avons ) € p(L), donc: Q, M C U, Q, M € p(L),
Q,M ¢ U(L) et alors par le corollaire 1.4, Q = M = p(M).

ii) D’apres @ || M, nous avons @ C M or M C @, et comme ) # M, nous avons
plus précisement ) C M or M C (). Mais M est un filtre premier minimal alors
on doit avoir M C Q. De (4) on déduit que M ¢ U(L) et comme M € p(L) on
déduit par le corollaire 1.4 que @ = U.

iii) Soit U € W et P € K(U), alors il existe une suite Py, Py, ..., P, d’éléments de

P(L) tels que: P, =U, P,=P,et P, || P41, P,# P41 1 <i<n-—1. Comme

Py || U, P, # U, alors d’apres (i) P, = M. Comme M = P, || P; et P, # P, alors
d’apres (ii) on a P = U. Alors K(U) = {U, ¢(U)}.

O

Alors si L est une algebre de Lukasiewicz finie les composantes connexes de P(L) sont
de la forme (A) {F(p)} = {¢(F(p))} ou de la forme (B) {F(p), o(F(p))}, ou p € 1L, p
élément minimal de II. Alors I’ensemble ordonné II est la somme cardinale d’ensembles
ordonnés II;, 1 < ¢ < n ou chaque II; est une chaine avec une ou deux éléments.
Observons encore que dans le cas (A), comme F(p) = p(F(p)) alors ¥(p) = p, et dans

le cas (B) F(q) = ¢(F(p)) C F(p) alors p < g et 1(q) = p.

Observons que si L est une algebre de Lukasiewicz on a:

Ve=A{beB(L):2<b}; Ax=\/{beB(L):b<az}, z€L
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Théoréme 1.8 Si A, A sont des algébres de Lukasiewicz finies, non triviales, telles
que leurs systémes déterminants (I = TI(A),v), (IT =TI(A"), ") soient des espaces de
Kleene isomorphes, alors les algébres de Lukasiewicz A et A" sont isomorphes.

Dém. Nous savons que la fonction H : A — A’ définie comme dans le théoreme 1.1 est
un isomorphisme de 1’algebre de Kleene A dans I’algebre de Kleene A' ( voir théorémes
1.4, 1.6).

Voyons que H vérifie (*) H(Vz) = VH(x), pour tout z € A. Il est claire que si
x = 0, (*) est vérifiée. Supposons que = # 0. H(Vzx) = HA{b:b€ B(K), x <b} =
NH®) :b e B(K),  <b} et VH(z) = N{b' : b € B(L'), H(x) < b'}. Montrons que
{H(®b):be B(K), x < b} ={b :b € B(L'), H(z) <V}, déu l'on déduit (*).

Soit y € {H(b) : b€ B(K), x < b}, doncy=H(b), ou b€ B(K), v <b. Comme H est
un isomorphisme de réticulé et b € B(L), alors y = H(b) € B(L') et H(x) < H(b) = y.
Reciproquement si b € B(L') et H(x) < b/, comme H est surjective b = H(b), on
b € B(L), nous avons ainsi que H(z) < H(b), d’ou 'on déduit que x < b. O

Corollaire 1.8 Toute algebre de Lukasiewicz finie, non triviale, est déterminée , a un
1somorphisme preés, par son systeme déterminant.

Rappellons la définition et le résultat suivant (voir [3], [4]) : Si K est une algebre
de Kleene, nous dirons que ’ensemble B(K) des éléments booléens de K, qui est une
algébre de Boole, est:

e relativement complete supérieurement si vérifiee: Si x € K alors il existe
ANb € B(K):x <b} dans B(K) et Vo = A\{b€ B(K): x < b}.

o séparateure si vérifie: Six,y € K et y £ x, alors il existe b € B(K) tel que x < b
and y £ b, or il existe ¥ € B(K) tel que ¥/ <y and ¥ £ x.

Théoréeme 1.9 Si K est une algébre de Kleene telle que la famille B(K) de ses éléments
booléens est relativement compléte supérieurement et séparateure, alors il existe une
unique estructure d’algébre de Lukasiewicz sur K, [3].

Observons que les opérations de possibilité et de nécéssité sont définies par:
Ve=A\{beB(K):z<b}; Az=\/{beB(K):b<z}, €K

Lemme 1.29 Si K est une algébre de Kleene finie, non triviale, dont leur systéeme
déterminant (11 = I1(K), 1) est isomorphe a U'espace de Kleene (X, a) ou X = X;+ Xo,
(alors a(Xi) = X;, 1 =1,2) et si K; i = 1,2 est une algébre de Kleene dont le systéme
déterminant (IL(K;),1;) est isomorphe a (X;,a), i = 1,2 alors K est isomorphe a
K1 X Kg.

Lemme 1.30 i Ky, Ky sont des algébres de Kleene finies et B(K,), B(K3) sont rela-
tivement completes supérieurement et séparateures, alors K; x Ky est une algebre de
Kleene et B(K; x K3) est relativement compléte supérieurement et séparateure.
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t
Théoréme 1.10 Si (X, «) est un espace de Kleene fini tel que, X = > Y;, et
i=1

{wi}, alyi) =y, si 1<i<s,
Y'Z- —
{zi,w;}, zi < w;, a(z) =w;, a(w;)) =2, si s+1<i<t.

il existe une algebre de Lukasiewicz A finie, telle que son systeme déterminant
(IT =T1I(A), ) est un espace de Kleene isomorphe a (X, a)

Dém. Soit A;, 1 < ¢, algebre de Kleene telle que II(A4;) est isomorphe a Y;, alors
(voir observation 1.2):

{0, 1}, ~0;,=1;, si 1<i<s,
A =
{Oivtivli}v ~0; =1, ~t;=t;, si s+1<1<+¢.
Donc
{1}, si 1<i<s,
(A;) =
{t:, 1}, si s+1<i<t

t
Nous avons ainsi que A = [[ A; est une algebre de Kleene.
i=1

A, si1<i<s,
Comme B(A;) =
{0;,1;}, si s+1<i<t,

sont des ensembles relativement complétes supérieurement et séparateurs alors d’apres le
lemme 1.30, B(A) est un ensemble relativement compléte supérieurement et séparateur,
donc d’apres le théoreme 1.9 il existe une unique estructure d’algebre de Lukasiewicz
sur A.

Montrons que (IT = II(A),v) et (X, «) sont espaces de Kleene isomorphes. En effet il
est bien connue que:

II(A) ={(a1,...,a5,Q541,...,a¢) 00 a; €II(A;) et a; =0, jF#i, 1<j<t}

Soient h;, 1 < i <t isomorphismes de Y; sur II(4;). Il est facile a voir que la transfor-
mation v : II(A) — II(A) est définie de la maniére suivante:
Sip=(ai,...,as,as1,...,a;) € [I(A) alors a; € II(4;) et a; =0, j #1i, <j <t. Alors
Y(p) = (dv,...,ds,dss1,...,dy),oud; =0sil <j <t j#i, etd = h(a(z)), ou
x €Y et hi(x) = a,.

Six € X, alors x € Y;, ou 1 < i < ¢, posons par définition H(x) = a € II(A), ou
a; =0sij #iet a; = hi(x). 1l est facile a voir que H est un isomorphisme d’ordre de
X sur II(A). En outre H(a(z)) = ¢¥(H(x)). En effet si x € Y; alors a(z) € Y;, donc
H(a(x)) =a€Il(A), ot a; =0sij#ieta =hi(a(r)), et comme la composante i de
H(z) est h;(z), alors la composante i de ¥)(H (x) est h;(a(y)) ouy € Y; et hi(y) = hi(z),
donc y = x et alors h;(a(y)) = hi(a(x)), et les autres composantes sont égales a 0, alors

H(a(z)) = ¢(H(x)). O
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2 Représentation d’une algebre de Lukasiewicz tri-
valente par une algebre de Lukasiewicz trivalente
d’ensembles

Définition 2.1 Un systéme (M, A,V,—,1,3) sera dit une algébre de Boole monadique,
si le systéme (M, A\, V,—,0,1) est une algebre de Boole A et 3 est une application de A
dans A tel que:

E1)30=0, 00 0= —1.
E2) © =z A3z,
E3) 3(xz A Jy) = Jx A Jy.

A propos de cette notion voir [5], [6]. Nous dirons aussi que (M, 3) ou que M est une
algebre de Boole monadique.

Nous dirons avec P. Halmos que 3 est un quantificateur existentiel définie sur M. Le
quantificateur universel ¥, est définie par I’égalité Vo = —9 — x.

Soit L une algebre de Lukasiewicz trivalente, ' = P (L) et et pour chaque = € L posons
S(x) ={P € E : x € P}. Alors la transformation S, que nous appellons la transfor-
mation de Stone, est une fonction de L dans I'ensemble de toutes les sous-ensembles
de E c’est-a-dire dans I’ensemble 2. Avec CX nous répresenterons le complément de
'ensemble X par rapport a I’ensemble E. Il est bien connue que : (2¥,N,U,C, E) est
une algebre de Boole et d’apres les résultats de G. Birkhoff que:

et que le réticulé distributif L est isomorphe a L' = S(L).

Pour chaque X C E, posons ~ X = Cp(X), ou ¢ est la transformation de Birula-
Rasiowa. Comme ¢ est une bijection de E, alors:

Lemme 2.1 1) ¢(CX) =Cyp(X), pour tout X C E.
2) p(XNY)=p(X)NpY), quelques soient X, Y C E.
3) p(XUY)=p(X)Up(Y), quelques soient X, Y C E.

Lemme 2.2 1) ~~ X = X, pour tout X C E.
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2) ~(XNY)=~ XU ~Y, quelques soient X,Y C E.
3) S(~ ) = ~ S(x), quelque soit x € L.
4) ~E=0.[2
Dém.
1) ~~ X =Cp(~ X) =Cp(Cp(X)) =CCp(p(X)) = X.
2) ~ (XNY)=Co(XNY)=Cl(e(X)Np(Y)] =Cp(X)UCp(Y) =~ XU ~ Y.

3) Il est facile a voir que les conditions suivantes sont equivalentes: (a) P € ¢(S(x)),
(b) (P) € S(x), (c)xepP)=C ~P, (durg~P () ~zgP,
(f) P ¢ S(~ x), (g) P € CS(~ z). Donc CS(~ z) = ¢(S(x)), et alors
S(~z) = Cp(S(x)) = ~ S(x).

4) ~ E =Cp(E) = ¢(CE) = p(0) = 0.

O
Alors le systéme (2%, N, U, ~, E) est une algebre de De Morgan et (S(L),N, U, ~, E)
est une sous-algebre de De Morgan de 2%.

Considérons I'opération 3 définie sur 2F par:
i) 30 =0,
i) SSI0CXCFE,3X = U {P,¢(P)}.
PeX
Observons que : 1) Si) ¢ X C E, 3X = U {P¢e(P)} = U A{P}U U {p(P)} =
PeX PeX PeX
X Up(X).

2) Si X = {P} ou P € E, alors 3{P} = {P, ¢(P)}. Nous notérons 3P ou lieu de I{ P}.
Observons encore que Jp(P) = 3P.

Lemme 2.3 iv) X C 3X, pour tout X C E.

v) (X NIY) =3X N3Y, quels que soient X, Y C E.
Dém.

iv) 3X = X Up(X) O X.

v) A(XN3Y) = (XNIYV)Up(XNIY) = (XNIV)Up(XN (Y Up(Y)) = (X NIY)U
(X)) N (p(Y)UY)) = (X NIY)U(p(X)N3IY) = (X Up(X))N3Y =3X N3IY.

O donc le systéme (27,N,U,C, E,3) est une algébre de Boole monadique.
Rappelons que le cuantificateur universel est définie, sur 27, par:
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vi) VX = C3CX, pour tout X C F.

Lemme 2.4 L1) ~ X U3X =E, quelque soit X C E,
L2) ~ XNX =~ XnN3X, quelque soit X C E.
Dém.

1) ~XU3X =Cop(X)UX Up(X)=E.

2) ~ XN3IX =Cp(X) N (X Up(X)) =X NCyp(X)=n~XNX.

Lemme 2.5 35(Vz) = §(Vz), quelque soit x € L.

Dém. Sixz € L, alors Vo € L donc §(Vzx) € L'. Par le lemme 2.3,iv) nous savons

que: S(Vz) C 3S(Vz). Soit P € 3S(Vz) = U 3FIQ = U {Q,¢(@Q)}. Alorsil
QeS(Vz) QeS(Vaz)

existe @ € S(Vz) tel que P € {Q,p(Q)}, ce qui est équivalent a dire qu’il existe (*)
Q € S(Vx) tel que: (a) P = @, ou (b) P = ¢(Q). Dans le premier cas nous avons
que P € §(Vz). Si (b) est verifiée, supposons que ¢(Q) = P ¢ S(Vx), c’est-a-dire
V¢ P=p(Q)=C~ Q alors Vx € ~ @, donc ~ Vz € @, et alors d’apres le lemme
1.14 b), Vzx ¢ @, c’est qui est en contradiction avec (*). O

Lemme 2.6 3S5(z) = S(Vx), quelque soit x € L.

Dém. Comme z < Vz, alors S(z) C §(Vz), donc en tenant compte du lemme 2.1:
A(S(x)) € 3S(Vz) = S(Va).

Soit P € §(Vx), c’est-a-dire (i) Vo € P. Nous savons que ¢(P) est comparable avec
P. Supposons que (ii) ¢(P) € P. Mais nous avons vue que ¢(P) est 'unique A-filtre
maximal contenue dans P, et que PN B(L) C ¢(P). Donc de (i) on déduit Vx € ¢(P).
Alors ¢(P) est un filtre premier de préemiere espece tel que Va € ¢(P), alors par le
lemme 1.19, x € P, donc P € S(x) C 3S5(z), et alors P € 3S5(x).

Si P C ¢(P) , comme P est un filtre premier de prémiere espéce et Vo € P, en tenant
compte du lemme 1.19 on a = € ¢(P), c’est-a-dire p(P) € S(x), donc Jp(P) C IS(x).
Mais Jp(P) = {p(P), P} C 3S(x). Alors P € 3S5(x). O

Lemme 2.7 3(X NY)=3X N3Y, quels que soient X,Y € L' = S(L).

Dém. De XY € L'/;ona X =S8(z), et Y =S(y), ou z,y € L. Donc I(X NY) =
(S(z) N S(y) = IS Ay) = S(V(zAy) = S(Vz A Vy) = §(Va) NS(Vy) =
AS(z) N3AS(y) = IX N 3Y. O
Comme (L' = S(L),N,U, ~, FE) est une algebre de De Morgan, d’apres les lemmes 2.4
et 2.7 on déduit que (L' = S(L),N,U, ~, 3, E) est une algebre de Lukasiewicz trivalente.
alors, sont valables, les suivantes regles de calcul:
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Lemme 2.8 Quels que soient X, Y € L', on a:
1) I(XUY)=3xXxuIy.
2) V(X UY)=VXUVYY.
3) V(X NY)=VXNVYY.

3 Caractere Universel de la construction £

Soit (M, 3) une algebre de Boole monadique. Nous avons indiquée une construction £
qui permettre construire a partir de M, une algebre de Lukasiewicz trivalente L£(M).
([15], [21].) Rappelons certains details de cette construction.

Définition 3.1 Sixz,y € M posons:

1) x—y=3 —xVuy;

2) x>—y=(x—y AN(-y— —z).

3) xlUy=(x>y)>y=VeVyV(xtAV—y);

4) zNy=—(—zU —y)=JzAyA(zVI—y).
Lemme 3.1 Siz,y € M, alors (voir [21))
1) Iz Uy) =Tz VvV Iy.
2) Iz Ny) =3dx A Jy.
3) V(xUy) =V VVy.
4) ¥Y(xMy) =VrAVy.

Définition 3.2 Nous dirons que l’élément x est congruent a l’élément y et nous écrirons
r=ysix>—y=1ety>—x=1, ou, ce que est équivalent, si dx = Jy et Vax = Vy.

— »

Lemme 3.2 La relation ‘=7 définie sur M est une relation d’équivalence compatible
avec les opérations, —,3,M,U. Soit LIM) = M/ = l’ensemble quotient de M par ‘=7,
et représentons par |m| la classe d’équivalence qui contient [’élément m € M. Si nous
posons 1 = [1f; ~ |z| = [ —zf; V]z| = |Tz|; |z[M[y[ = [z N yl; |z[U]y] = [z Uy], alors le
systéeme (L(M),U,M,~,V,1) est une algébre de Lukasiewicz trivalente. [15], [21].

Nous allons demontrer le théoréme suivant:

Théoreme 3.1 FEtant donnée une algébre de Lukasiewicz trivalente L, il existe une
algébre de Boole monadique M tel que L(M) est isomorphe a L. ([16], pag 206), [18].
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Il est bien connue que:

Lemme 3.3 Si A est une algébre de Boole et R un sous-réticulé de A, tel que 0,1 € R,

alors :
n

SB(R)={zeA:xz=\/(yi A—2), ol y;,z € R}.

i=1

([23], pag. 74).

Soit L une algebre de Lukasiewicz trivalente, et £ = P(L), nous avons vue dans le
paragraphe 2, que L est isomorphe a I’algeébre de Lukasiewicz trivalente L' = S(L) C 2%.
Comme L’ est un sous-réticulé de I’algebre de Boole 27, et (), E € L', alors

SB(LY={Xe2: X=J(YinCZ), ouY;, Z; € L'}.
=1

Nous avons vue que (2%, 3) est une algébre de Boole monadique, nous allons montrer que:

(SB(L'),3) est une sous-algébre de Boole monadique de l’algébre de Boole monadique
(2F,3).

Lemme 3.4 Si X C E alors:
1) ICX =3~ X.
2) VCX =V ~ X.

Dém. 1) 3~ X =3Cp(X)=Cp(X)Up(Cp(X))=p(CX)UCp(p(X)) =
p(CX)UCX = ICX.
) V~X=CI~X=(parl) =C3~~ X =CIX = VCX. 0

Corollaire 3.1 St X € L' alors 3CX € L'.

Dém. Si X € L/, alors comme L’ est une sous-algebre de De Morgan de ’algebre de
De Morgan 2, ~ X € L'. Donc comme L' est une algeébre de Lukasiewicz trivalente
d~ X € L. Par le lemme 3.4 3CX = 3 ~ X, alors nous avons que 3CX € L'. O

Lemme 3.5 Si X C FE alors VX =X Np(X)=~d~ X.

Dém. VX =CaCX =C(CX Up(CX)) =XNCp(CX)) =XNep(CCX)=XNep(X).
VX =CaCX =C(CX Up(CX) =Cp(CXUp(CX)) =~ (CXUp(CX)) =~ (ICX) =
~d~ X. O
Corollaire 3.2 Si X C F alors X =~V ~ X.

Dém. ~V ~ X =parlemme3.b =~~3 ~~ X =dX. O
Corollaire 3.3 Si X € L' alors VX € L'.
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Dém. Si X € L/ alors~ X € L', donc d~ X € L', et par conséquant ~ 3~ X € L.
Donc par le lemme 3.5, VX € L. O

Corollaire 3.4 St X € L' alors VCX € L'.

Dém. Si X € L/, alors ~ X € L', donc par corollaire 3.3, V.~ X € L', et alors par le
lemme 3.4, 2) : VCX € L'. O

Lemme 3.6 Si X, Y € L' alors I(X NCY)=VXNI~Y)UEBXNV~Y)=
IXNI~Y NY(XU~Y).

Dém. 3(X NCY) = par définition
(XNCY)Up(XNCY)=(XNCY)U(p(X)Np(CY)) =

(XUpX)NECY UpCY)N (X UeCY))N (p(X)UCY) = par définition

X NACY N (X Up(CY)Np(X Up(CY)) = par lemmes 3.4, 1) et 3.5

dX N3 ~YNVY(X Uep(CY) = (par définition de la négation ~)

IXN3 ~Y NY(XU ~Y).

Comme X,~Y € L' alors V(XU ~Y)=VX UV ~Y.

Donc I(X NCY)=3XNI~YNVXUY ~Y)=WVXNI ~Y)UEBXNVY ~Y). O

Corollaire 3.5 5i X,Y € L’ alors 3(X NCY) € L'.

Dém. Par hypothese: (1) X € L', et (2) Y € L. De (1) on déduit (3) 3X € L'. De
(2) on déduit (4) ~Y € L’ et par conséquant (5) 3 ~Y € L.

De (1) et (4) on a (5) XU ~Y € L', donc par le corollaire 3.3: (6) V(XU ~Y) e L.
De (3), (5) et (6) on déduit par le lemme 3.6 que (X NCY) € L. O

Lemme 3.7 Si X €¢ M = SB(L') alors 3X € L'.

Dém. Si X € SB(L'), alors X = U((Y;,nCZ) ou Y, Z; € L', donc 3X =

Ics

(2

3( 6 Y,nCZ)) = LnJ A(Y; N CZ;). Comme par le corollaire 3.5, I(Y; NCZ;) € L', pour
i=1 i=1
tout i, 1 <i<mn, et L’ est un réticulé on a 3X € L’. |

Corollaire 3.6 (M = SB(L'),3) est une sous-algebre de Boole monadique de [’algébre
de Boole monadique (2F,3).

Dém. En effet, si X € M = SB(L'), alors par le lemme 3.7 3X € L' C SB(L') = M.
O

Corollaire 3.7 3(SB(L))) = V(SB(L))) C L.

Dém. Comme SB(L') est une algebre de Boole monadique, il est bien connu que
A(SB(L')) =V(SB(L")), et d’apres le lemme 3.7 3(SB(L')) C L'. O

Lemme 3.8 Si X, Y € L' alors X UY € L.
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Dém. Nous avons vue, définition 3.1, 3) que X UY =VX UY U (X NVCY). D’apres
le corollaire 3.3, VX € L', et d’apres le corollaire 3.4, VCY € L'. Alors comme L’ est une
algebre de Lukasiewicz, VX UY U (X NVCY) € L. O

Lemme 3.9 Si X, Y € L' alors V(X NCY)=VY(X N ~Y)=VXNVY ~Y.

Dém. V(XN CY)=YX NVCY =YX NV~Y =Y(XN~Y) O

Considérons la relation de congruence “=” défine sur M = SB(L’), par (voir définition
3.2): Si X,Y € M, X =Y siet seulement si 3X = JY et VX = VY. Nous avons
vue que (L(M) = M/ =,1,U, ~,V,|E]) est une algebre de Lukasiewicz trivalente, ou
~ | X| =|CX]|, V|X]|=|3X|. Nous allons montrer que L£(M) et L sont des algebres de
Lukasiewicz trivalentes isomorphes.

Lemme 3.10 Si X, Y € L' et X =Y alors X =Y.

Dém. De X,Y € L' on déduit 3X,3Y € L' et VX,VY € L', donc comme par
hypothese 3X = 3Y, et VX = VY, et comme et V sont les opérateurs de possibilité et

de nécessité de 'algebre de Lukasiewicz L', on déduit par le principe de determination
de Moisil que X =Y. O

Lemme 3.11 Si X, Y € L' alors il existe un unique Z € L' tel que X NCY = Z.

Dém. Soit Z=(VXN~Y)U(X NV ~Y),ilest claire que Z € L'.

(1) IZ=3VXN~Y)UuI(XNV~Y)=

VXNIa~Y)u(FXNV~Y)= (par lemme 3.6) =

X NCY), et

(2) VZ = (lemme 2.8,2) =V(VXN~Y)UV(X NV ~Y) = (lemme 2.8, 3)

VXNV ~Y)UNVMXNV~Y)=VXNV~Y = (par lemme 3.9) = V(X NCY), donc
Z =XnNCcCy.

De (1) et (2) on déduit que X NCY = Z et d’apres le lemme 3.10, Z est unique. O

Lemme 3.12 Si A,B € M alors AUB=AUBUVY(AUB).

Dém. D’apres le lemme 3.1:

J(AUBUY(AUB)) = JAU3FBU3V(AUB) = JAUFBUY(AUB) = 3(AUB)UY(AUB) =
(AU B).

V(AUBUVY(AUB)) =VAUVBUW(AUB) =VAUVBUY(AUB)=Y(AUB). O

Corollaire 3.8 Si A, Be€ M, X,Y ¢ L' et A=X, B=Y, alors AUB = Z, ou
Zel.

Dém. Nous avons vue dans le lemme 3.12 que AUB = AU BUV(AU B). D’apres
les hypotheses A = X, B=Y, nous avons AUB = XUY et alors AUBUY(AUB) =
X UY UVY(AU B). Observons finalement que comme AU B € M alors par le corollaire
3.7V(AUB) € L', donc par le lemme 3.8 Z = X UY UV(AUB) € L'. Donc AUB = Z,
ounZelL. O
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Lemme 3.13 Si A€ M, il existe X € L' tel que A= X.

Dém. Soit A€ M = SB(L'), alors A = U A;ou A, =Y,NCZ;, et Y;, Z; € L', pour

1 <i < n. Par le lemme 3.11, A; _Sl,ouS el ,pourl<i<nm.

Sin =1, alors le lemme est evidement verifié. Supposons que 2 < n. Par le corollaire

3.8: (1) A1 U A2 ZQ, ou ZQ € L.

De (1) et A3 = Ss3, par le corollaire 3.8, on a: A; U Ay U A3 = Z3, ou Z3 € L. En

appliquant cette rasoinnement, nous aurons d’apres n — 1 fois: U A; = Z,,, ou Z,, € L/,
i=1

et la démonstration est terminée. O

Lemme 3.14 La transformation H de L dans L(M), définie par H(x) = |S(x)|, vérifie:
1) H est biunivoque.

2) H est surjective.

Dém. (1) En effet si H(x) = H(y), c’est-a-dire |S(z)| = |S(y)|, alors S(x) = S(y),
et comme S(z),S(y) € S(L) = L', alors d’apres le lemme 3.10, S(x) = S(y), d’ou 'on
déduit que x = y, car § est biunivoque.

(2) En effet etant donnée |A| € L(M), alors A € M. D’apres le lemme 3.13, nous savons
qu’il existe X € L' = S(L) tel que X = A. Alors comme X = S(x), ou € L, nous
avons H(z) = |S(x)| = | X| = |A|. O
Lemme 3.15 La transformation H vérifie:

3) H(zx Ay) = H(z) N H(y).
4) H(z Vy)=H(z) UH(y).
5) H(~ z) =~ H(x).
6) H(Vz) = 3H(z).

Dém

3) (a) A(S(z) 1 S(y)) = (lemme 3.1,2) =
4S8 (z) N 3S(y) = (par lemme 2. 7) =3(S(z) N S(y)).
(b) V(S(x) MS(y)) = (par lemme 3.1,4)
VS(z) NVS(y) = (par lemme 2.8,3) = V(S(x) NS(y)).
De (a) et (b) on déduit que S( Y1 S(y) = S(z) NS(y), et alors H(x AN y) =
5@ Ay)l =[8(x) NS(y)| = [S(x) NS(y)| = [S(x)| NS (y)| = H(x) 1T H(y).

4) (c) I(S(x ) S(y)) = (par lemme 3.1,1) =
3S(z) U 3S(y) = (par lemme 2.8,1) = 3(S(x) N S(y)).
(d) V(S(z) L S(y)) = (par lemme 3.1, 3)) =
VS(z) UVS(y) = (par lemme 2.8, 2)) = V(S(x) US(y)).
De (c) et (d) on déduit que S(z) U S(y) = S(x) U S(y), et alors H(x Vy) =
5@ Vy)| =[5(x) US(y)| = [S(x) US(y)| = |S(x)| U|S(y)| = H(x) U H(y).

26



5) 3S(~ z) = (par lemme 2.2,3) = 3 ~ S(z) = (par lemme 3.4,1) = 3C(x), et
VS(~ z) = (par lemme 2.2,3)) =V ~ S(z) = (par lemme 3.4,2)) = VC(x), nous
avons S(~ x) = CS(x) et alors H(~ z) = |S(~ z)| = |CS(x)| = ~ |S(x)| = ~

6) H(Vz) =|S(Vzx)| = (par lemme 2.6) = |3S(x)| = (par lemme 3.2) =
VIS(z)| = VH(z).
O

D’apres les lemmes 3.14 et 3.15 nous avons que : L est isomorphe a £L(M), (Théoréme
3.1)
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