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1 Introduccion

En estas notas siempre consideraremos reticulados distributivos R con primer (0) y tltimo
elemento (1), que se suelen denominar reticulados distributivos acotados o (0, 1)—reticu-
lados distributivos.

Quienes fuimos alumnos de Antonio Monteiro recordamos que en sus cursos y seminarios
nos planteaba problemas de su autoria y que nos indicaba problemas abiertos por otros
matematicos.

De estos tltimos recordamos en particular dos, aiin no resueltos, que a ambos nos fasci-
naron. Ellos son:

(I) cuantos drdenes se pueden definir sobre un conjunto finito,

(I) la determinacidon del mimero, N[FD(n)], de elementos del reticulado distributivo
acotado FD(n) con n generadores libres.

En estas notas nos ocuparemos del tema (II). En particular indicaremos algunos resultados
originales de A. Monteiro que fueron expuestos en varios de los cursos [22] que dictara en
la Universidad Nacional del Sur entre 1957 y 1966, y que nunca fueron publicados. Para
el lector no familiarizado con la nocién de reticulado distributivo acotado libre, sugerimos
leer en primer lugar el §7.

(1) La determinacién de N[FD(n)| fue propuesta por R. Dedekind [10] en 1897, quien
indica la solucién para n = 1,2,3,4. En su trabajo Dedekind dice “y si no me
equivoco para n = 4 la solucion es 168.”

(2) R. Church [6] en su tesis doctoral de 1935, determina N[F'D(n)], para 1 < n < 5,
y su metodologia estd esbozado en un trabajo publicado en 1940, de muy pocas
paginas.

(3) M. Ward [31] en 1946 determina N[FD(6)], mediante el uso de una computadora.
Este resultado aparece en un resumen de apenas 7 lineas.

(4) R.D. Agnew [1] en 1960 tambien indica N[F'D(6)]. Sélo conocemos los comentarios
aparecidos en Math. Reviews y en Zentralblatt fiir Math.

(56) R. Church [7] en 1965 determina N[FD(7)] mediante el uso de una computadora.
Este resultado aparece indicado en apenas 15 lineas.

(6) E. Czyzoy A. W. Mostowski [8] en 1968 determinan N[F D(6)], mediante el uso de
una computadora, indicando que para ello necesitaron 22 horas de célculo.

(7) Los ntimeros N[FD(n)], para 1 < n < 6, indicados por F. Lunnon [20] en 1969,
coinciden con los conocidos hasta esa fecha, pero indica que su cdlculo de N[FD(7)]
difiere del indicado por R. Church.

(8) Berman J. Burger A. y Kohler P. [5] en 1975 determinan mediante computado-
ra N[FD(7)]. Sus resultados coinciden con los de Church. Para ello utilizan un
resultado publicado en [4] y el completo conocimiento de FD(5).
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(9) Berman J., y Kohler P. [4] en 1976 determinan mediante una computadora IBM 370,
N[FD(n)] para 1 < n < 6, e indican que para n = 6, el célculo se obtuvo mediante
5 minutos de tiempo de CPU. Los autores dicen que N[F'D(n)] “es probablemente
el problema mas antiguo, no resuelto en la teoria de reticulados.”

(10) S. B. Hu, D. W. Daiy C. C. Liu [13] en 1982 indican que mediante una computadora
determinaron N[FD(7)] y que el mismo coincide con el determinado por R. Church.

De este trabajo sélo conocemos los comentarios aparecidos en Math. Reviews y en
Zentralblatt fiir Math.

(11) D. Wiedemann [33] en 1991, determina N{F D(8)] mediante el uso de una computa-
dora y el conocimiento de todos los elementos de F'D(6). Necesité 200 horas para
el célculo.

(12) Existen varios trabajos en los que se indican cotas superiores del nimero de elemen-
tos de FD(n). Ver por ejemplo [29], [30], [31].

(12) En diversos trabajos para calcular €l nimero N[FD(n)] se utiliza el conocimiento
de la estructura de orden de FD(n-1).

(14) Al final indicamos una bibliografia relacionada con este problema, pero que en su
gran mayoria no se utiliza en el presente trabajo.

En el comentario sobre el trabajo [17] que aparece en Math. Reviews, Ju. Juravlew dice
“Some problems in mathematical cybernetics and economics coincide with the problem of
“evaluating” a monotone function in the algebra of logic, and the complexity of the algo-
rithms of these problems may be gauged by the complezity of the algorithm for determining
the solution set for an arbitrary monotone function in the algebra of logic”.

El problema de la determinacién de N[FD(n)] se puede plantear del siguiente modo:
Dado un congunto C y n subconjuntos C1,Cs,...,C, de C, incomparables dos a dos y
tales que la interseccion de todos ellos es no vacia ;cuantos subconjuntos de C, incluidos
el O y el C se pueden obtener haciendo intersecciones y uniones de ellos? Por ejemplo:
Si n = 1 sélo se obtienen los conjuntos @, C, C;

o

C

Sin=2

(D)
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ademds de @, C, C;, C, se obtienen: C;NCy y C; U Cs.
Sin=3

Cl Cg

Cs

ademds de 0, C, C}, C,, Cj se obtienen los siguientes conjuntos:

o o

Clﬂoz ClﬂC3 C'200’3

CinCyNCs

CLUC,UCs C1N (C2UCy)
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Cy N (C1 U C3) CsN(CLUCY)
(Cl N Cg) U (Cl N C3) U (Cz N 03)

Cl U (Cg N Cg) Cg U (Cl N 03) C3 U (Cl M 02)

A continuacién indicamos €l nimero de elementos de F'D(n), determinados por los autores
citados precedentemente.

n N[FD(n)] | Autores Ao
1 3 | Dedekind 1897
Church 1940
2 6 | Dedekind 1897
Church 1940
3 20 | Dedekind 1897
Church 1940
4 168 | Dedekind 1897
Church 1940
5 7.581 | Church 1940
6 7.828.354 | Ward 1946
Agnew 1960
Czyzo y Mostowski 1968
Berman, y Kohler 1976
7 2.414.682.040.998 | Church 1965
Berman, Burger y Kdéhler | 1975
Hu, Dai y Liu 1982
8 | 56.130.437.228.687.557.907.788 | Wiedemann 1991
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2 Nociones Previas

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto Y de X se denomina una seccidn
inferior de X si verifica cualquiera de las condiciones siguientes:

S1) Y =0,
S2) SiyeY yz € X es tal que z < y entonces z € Y.

Es claro que para todo z € X, el conjunto (2] = {y € X : y < z}, es una seccién inferior
de X que se denomina seccién inferior generada por z.

Con Z(X) representaremos el conjunto de todas las secciones inferiores del conjunto orde-
nado X. Observemos que si X tiene primer elemento 0, entonces toda seccién inferior no
vacia contiene al elemento 0. En efecto si (1) Z € Z(X) y Z # 0 entonces existe z € Z,
luego como (2) 0 < z de (1) y (2) resulta por Sy que 0 € Z.

Es bien conocido que todo reticulado distributivo finito R es un reticulado distributivo
acotado.

Un elemento p € R de un reticulado distributivo acotado se dice primo 6 sup-irreducible
si: 1) p#0ysi2)Sip=aVb, donde a,b € Rentonces p=a 6 p = b. Notaremos
con II(R) al conjunto de todos los elementos primos del reticulado R. Claramente a todo
reticulado distributivo acotado R, finito y con més de un elemento le corresponde el con-
junto ordenado finito II(R).

El siguiente resultado se debe a G. Birkhoff [3].

Teorema 2.1 Si (X, <) es un conjunto ordenado finito, existe un reticulado distributivo
finito R tal que el conjunto ordenado II(R) de sus elementos primos es isomorfo a X.

Dem. Sea P(X) el conjunto de todas las partes del conjunto X. Es bien conocido
que P(X), es un 4lgebra de Boole con respecto a las operaciones de N, U y de com-
plementacién. Ademds ) y X son el primer y iltimo elemento respectivamenta de esta
dlgebra de Boole. Se prueba sin dificultad que:

1) Z(X) es un subreticulado de P(X) que contiene al primer y dltimo elemento de
P(X).

2) I(Z(X)) = {(z] : z € X}.
3) (II(Z(X)), <) y (X, <) son conjuntos ordenados isomorfos.

Observemos que el isomorfismo se define del siguiente modo: Si z € X entonces p(z) =
(z]. [ |

Para referirnos al reticulado distributivo que acabamos de construir usaremos la siguiente
notacién: RB(X), (reticulado de Birkhoff determinado por el conjunto ordenado X.)
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Ejemplo 2.1 Sea X el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse se indica a continua-
cion:
N\,
a Jd b

Entonces RB(X) tiene el siguiente diagrama.

X={a,b,c}
{a, b}

{a}\ / {b}
0

Si X es un conjunto finito, notaremos con N[X] el nimero de elementos de X y si n es
un nimero natural representaremos con B, un 4lgebra de Boole con n atomos. Sin =1
notaremos también con 2 el dlgebra de Boole B;. Es bien conocido que:

Teorema 2.2 RB(B,,) es el reticulado distributivo acotado con n generadores libres.

Observemos que como (z] es un elemento primo de RB(B,,) = FD(n), cualquiera que sea
z € By, entonces los elementos de F'D(n) diferentes del primer elemento, {), se obtienen
haciendo uniones de elementos del conjunto {(z]}zes,,.

A continuacién indicaremos los diagramas de FD(n) paran = 1,2, 3.

o1 1
nVg
FD(1) ® 0 (Y]] 92 FD(2)
[RAYY)




Reticulados distributivos acotados ...

o 1
2 g1V g2 Vgs
/> g2V gs

>>h

91/\92 /g
/\ g2 N\ g3
g1 \gs \/
)

g1Vg

\

J1 @

@/
\%\

a=0g1N(92Vg3), b=0g2A(01Vg3), c=gsN(g1V ga), d=(g1Ag2) V(g1 Ags) V

e=g1V(RA®B), f=0V(1AgG), h=gV(gAg),i=gVg.

G1AgaAgs FD(3)

-3

(92 A g3),
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2.1 Algebras de Clausura

Recordemos que se denomina dlgebra de clausura a todo par (A,C) donde A es un
algebra de Boole y C un operador unario, denominado operador de clausura, definido
sobre A y que verifica: C0) C0 = 0; C1) z < Cx; C2) C(zVy) = Cx VvV Cyy C4)
CCz = Cz. De C1) resulta inmediatamente que C5) C1 = 1.

Consideremos el conjunto K(A) = {z € A: Cz = z}, esto es K(A) es el conjunto de los
elementos de A que son invariantes por el operador C, tambien se suele decir que K(A)
es el conjunto de los cerrados de A. Observemos que por C4) Cx € K(A) cualquiera que
sea z € A. Por C1) y C5) tenemos que 0,1 € K(A). De C2) se deduce inmediatamente
que: C6) Si z <y entonces Cz < Cy. Probemos que K(A) es un (0, 1)-subreticulado de
A. En efecto si z,y € K(A) esto es (1) Cz =z y (2) Cy = y entonces por C2) tenemos
C(zVy) =C(z)VCy =z Vyyen consecuencia zVy € K(A). DezAy <zydezAy <y
se deducen por C6) que C(zAy) < Czxy C(xAy) < Cy, luego C(zxAy) < Cz A Cy, luego
por (1) y (2) tenemos que (3) C(z Ay) < zAy. De Cl) resulta que (4) z Ay < C(z Ay).
De (3) y (4) resulta que z Ay € K(A).

Veamos otra forma de construir RB(X), donde (X, <) es un conjunto ordenado finito.
(ver por ejemplo [22])

Sobre el conjunto A = P(X) que es un 4lgebra de Boole vamos a definir un operador C
del siguiente modo:

1) CO=0.
2) Siz € X entonces C{z} = (z]

3) SiY es un subconjunto no vacfo de X entonces CY = |J C{y}.
yeY

Lema 2.1 (P(X),C) es un dlgebra de clausura.

Dem.

o) C¥ = 0.

Se verifica por definicién.

Cl) Y C X, cualquiera que sea Y € P(X).
SiY = { esta condicién es obviamente verificada. Si Y = () sea y € Y, luego como
y € (y] tenemos que y € C{y} C |J C{z} = CY.

z€Y

C2) C(Y U Z) =CY UCY, cualesquiera que sean Y, Z € P(X).
Es claro que si Y é Z son iguales al conjunto @) entonces la condicién es obviamente
verificada. Caso contrario C(YUZ) = |J C{t} = U C{t}ul C{t} =CYUCZ.

teYuz tey tez

C3) CCY = CY cualquiera que sea Y € P(X).
SiY = es obvio que la condicién se verifica. Caso contrario por C1) tenemos que
CY C CCY. Probemos que CCY C CY. Sea a € CCY luego existe b € CY tal
que a € C{b} = (b] esto es (1) a < b. De (1) y la definicién de C resulta que existe
ceY talquebe C{c} = (c] esto es (2) b < c. De (1) y (2) tenemos que a < ¢, con
c €Y lueeo a € C{c}t C CY.
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Acabamos asi de probar que (P(X),C) es un 4lgebra de clausura 6 que lo mismo que el
par (X, C) es un espacio topolégico. |
Veamos que (X,C) es un espacio Ty esto es que verifica: Si C{p} = C{q} entonces
{p} = {g}. En efecto como p € C{p} = C{q} entonces p < ¢ y como ¢ € C{q} = C{p}
entonces g < p.

Consideremos el subconjunto K = K(P(X)), ya sabemos que K es un (0, 1)-subreticulado
del algebra de Boole P(X), ademds como X es finito tambien el 4lgebra de Boole P(X)
es finita y por lo tanto K es un reticulado finito. Probemos ahora que:

P1) C{p} € II(K) cualquiera que sea p € X.
Como p € C{p} entonces C{p} = (. Supongamos que (1) C{p} = F, V F, donde
Fy, Fy € K, de p € C{p} resulta que (2) p € F; 6 (3) p € F,. Siocurre (2) entonces
{p} € F luego por C1) y la hipétesis: (4) C{p} € CF, = F, y por (1) tenemos que
(8) F1 C C{p}. De (4) y (5) concluimos C{p} = F;. Andlogamente se ocurre (3) se
demuestra que C{p} = F.

P2) Si F € TI(K) entonces F = C{p} para algin p € X.
Si F € II(K) entonces en particular (1) F es diferente del primer elemento de

P(X) estoes F =0y (2) F = CF. Por definiciéon CF = |J C{f} y como F es
feF
un subconjunto del conjunto finito X tenemos que F = {fy, f,..., f;}, luego (3)
t

F=CF = C{fi} y en consecuencia como F es un elemnto primo de (3) resulta
=1
que existe f; € F, 1 <4 <t tal que F = C{p;}.

P3) De P1y P2 resulta que II(K) = C{p} = {z € X : z < p}.

Luego si ponemos por definicién ¢(z) = C{z}, cualquiera que sea € X, entonces ¢
establece un isomorfismo de orden entre (X, <) y (TI(K), C).

3

Ejemplo 2.2 Consideremos el conjunto ordenado X indicado en el Ejemplo 2.1. FEl
operador C definido sobre P(X) estd indicado en la siguiente tabla:

LY [0]{a} [{8} [{c} [ {ab} [{arc} [{bc} [ X ]
Loy [0[fa} [(B}] X [{ab}] X [ X [X]

En el siguiente figura indicamos el diagrama del dlgebra de Boole P(X) y con e indicamos
los elementos de K.

X

{a,b} ek N 14,03

{a} {b} {c}
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3 Reticulados distributivos libres 1

Los resultados que se indican en esta seccién fueron expuestos en la Reunién Anual de
Comunicaciones Cientificas de la U.M.A. realizada en 1990, [23].

Designemos con A, = {aj, a2, ...,a,} €l conjunto de todos los 4tomos de B,,, ysiz =0
notaremos A(z) ={a € 4, : a < z}.
Consideremos los siguientes conjuntos:

I(Bn,t)={Y € I(B,) : N[Y N A,] =t}, 0<t<n,

luego

NIRB(B,)] = 3" NIZ(B..1),

ya que RB(B,) es la unién disjunta de los conjuntos Z(B,,t) 0<t < n.
Teorema 3.1 (L. Monteiro [23])

1) N[I(B,,0)] = 2.

2) NIZ(B,,t)] = (})N[I(B,,¢)], 1 <t <n.
Dem.

1) Veamos que Z(B,,0) = {0,{0}}.

En efecto, por definicién § € Z(B,,,0), y sabemos que (z] € Z(B,,) cualquiera que sea
r € B, luego en particular {0} = (0] € Z(B,,) y mas precisamente (0] € Z(B,,0),
luego {0, (0]} < Z(By,0).

Supongamos que Y € I(B,,0) y que Y = (), luego existe y € Y. Si y = 0 entonces
y=a,Va,V...Vay, donde a;, € A,, 1 < k < jyj>1 En consecuencia
a;,, € (y) €Y, 1 <k < j, lo que contradice que Y € Z(B,,0) por lo tanto y = 0,
esto es Y = {0}.

[NV
~—

Representemos con S,,;, 1 <t < n, el conjunto de los elementos de B,, que son

supremo de t adtomos de B,. Es bien conocido que N[S, ;] = (Z), 1<t <n.

Pongamos (i) S, = {St,l,st,2>-~,3t,(¢)}- Sea s € S, 1 <t < n. Supongamos,

t
para simplificar las notaciones, que s = \/ a;, luego (s] es un 4lgebra de Boole con
i=1

t atomos, que son precisamente aq,das,...,a:, que tiene por primer elemento 0 y
por ultimo elemento s. Ademés si y € (s|, su complemento booleano en (s], que
notaremos ~yes ~y = —y A s.

Observemos que si z,y € S, entonces (z] y (y] son dlgebras de Boole isomorfas.
Ademés si Y € Z((s]), donde s € S, ; entonces Y € Z(B,,) y mas precisamente:
(i) SiY € Z((s],t) donde s € S,; y 0 <t < n entonces Y € Z(B,,t).
Luego de (i) e (ii):

(%)

Uz((sm],t) C Z(Bn, t).

EE ]
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Ademés (iii) para t fijo,] < ¢t < n, sij =k 1 < jk < (%) entonces
Z((st5),t) N Z((sek],t) = 0. En efecto si X € Z((s1;],) N Z((se4],t) entonces
X C (s3], X C (si4] y por lo tanto X C (50,5) N (St.6) = (51,5 A Se.4)-

Como 84,815 € S,y entonces s;; A s, < 8t y por lo tanto A(sy; A s;1) =
A(Stj) n A(St k;) C A(Stj)

Luego tendriamos ¢t = N[X N A,] < N[A(s;; A sex)] < N[A(s1;)] = t, absurdo.
Veamos que si X € Z(B,,t), donde 1 <t < n,estoes X € Z(B,) y N[XNA,]=t,
entonces X C (y], para algin y € S, ;.

Para s1mphficar la notacion supongamos que X N A, = {ay,ay,...,a,}, y sea

= V . Probemos que X C (s]. Sea z € X, si # = 0 entonces z = 0 € (s].

Siz = 0, entonces z = sz, donde (1) {wy,ws,...,wp} € A,. Como w; < zy
=1

re X eI(B,), entonces( )wzeX De (1) y (2) w; € X N A, = {ay,as,...,a:},

1<1,<p,luegoa:—Vw,§ \/az—syporlotantoxe(] Luego

i=1 i=

C«:

I(B,,t) = ((s4],

1

j
y por (iii) se deduce que:

N[Z(B,,1)] = (’Z)N[I(Bt,t)], 1<t<n.

Por lo tanto la determinacién de los nimeros N[Z(B,,n)] para todo n € N permitirfa el
conocimiento de N[FD(n)].

Representemos con D, el conjunto de los n 4tomos duales de B,,, esto el conjunto de
todos los elementos de B,, que son supremo de (n- ) dtomos de B, luego D, =S, 1.

Sean
Ry4(n) ={X € Z(B,,n) : XN D, = 0}

3

y
Ro(n) = {X € I(B,,,n) : X N D, = 0}.

Luego Z(By,n) es la unién disjunta de los conjuntos R4(n) y Ro(n), y por lo tanto:

Lema 3.1
N[Z(B,,n)] = N[Ry(n)] + N[Ro(n)].
Sea Cn, = {X € I(B,) : N[X] = r}, donde 0 < r < 2" Si X C B,, notaremos
—X ={—z:z € X}. Consideremos la funcién o : P(B,) — P(B,) definida por:
a(X)=-0X =0—- X, cualquiera quesea X C B,,.
Lema 3.2 La funcidn a tiene las siguientes propiedades:
P1l) a(a(X)) = X.
P2) XCY < oY) Ca(X).
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P3) Ademds o verifica:

(@) (X NY) =a(X)Ua(Y),
(b) a(XUY) =a(X)Na(Y),
(c) a(@) = Bs, a(Bn) =90,
(d) a(CX) =Ca(X).

P4) Si X € I(B,) entonces a(X) € Z(B,).
P5) Si X € Chr, 0< 7 <2" entonces a(X) € Cpan_,.
P6) Parar fijo, 0 <r < 2", a establece una biyeccion entre los conjuntos Cy, » y Cpon_,.
P7) 8i X C B, verifica a(X) = X entonces N|[X] = 271,
P8) (i) Si X = (—a], donde a € A,, entonces a(X) = X.
(ii) $i X = [a), donde a € A,, entonces a(X) = X.

P9) 8i X € I(B,) y a(X) = X entonces X ¢ I(Bn,t), 0<t<n—1,lo que es
equwvalente a decir que X € Z(B,,n — 1) UZ(B,,n).

P10) o establece biyeccion entre Ry(n) y el conjunto
n—1
(UZ®nn) \{(-a). (~al. ..., (~an]}.
r=0

Dem. P1) y P2) son bien conocidas 2], y de ellas resulta que o es una biyeccién,
mas precisamente « es un isomorfismo entre el conjunto ordenado (P(B.),<C) v su dual
(P(By),2). Para simplicar, notaremos a estos conjuntos ordenados P(B,) y P(B:)
respectivamente. Observemos que los 4tomos de B,, (P(B,)) son los 4tomos duales B;
(P(B;,) y que los 4tomos de B (P(B?) son los dtomos duales de B, (P(B,)).

P3) (a) a(XNY)=-0(XNY)=—-CxXULY)=-Cxu-Cy = a(X)Ua(Y).
(b) Se demuestra en forma anéloga.
(c) a(0) = —C0 = —-B,, = B,,. Luego por P1) tenemos ) = a(c(B)) = a(B,,).

(d) Es una consecuencia inmediata de (a), (b), v (c).
Por lo tanto « establece un isomorfismo entre las algebras de Boole P(B,,) y

P(B;).
P4) Sea z € a(X) = -0(X) =C-X, e (1) y < 2. Siy ¢ a(X) entonces y € —X, y
por lo tanto y = —z con £ € X. Entonces de (1) resulta —2z < —y = Z, y como
z € X € I(B,,) resultaque —z € X estoes z € —X y por lo tanto z ¢ 0-X = a(X).
Absurdo.

P5) Por hipétesis (1) X € Z(B,) y
que (3) (X) € I(B,) y de (2
tenemos aue (4) Nla(X)] = NIC

(2) N[X] =7, 0<r <2 De (1) resulta por P3)
) que N[~X] = N[X] = r. Luego como X C B,
—X1=2"—r.De (3) v (4): X)) € C,om_..
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P6)

P7)

P8)

P9)

P10)

Por P4) ya sabemos que si X € C,, entonces a(X) € Cpanr. S1Y € Cpon_,
entonces por P4) X = a(Y) € Cp,r y por lo tanto a(X) = Y. Tenemos asi que
la transformacién o restringida al conjunto C,, es una suryeccién en el conjunto
Cron_r y como « es inyectiva la demostracién est4 terminada.

Si a(X) = X, entonces N[X] = N[a(X)] = N[C — X] = 2" — N[X], luego N[X] =
on-1,

(i) Observemos que —[z) = (—z] cualquiera que sea z € B, luego en particular
(1) —[a) = (—a] cualquiera que sea a € A,. Ademés si a € A,, esto es a es
un elemento primo de By, se deduce que [a) N (—a] =0y [a) U(—a] = B, y
por lo tanto [a) = C(—a], esto es (2) —[a) = —C(~a] = a((—a]). De (1) y (2)
tenemos (—a] = a((—a]).

(i) a([a)[) )=_U[—) [a) = (por (2) de (i)) = C — C(—a] = —(~a] = (por (1) de (1)) =
Como o(X) € Z(B,), entonces por P7) N[X] = 2" !. Como por hipétesis

X € I(B,) entonces X ¢ I(B,,t) cualquiera que sea t, 0 < ¢t < n — 1, lo que
equivale a decir que X € Z(B,,,n — 1) UZ(B,, n).

Sea X € Ry(n), estoes X € I(B,), XNA, = A, y1 < NXND,) =r <n.
Sabemos que a(X) € I(B,). Si a(X) € Z(B,,n) entonces A, C a(X) = -CX y
por lo tanto D,, = —.An C CX esto es D, N X = @, absurdo.

Luego a(X) € U I(By,,7). Si a(X) = (—a] para algin a € A, entonces por

P1) y P8) (i) tenemos X = a(a(X)) = a((—a]) = (—a] y entonces a ¢ X lo que

contradice XNA, = A,.Sea (1) Y € nL_JlI(Bn,r)ﬂU{(—al], (—ag], ..., (—ay,]}, luego
r=0

n—1
Y € U ZI(B,, ),y por lo tanto Y € Z(B,,r) para algin r, 0 < r < n— 1. Adem4s
r=0

n—1
de (1) resulta que (2) Y ND, = () pues los tinicos elementos de |J Z(B,,r) que

r=0
contienen &tomos duales son precisamente (—a;], (—as), . .., (—ay] y que (3) A, € Y.
Sea Z = a(Y) luego Z € I(B,) y a(Z) =Y. De (1) resulta utilizando P3) (a) que
a(Y)Ua(Dy) = a(Y ND,) = a(@) = B, esto es ZUCA, = ZU (L - D,) = B, de
donde resulta A, N Z = B, N A, = A,. Si D, N Z = {, entonces a(D,,) Ua(Z) =
a(DpNZ) = a(@) = B,, esto es CA, UY = (- D,)UY = B, y por lo tanto
A, NY = A,, lo que contradice (1), luego D, N Z # .

Corolario 3.1

0 N[FD(n) = ( N[Co] ) 1 N[Cagos),
(1) N{Z(Bn,n)] = (2_: N[Z(B., t)]) —n+ N[Ro(n)).
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Dem. De o funcién inyectiva y P6) se deduce inmediatamente (I). Observemos que este
es un resultado conocido {21], pero determinado de modo diferente, ver tambien [6].

(IT) Por el Lema 3.1, N[Z(B,,n)] = N[R4(n)] + N[Ro(n)] y como (—a;] € Z(Bp,n — 1)
parai=1,2,...,n, por el Lema 3.2, P10) tenemos:

N[Ry(n)] = (Z Niz(®,,0)) -

t=0
|

Por lo tanto el conocimiento del nimero N[Ry(n)], n € N, nos permitirfa conjuntamente
con los resultados del Teorema 3.1 la determinacién de N[FD(n)).

A partir de los diagramas de Hasse de las dlgebras de Boole B, para 1 < n < 4, se
determina en forma inmediata N[Rp(n)], y por lo tanto:

n=1)

e N[Z(B;,0)] = 2.
e N[I(B;,1)] =1.
n=2)
o N[Z(B;,0)] = 2.
e N[ZI(B,,1)] = (}).N[Z(B;,1)] =2.

e N[I(B,,2)] =2.

n=3)
o N[I(Bs,0)] = 2.
e NZ(Bs,1)] = (}).N[Z(By,1)] = 3.
e N[Z(Bs,2)] = (3).N[Z(B,,2)] = 6.

o N[I(Bs,3)] = (2+3+6)—3+N[Ry(3)] =8+1=09.
n = 4)
o N[I(B,,0)] =2.
o N[I(B4,1)] = (5).N[Z(By,1)] =4.
e N[I(B4,2)] = (3).N[Z(B,,2)] = 12.
e N[I(By,3)] = (5).N[Z(Bs,3)] = 36.
o N[Z(By,4)] = (2+4+412+36) — 4+ N[Ro(4)] = 50 + 64 = 114.

Tenemos asi el siguiente cuadro:
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NZ(Bo?)]
n t=0]t=1|t=2|t=3|t=4] NFD(n)|
1 ol 1 - 3
2 2 2 2 - - 6
3 2 3 6 9 - 20
4 2 4 12 36| 114 168

Para el caso n = 5 tenemos que:

o N[I(Bs,0)] = 2.

e N[I(Bs,1)] = (3).N[Z(By,1)] = 5.

o NIZ(Bs,2)] = (3).N[Z(B,,2)] = 20.
e N[I(B;,3)] = (3).N[Z(Bs,3)] = 90.
e N[I(Bs,4)] = (3).N[Z(Bs,3)] = 570.

o N[Z(Bs,5)] = 682 + N[Ro(5)].

Observemos que Ry(n) es un reticulado distributivo que tiene por primer elemento
P = {0} UA, y tltimo elemento U = B,, \ ({1} UD,) y cuyos elementos primos son
las secciones inferiores generadas por elementos de Yy(n) = B, \ ({0,1} U.A, U D,), por
lo tanto N[Ry(n)] = N[RB(Yy(n))].

Veamos como determinamos N[Ry(5)]. Sea Q(%, ) el conjunto cuyos elementos son de la
forma:

{0uAdsuYUZ

donde Y es unién de 4, 0 < ¢ < 10, secciones inferiores generadas por elementos de Ss3y
Z es la unién de j, 0 < j < 10 secciones inferiores generadas por elementos de Ss,2, que
no pertenecen a Y, luego:

Ry(5) = | {QG,5): 0<i <10, 0 <5 <10}

Dadas i secciones inferiores generadas por elementos de Ss 3, su unién contiene un cierto
nimero h de elementos del conjunto Ss» y por lo tanto no contiene j = 10 — h ele-
mentos de Ss». Pero para cada i fijo el niimero j varia. Por ejemplo dadas ¢ secciones
inferiores generadas por elementos de S5 3, su unién contiene un cierto nimero A de ele-
mentos de Ss2 y por lo tanto su unién no contiene j = 10 — h elementos de Ss2. Dadas
dos secciones inferiores generadas por elementos de Ss,3, dos casos se pueden presentar:
(1) su unién no contiene a 4 elementos de Sso 6 (2) su unién no contiene a 5 elemen-
tos de Ss». El primer caso ocurre en 15 oportunidades y el segundo en 30, entonces
N[Q(2,1)] = 15.(3}) + 30.(3) = 210.

En 1987, los entonces alumnos de la Licenciatura en Computacién Laura y Julidn Her-
nandez, determinaron en su PC, en base a consideraciones tedricas que les suministrara,
la siguiente tabla donde se indican el ntimero de casos posibles para cada unién de
i, 0 < 4 < 10 secciones inferiores generadas por elementos de Ss3 y j elementos de
S5,2 que no pertenecen a esa unién.
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Li\g| O] 1] 2] 3[ 4] 5]6] 7[8]9]10]

0 0 0 0| 0] 0] 0[O OJOfO] 1
1 0 0 0l 0 0 0|j0jJ10]0]0O} O
2 0 0 0y 0}15|130|10] 0Oj0O}0O} O
3 0 0p 30|70 20| 0]0| OjO|0O] O
41 15| 60135 0| 5| 0|0} 0j0({Of O
5 30(150| 30| Of Of O|Of OJO{0O]| O
6] 140 | 70 0Of 6] 0| 0{0} OJ0|0O}| O
71110} 10 0 6 0] 0;0| OJO|O| O
8| 45 0 0 0] 0] O[O OJO0|O}| O
9 0 0 0 0] 0] O[O OJOJ0O}{ O
10 0 0 0 0] 0] O[O OJOJOf O
k!

10
Pongamos (’;) = =7 sik>jy (f) = 0si k < j. Luego N[Q(3,7)] = ICEZ:ON(i, k) (f),

para 0 <7 <10, 0 <5 <10. Entonces:
N[Q(0,5)] = (7)), 0 <j <10,
N[Q(:,0)] = (10), 0<1i<10,
N[Ql]]—IO(;’) 0<j<T,
N[Q(2,4)] = 15.(;) +30.(3), 1 <j <5,
N[Q(3,4)] = 30.(;) +70.() +20.(;%), 1<j<4,
N[Q(4, 5)] = 60. (;) +135.() +5.(3), 1< <4,
N[Q(5,4)] = 150.(;) +30.(), 1<j <2,
N[Q(6,1)] = 70,

NI[Q(7,1)] = 10.

10
Dado i, 0 < <10, sea Q(i) = Y N[Q(¢,7)], luego tenemos la siguiente tabla:
7=0

i\g| o] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7[ 8] 9]i0] QG|
0 1] 10| 45| 120]210] 25221012045 |10 1 1.024
1| 10| 70| 210 350|350 [210| 70| 10| 0| 0| 0 1.280
2| 45| 210| 390 | 360[165| 30| 0] 0| 0] 0| 0] 1.200
3| 120 350 360| 150 20| 0| 0] 0| 0] 0| 0] 1.000
4 210 350 165] 20| 5] 0| 0] 0| 0] 0] 0| 750
5| 252 210] 30| 0] 0] 0| o] o[ o o] of 49
6 210 70| 0| o] o] o] 0] o o] 0] of 280
7] 120 10| o o| o o of o[ o] o] of 130
8 45| 0| 0| o o o] of ololo| o 45
o 1o o 0| o o[ o] o] oo o] of 10
10 1 0] o] of of o[ of o[0o]ofoO 1
Q) ] 1.024 | 1.280 [ 1.200 [ 1.000 | 750 [ 492 [ 280 [ 130 [ 45 | 10| 1] 6.212 ]

10

Por lo tanto N[Re(5)] = 3 Q(i) = 6.212, y N[FD(5)] = 2-+5+20+90+570-+682+6.212 =
=0

7.581.
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De acuerdo con los resultados conocidos tenemos que para n = 6:

o N[Z(Bs, )] =2

e N[I(Bg,1)] = (}).N[Z(By,1)] = 6.

e N[Z(Bg,2)] = (§).N[Z(B,,2)] = 30.

e N[Z(Bg,3)] = (5).N[Z(Bs,3)] = 180.

o N[Z(Bg,4)] = (5).N[Z(B4,4)] = 1.710.
e N[I(Bs,5)] = (§).N[Z(Bs,5)] = 41.364.

o N[Z(Bg,6)] = (2+ 630+ 180+ 1.710 4 41.364) — 6 + N[Ro(6)] = 43.286 -+ Ry (6))].
Luego debe ser N[R(6)] = 7.741.776 y N[Z(Bg, 6)] = 7.785.062.

n="7)
o N[I(B7,O)] =2.

o NIZ(B7,1)] = (}).N[Z(B1,1)] =T.

o N[I(B7,2)] = ()).N[Z(B,,2)) = 42.

» N[I(B;,3)] = (}).N[Z(Bs,3)] = 315.

e N[I(B7,4)] = (}).N[Z(B4,4)] = 3.990.

e N[I(B7,5)] = ({).N[Z(Bs,5)] = 144.774.

o N[I(B;,6)] = (}).N[Z(Bg,6)] = 54.495.434.

e N[I(B;, )] = (247442 + 315 + 3.990 + 144.774 + 54.495.434) — 7+ N[Ro(7)] =
54.644.557 + N[Ro(7)].
Luego debe ser N[Ro(7)] = 2.414.572.751.877 y N[Z(B;,7)] = 2.414.627.396.434.

n = 8)

e N[Z(Bs,0)] =

e N[I(Bg,1)] = (*j) N[I(By,1)] =8.

o N[I(Bs,2)] = (5).N[Z(B2,2)] = 56.

o N[I(Bs,3)] = (5).N[Z(Bs,3)] = 504.

o N[I(Bs,4)] = (5).N[Z(B4,4)] = 7.980.

e N[I(Bg,5)] = (}).N[Z(Bs,5)] = 386.064.

o N[I(Bs,6)] = (§).N[Z(Bs,6)] = 217.981.736.

e N[I(Bs,7)] = (3).N[Z(Br,7)] = 19.317.019.171.472.
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o N[Z(Bg,8)] = (2 + 8 + 56 + 504 + 7.980 + 386.064 + 217.981.736+
19.317.019.171.472) — 8 + N[Ry(8)] =
19.317.237.547.814 + N|Ry(8)].

Luego debe ser N[Ry(8)] = 56.130.437.190.053.082.812.152
y N[Z(Bs, 8)] = 56.130.437.209.370.320.359.966.

Por el resultado indicado en el Corolario 3.1, (I) sabemos que:

on—1_1

N[FD(n)] = 2.( > N[Cn,r]) + N[Cpgn1].

r=0

En la siguiente tabla indicamos los nimeros N[C,,], 1 < n <5, 0 < r < 2"! que nos
permiten calcular N[FD(n)].

| nfi]2] 3] 4] 5]
r of1[1] 1] 1] 1
i1 1] 1] 1

o (2] 3] 4] 5

3 3] 6] 10

1 4 10| 20

5 3] 35

6 18] 6l

7 o 9

8 24| 155

9 215

10 310

11 387

D) 470

i3 530

14 580

i 605

i6 621

[ T N[FDm)] [3]6]20]168[7.581]

R. Church [6] en su tesis doctoral determiné estos nimeros, por un procedimiento dife-
rente.

4 Reticulados distributivos libres I1

Si X es un conjunto ordenado y x € X pongamos:
Cono(z) = (z| U [z),
donde [z) = {y € X : £ < y}. Por ejemplo si X tiene el diagrama que se indica:

e d
Figura 4.1 c

a o b



Reticulados distributivos acotados ... 19

entonces Cono(c) = {a,b,c,e} y RB(X) tiene el siguiente diagrama:

&
e

N

J. Berman and P. Kohler, [4], probaron que si X es un conjunto ordenado finito, entonces
cualquiera que sea z € X:

N[RB(X)] = NIRB(X — {z})] + N[RB(X — Cono(z)).

Este resultado nos dé informacién sobre el nimero de elementos de RB(X) pero no sobre
su estructura. En en ejemplo indicado en la Figura 4.1, si = ¢ entonces X; = X — {c},
Xy = X — Cono(c) tienen los diagramas indicados a continuacién:

€ d
X1 N X2 od
a b

en consecuencia N[RB(Xj)] = 2. Dado el elemento e € X; entonces los conjuntos orde-
nados X1; = X \ (€] y X12 = X; \ [e) tienen los siguientes diagramas:

d
Xll X12 i
d O a o b

y en consecuencia N[RB(X11)] = 2 y N[RB(Xy3)] = 2 x 3. Por lo tanto N[RB(X)] =
=2+2+6=10.

Observemos que N[RB(()] = 1 y que si p es primer elemento del conjunto ordenado X
entonces X —Cono(p) = X—X = (y si u es Gltimo elemento de X entonces X —Cono(u) =
X-X=0.

Si el conjunto ordenado finito X es la suma cardinal de dos conjuntos ordenados X;
y X2 esto es X = X; + X, entonces RB(X) = RB(X;) x RB(Xz), y por lo tanto
N[RB(X)] = N[RB(X;)] x N|[RB(X,)].
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Sea X un conjunto no vacio, R un reticulado distributivo acotado y F(X, R) el conjunto
de todos las funciones de X en R. Si f,g € F(X, R), pongamos por definicién:

(f A g)(z) = f(z) A g(z)
(fVg)(z)= f(z)Vg(x)

entonces F(X, R) es un reticulado distributivo acotado. Ademas las funciones 0, 1
definidas por 0(z) = 0,1(z) = 1 cualquiera que sea z € X, son el primer y ltimo
elemento de F(X, R) respectivamente.

VzeX

Si X es un conjunto ordenado y R* es el conjunto de todas las funciones is6tonas de
X en R, entonces RX C F(X,R), 0,1 € RX y es claro que si f,g € RX entonces
fAg, fVge RX. Porlotanto R es un (0,1)-subreticulado de F(X, R) y en consecuen-
cia un reticulado distributivo con primer y ltimo elemento.

Sea X un conjunto ordenado finito, luego 2% es un reticulado distributivo finito ya que
es un subreticulado del reticulado distributivo finito F'(X, 2). Es bien conocido que:

Lema 4.1 RB(X) y (2%)* son reticulados distributivos isomorfos.

Por lo tanto si X es un conjunto ordenado finito, para determinar N[RB(X)] nos basta
determinar el nimero de funciones is6tonas de X en 2.

En 1990 obtuve los siguientes que fueron expuestos en diversos cursos que dictara en la
Universidad Nacional del Sur, y que nunca fueron publicados:

Sea t un elemento fijo de X y
Fo={fe2X:ft)=0}, F,={fec2%:f(t) =1},

luego
FipUF,1=2% y F,oNF,;=10

por lo tanto
N[2¥] = N[Fyo] + N[Fy,].

En el dltimo ejemplo indicado tenemos: sit=c, N[2X]=4+6,sit=1>b, N|[2X]=6+4,
ysit=a, N[2X]=7+3.

Lema 4.2 1) Sip es primer elemento de X entonces F,; = {1}.

2) Siwu es ultimo elemento de X entonces F,o = {0}.

3) p es primer elemento de X <— X — [p) = 0.

4) u es iltimo elemento de X <= X — (u] = 0.

5) t no es primer ni dltimo elemento de X <= X —[t)#0y X — (f] #0
Dem. 1)y 2) se prueban sin dificultad.

3) =) Como p < z,Vz € X entonces X = [p).
<=) Si X — [p) = 0 entonces X C [p) y como [p) C X entonces X = [p), por lo
tanto p es primer elemento de X.
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4) Se prueba en forma similar a la anterior.
5) Es una consecuencia inmediata de 3) y 4).
|

Lema 4.3 S5it no es primer ni 4iltimo elemento de X entonces N[F;o] = N[2X-()] 4
N[F;1] = N[2&X-1)],

Dem. Sea f € Fyg, esto es f € 2% y f(¢) = 0 luego:
()  fl@=0, Vaze(t]

Sea f* = fix_(g, luego f* : X — (t] = 2 y es claro que f* es isétona, luego f* € 2%~
Luego si definimos H(f) = f* tenemos que:

H:Fo— 2%-W,
Sea f* € 2X~ estoes f*: X — (f] » 2y f* es isétona. Pongamos por definicién:

(), si zeX — (i
f(z) = reX
0, si z € (]

luego f: X — 2y por definicién f(t) = 0.

Probemos que f es isétona. Sean z,y € X tales que z < ¥, entonces no puede ocurrir
que z € X — (t] e y € (t] pués en este caso y <ty como z < y entonces tendriamos que
z < t, esto es = € (t], absurdo. Luego sélo se pueden presentar los siguientes casos:

a) z,y € (t].
Entonces f(z) =0< 0= f(y).
b) z,y € X — (t].

fz) = f*(z) < f*(y) = f(y).

c) z€(t], ye X — (.
f(@) =0< f*(y) = fy).

Ademas es claro que H(f) = fix_y = f*, esto es H es suryectiva.

Vamos a probar que los conjuntos ordenados Fy g y 2%~ son isomorfos.

Sean f,g € F,, tales que f < g, esto es f(z) < g(z), para todo z € X, luego en particular
f(z) < g(z), para todo z € X — (t], entonces

H(f)= fix-) < gix— = H(g).

Reciprocamente si f,g € Fo son tales que fix_¢g = H(f) < H(g) = gjx—@, como
f,9 € Fig esto es f(x) = g(z) = 0 para todo = € (t] entonces f < g. Acabamos asi de
probar que los conjuntos F; o y 2%~ son isomorfos y por lo tanto coordinables. En forma,
andloga se demuestra que F}; y 2%~ son coordinables.

Observemos que la hipétesis de que ¢ no es primer ni ultimo elemento de X sélo tiene
importancia para que X — (¢] # 0 X — [t) # 0. [

Tenemos asi que:
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1) Sit es primer elemento de X entonces N[2X] = N[F, ] + 1.
2) Sit es dltimo elemento de X entonces N[2X] = 1 + N[F},].

3) Si t no es primer ni tltimo elemento de X entonces N[2X] = N[2X~®] + N[2X~1)]
y por lo tanto:

N[RB(X)] = N[RB(X — (#])] + N[RB(X ~ [t))].

El problema consiste en determinar un elemento ¢ € X de forma tal que sea facil calcular
Foy Fp 6 2%~y 2%,

Observemos que el nimero de funciones isétonas de una cadena C,, con n elementos en
una cadena C,, con m elementos es:

N[CC] = (m +: - 1).

Luego si m = 2, que es el caso que nos interesa tenemos:

N[2%] = (2+Z_1> —n+l.

Sabemos que si X, Y, Z son conjuntos ordenados entonces:
XY X XZ o~ XY+Z,
luego si ellos son finitos:
N[X¥*%] = N|X¥]. N|X?),

y si X =2 e Y, Z son cadenas finitas tenemos que:
N[22 = (N[Y]+1) . (N[Z] + 1).

Por lo tanto si mediante la eleccién de un elemento ¢t € X obtenemos que X — (t] y X — [t)
son cadenas, o suma cardinal de cadenas, el cdlculo de N[2¥] es inmediato.
Sea X el conjunto ordenado indicado a continuacién:

b G /o c
\\) a
Sit=a)
Entonces N[2X] = N[F,0] + N[F,1] = N[F,0] + 1 = N[2X~(] + 1. Como X — (a] tiene
el siguiente diagrama, (es suma cardinal de 2 cadenas, cada una con 1 elemento):
b O O c

entonces N[RB(X)] = N[2%X] = (2x 2) + L.
Sit=Db)

Entonces X — (b] y X — [b) tienen los diagramas que se indican a continuacién:
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(O IC
a

y por lo tanto N[RB(X)] = N[2X] =243 = 5.
Sit=c)
Entonces X — (c] y X — [c) tienen los diagramas que se indican a continuacién:

Ob I b
a
y por lo tanto N[RB(X)] = N[2X] =2+3 = 5.

Nuestro método y el de Berman y Khoéler [4] dependen de los sucesivos elementos que se
eligen. Creemos que nuestro procedimiento siempre utiliza menos “pasos” que el de estos
autores.

Apliquemos este método para los conjuntos ordenados B;, By, y Bs.

Para B; = {0, 1}, entonces B;\ (1] = § y By \[1) = {0}, luego N[FD(1)] = N[RB(B,)] =
14+2=3.

El algebra de Boole B, tiene el diagrama indicado a continuacién:

1

aj O\j Qo
0

luego X; = By \ (a1] y X2 = B2 \ [a;) tienen los siguientes diagramas.

1 as
X, I X, I
ag 0

luego N[FD(2)] = N|[RB(B,)] =3 +3 = 6.
Consideremos ahora el dlgebra de Boole B3, que tiene por diagrama:

1
b c d
a az Das
0

entonces los conjuntos X; = B3 \ (az] y X2 = B3 \ [a2) tienen los siguientes diagramas:

1 c

a as 0
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Por lo tanto N[RB(X,)] = 6. Consideremos el elemento ¢ € Xj, entonces X33 = Xj \ (¢]
y X12 = X1 \ [c) tienen los siguientes diagramas:

1 b d
Xu / \ e I I
b O d ai as

Entonces N[RB(X12)] = 3 x 3 = 9. Consideremos el elemento b € X;;. Entonces los
conjuntos Xy3; = X131 \ (8] y X112 = X121 \ [b) tienen los siguientes diagramas:

1
X I X112

d O d

Por lo tanto N[RB(X11)] = N[RB(X111)] + N[RB(X112)] = 3+ 2 = 5. En consecuencia
N[RB(B3)] =6+ 9+ 5 = 20.

Dado un conjunto ordenado finito X = {zy,%s,...,2,} le podemos asignar una matriz
nxn, MI(X) = (a;;) denominada matriz de incidencia de X definida del siguiente modo:

1 si ZT; < Zj
a,'j —

0 si z; £ ;.

Por ejemplo si X es el conjunto indicado a continuacién:

Q. 24 /J Ty
To \ Z3
I

entonces
1 11 11
01 00O
MI (X ) =10 01 1 1
0 0010
0 00 01

Obviamente esta matriz verifica: M1) a; = 1 cualquiera que sea i, 1 < ¢ < n, M2) Si
a;; = 1 donde 4 # j entonces a;; =0, y M3) Si a;; =1y a;, = 1 entonces a;; = 1.

Es bien conocido que existe una correspondencia biyectiva entre conjuntos ordenados, con
n elementos y matrices n X n cuyos elementos son ceros y unos, y que verifican M1), M2)
y M3).

En efecto dada el 4lgebra de Boole 2 representemos con P(n) el producto cartesiano de
n édlgebras de Boole iguales a 2 y con P*(n) el dlgebra de Boole dual de P(n). Dado i,
1 < i < n, sea z; el elemento de P*(n) cuyas coordenadas son los elementos de la fila 3,
entonces X = {z1,%2,...,2,} C P*(n) es un conjunto ordenado y MI(X) = M.
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Dado un conjunto ordenado X = {z;,z,,...,2,} si X; = X \ (3] entonces al conjunto
ordenado X; le corresponde la matriz de incidencia que se obtiene a partir de MI (X)
eliminando las filas F; tales que a;, = 1y si I(h) = {i : asn = 1} = {41, 42, ...,4,} tambien
eliminamos las columnas y,1s,...,i,. Si X5 = X \ [z;) entonces al conjunto ordenado
X3 le corresponde la matriz de incidencia que se obtiene a partir de MI(X ) eliminando
las columnas Cj tales que ap; = 1y si J(h) = {j : an; = 1} = {ji1,J2,---,Js} tambien
eliminamos las filas ji, jo, . .., Js-

Por ejemplo si X es el conjunto ordenado indicado anteriormente entonces X \ (z2] tiene

por diagrama:
L

Z3

y su matriz de incidencia que se obtiene a partir de M I(X) eliminando las filas y columnas
ly2es

MI(X;) =

OO
Q =
= O =

Y el conjunto X, \ [z2) tiene por diagrama:

O %4 /3335

T3

x
y su matriz de incidencia que se obtiene a partir de MI (X) eliminando la columna 2 y la,
fila 2 es

111 1
01 1 1
MI(XZ):0010
000 1

Entonces dado un conjunto ordenado finito X, siguiendo el procediento indicado anteri-
ormente obtenemos el siguiente esquema:

MI(X)

........................................
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que nos permite, mediante un nimero finito de pasos, determinar conjuntos ordenados Y
para los cuales es inmediato calcular N[RB(Y)].

Vimos que N[FD(n)] para n = 1,2,3,4 se calculan inmediatamente a partir de los dia-
gramas de B,,. Por el Lema 3.1 y el Corolario 3.1 sabemos que para calcular N[FD(n)]
nos basta determinar N[Ry(n)], donde Ry(n) es el conjunto de las secciones inferiores que
contienen los n 4tomos de B, y no contienen ninguno de los 4tomos duales de B,,. Con
D, representamos el conjunto de los 4tomos duales de B,,, entonces N[Ry(n)] es igual a
N[Yy(n)], donde Yy(n) = B, \ ({0,1} U4, UD,). La matriz de incidencia de Y;(n) es de
orden 2™ — 2(n + 1) para n > 4. Para n = 4 la matriz de incidencia es

1 00000
010000
0 01 000
M_000100
000010
0 00001

En este caso tomando z;; = 1 obtenemos dos matrices M;, M, iguales y siguiendo con
este procedimiento llegaremos a 16 matrices iguales a

=5 3)

a las que les corresponden anticadenas Z con 2 elementos, luego N[Z] = 4 y por lo tanto
en este caso N[Yy(4)] = 16 x 4 = 26 = 64.

Lema 4.4 Si X es un conjunto ordenado finito con primer elemento p entonces
N[RB(X \ {p})] = N[RB(X)] — 1.

Dem. Si N[X]=1y X = {p} entonces X \ {p} =0, luego N[RB(X \ {p})] =

N[RB(0)] =1y N[RB(X)] = 2. Supongamos que N[X] > 2 y probemos que
N[Z(X\{”})] = N[2¥] - 1.

En efecto si f € 2% entonces claramente la restriccién f’ de f al conjunto X \ {p}, es

una funcién isétona de X \ {p} en 2. Reciprocamente dado un elemento f’ de 2(X\{r})
entonces la funcién definida por:

{0 six=p
“’”)—{f’(x) si v € X\ {p}

es un elemento de 2% cuya restriccién al conjunto X \ {p} coincide con f'.
Consideremos los siguientes elementos de 2%:

_J0 siz=0p
fl(‘”)—{1 si ¢ X\ {p}

f2($) = 1, Ve X.
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Entonces sus restricciones al conjunto X\ {p} coinciden. Reciprocamente dado el elemento
f' de 2X\PY) definido por f'(z) = 1, Yz € X \ {p}, entonces las siguientes funciones
pertenecen a 2%:

si z=p

0
f(x):{f/(m)zl si ze X\ {p}

IE= =) =1 si ze X\ {p}
Si f,g € 2%\ {f1, f2} son tales que f # g entonces sus restriciones son diferentes. [ |

Lema 4.5 Sia es un dtomo del dlgebra de Boole B,,, n > 2 entonces:
N[RB(B,)] = (2x N[RB(B,—1)]) = 1+ N[RB(B,\ {0,a, —a,1})].

Dem. Observemos que si a es un 4tomo de B,, entonces B, \ [@a) = B,_1 luego
N[RB(B,\ [a))] = N[RB(B,_1)], y por lo tanto

N[RB(Bp)] = N[RB(B, \ [a))] + N[RB(B, \ (a])] =
N[RB(By-1)] + N[RB(B, \ (a])].
Pero por resultados indicados anteriormente sabemos que:

N[RB(B, \ (a])] = N[RB(B, \ {0,a})] =

N[RB((Bn \ (a]) \ (=a])] + N[RB((Bn \ (a]) \ [-a))].

Como (By, \ (a]) \ (—a] = [a) \ {a} y [a) \ {a} =2 B,_; \ {0} entonces por el Lema 4.4
podemos afirmar que N[RB((B, \ (a]) \ (—a])] = N[RB(B,_;)] — 1.
Ademis (B, \ (a]) \ [-a) = B, \ {0,a, —a, 1}, luego:

N[RB(B,)] = (2 x N[RB(B,_1)]) — 1 + N[RB(B, \ {0,0,~a,1})}.

Apliquemos este resultado a B, entonces:
N[RB(B, \ (a1])] = (2 x N[RB(By))]) — 1 + N[RB(®)] = (2 x3) —1+1=6.
Para el algebra de Boole B3 tenemos:
N[RB(Bs \ (a])] = (2 x N[RB(B,))]) — 1+ N[RB((B; \ {0, a1, —ar, 1})].

Como el conjunto Bs \ {0, a;, —a;, 1} tiene por diagrama:

b c
Iaz Ia;g

entonces N[RB((B3\{0, a1, —a1,1})] = 3x3 =9, luego N[RB(B3)] = (2x6)—1+9 = 20.

Teniendo en cuenta el Lema 4.5 una vez determinado N[RB(B,,_;)] aplicando, el método
indicado anteriormente a la matriz de incidencia del conjunto B, \ {0, a, —a, 1}, que es de
orden 2" — 4 para n > 3, podemos determinar N[RB(B,)].
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Lema 4.6 Sia yb son dtomos diferentes del dlgebra de Boole B,,, donde n > 3 entonces:
N[RB(B,)] = (3 x N[RB(By-1)]) — N[RB(Bn2)] — 1+ N[RB[(B, \ Y)],
donde Y = {0,a,—a,b,1}.
Dem. Sabemos que:
N[RB(B,)] = N[RB(By \ [a))] + N[RB(B. \ (a])]

luego
N[RB(B. \ (a])] = N[RB(B,)] — N[RB(B. \ [a))]

y como B, \ [a) & B,,_; tenemos que:
(1) N[RB(Bn \ (a])] = N[RB(Bn)] - N[RB(Bn—l)]‘
Sea X = B, \ {0,a,—a,1}, luegobe X e X \ (b = B, \ {0,a,—a,b,1} = B, \ Y y por

lo tanto:
(2) NI[RB(X)] = N[RB(X \ [b))] + N[RB(X \ (8])] =

N[REB(X \ [b))] + N[RB[(B, \ Y)).
Con A, representamos el conjunto de todos los dtomos de B,,. Como
X\B)=(\{z:2c A, c#}\ (=2 y Z=B,1\(d,
donde ¢ es un dtomo de B,,_;, entonces:
(3) N[RB(X)] = N[RB(B,_, \ (d)] + N[RB(B, \ Y)].
Pero por (1) si ¢ es un dtomo de B,_; entonces:
(4) N[RB(By\ (c))) = N[RB(By1)] — N[RB(B,s)).
Luego de (3) y (4) resulta:
(5) N[RB(X)] = N[RB(B,_,)| — N[RB(Bn_s)] + N[RB(B, \ V).
Por el Lema 4.5 y (5) tenemos finalmente que:
NIRB(B,)] = (2 x N[RB(B,.1)]) - 1+ N[RB(X)] =
(2 x N[RB(B,1))) — 1+ N[RB(Bn_1)] - NIRB(By_)] + N[RB(B, \ V)] =
(3 X N[RB(By_1)]) — N[RB(B, )] - 1+ N[RB(B, \ Y)].
Apliquemos este resultado a Bs. Si Y = {0,a;, —a;,a2,1} entonces:
NIRB(Bs] = (3 x N[RB(By))) — N[RB(B)] — 1+ N[RB(Bs \ V).

Como el conjunto B3 \ Y tiene por diagrama:
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d
O b Iaa

entonces N[RB((B3 \Y)] = 2 x 3 = 6, luego:
N[RB(B3)] = (3% 6) —3 — 146 = 20.

Mi estimada ex-alumna, la Licenciada en Ciencias de la Computacién Nancy Ferracutti
elaboré un prototipo de programa, que describimos en §4.1, que partiendo de las matrices
de incidencia correspondientes a las dlgebras de Boole B,,, 1 < n < 7, calculé N[FD(n)],
cuyos resultados coinciden con los conocidos en la literatura. Lamentablemente no pudi-
mos calcular N[FD(8)].

Finalmente observemos que Berman y Kohler con un método, indicado en [4], sélo cal-
culan N[FD(n)}, 1 <n < 6y para calcular N[F'D(7)] utilizan el conocimiento de todos
los elementos de F'D(5), [5]. Nuestro método permite calcular directamente N[FD(7)).
D. Wiedemann [33] para calcular N[FD(8)] utiliza el completo conocimiento del reticu-
lado FD(6).

4.1 Prototipo del programa de la Lic. Nancy Ferracutti

En primer lugar se genera B,, mediante la construccién de todas las n-uplas constituidas
por ceros y unos. Si n < 3 se parte de la matriz de incidencia de B,, y si n > 4 se parte
de la matriz de incidencia de Yy(n).

El programa estd escrito en lenguaje Turbo Pascal 7.0 para DOS, con las consiguientes
restricciones de uso de memoria de datos, impuestos por el ambiente.

Tales restricciones ocasionan, entre otras incomodidades, que el proceso recursivo de par-
ticionamientos de la matriz de incidencia T' = MI(B,,) en dos matrices T y T deba ser
manejado por el programador con una estructura de “pila”, y que dicha estructura resida
en disco.

PROGRAM (input,output, salida,pila);
USES
Dos;
CONST

Maxrango= 100;
MaxDimnupla=10;

TYPE

TordenMatriz= 0..Maxrango + 1;

TDimupla= 0..MaxDimupla + 1;
Tbase=INTEGER;

TipoNupla = Array[l..MaxDimnupla]OF Tbase;

TipoMatriz = Array[l..MaxRango] OF INTEGER; {se simulan las
nuplas con enteros}



30 L. F. Monteiro

Tipo Apilado = Record

matriz: TipoMatriz;
ordenmatriz: TOrdenMatriz; estipo2:boolean;
end;

TipoPila= File of TipoApilado;
PROGRAMA PRINCIPAL
BEGIN

Assign (salida,‘salida.txt’);
Rewrite (salida);
numelem :=0;

LeerDimnupla (n);

GenerarMatrizInicial (n, matrizt, orden);
PartirMatriz (n, matrizt, orden, numelem);

Writeln (‘La cantidad de elementos es: ’, numelem);
Close (salida)

END.

GENERAR MATRIZ INICIAL

PROCEDURE GenerarMatrizInicial (n: TDimnupla; var matrizt: TipoMatriz;
varorden: TOrdenMatriz);

BEGIN

(Obtiene 2 elevado a la n)
pot := Potencia(n);

{Genera nupla por nupla la matriz inicial, No genera las siguientes
nuplas: la nupla cuyos elementos son todos ceros, la nupla cuyos elementos son
todos unos, las nuplas que tienen un solo cero y las que tienen un solo 1.}

orden:=0;
FOR i:=0 to pot-1 DO

BEGIN

IF n < 4 THEN
BEGIN
orden:=orden+1;
matrizt [orden]:=i;
END
ELSE

IF NOT Descartable (i,n) THEN



Reticulados distributivos acotados ... 31

BEGIN
orden:=orden+1;
matrizt [orden):=i;

END;

END:;

END;
PARTIR MATRIZ

PROCEDURE PartirMatriz (n: TDimnupla; matrizt: TipoMatriz; orden:
TOrdenMatriz; var numelem: longint);

BEGIN {PartirMatriz}

Assign (pila, ’pila.dat’);

Rewrite (pila);

numelem :=0;

cantelem :=0; cantidad de elementos en la pila

Apilar (cantelem, matrizt, orden, FALSE); {La matriz no es de tipo t2}

Cantelem :=1;

WHILE cantelem > 0 DO
BEGIN

{Si el orden de la matriz tope es < 2, se conoce cantidad de elementos}
IF FOrdenTope (cantelem) < 2 THEN
BEGIN

Tope (cantelem, matriztope, ordentope);

numelen := numelen + ContarElem (ordentope, n, matriztope);
Desapilar (cantelem, desapiladoest2);

cantelem := cantelem -1;

WHILE (desapiladoest2) AND (cantelement > 0) DO
BEGIN

Desapilar (cantelem, desapiladoest2);
cantelem := cantelem -1;

END;
IF cantelem > 0 THEN
BEGIN

Tope (cantelem, matriztope, ordentope)

GenerarMatrizT2 (matriztope, ordentope, n , matrizt2, orden 2);

Apilar (cantelem, matrizt2, ordent2, TRUE);
cantelemen := cantelemem + 1;
END
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END

ELSE
BEGIN

Tope(cantelemem, matriztope, ordentope);
GenerarMatrizT1 (matriztope, ordentope, n , matriztl, orden 1);

Apilar (cantelem, matriztl, ordentl, FALSE);
cantelemen := cantelemem + 1;

END
END

Close(pila);
END; {Partir Matriz}

Los resultados obtenidos ejecutando el prototipo en una PC Pentium Full Compatible,
Tx Pro II MMX 233 Mhz., de 32 MB Ram, fueron los siguientes:

n || Horas | Minutos | Segundos | N[FD(n)] |
2 2,48 6
3 159 %0
1 176 168
5 5,99 7.581
6 1 14 9,35 7.828.354
7 2.414.682.040.998

5 Reticulados distributivos libres 111

Vamos a comenzar por recordar algunos resultados sobre la determinacién de una subél-
gebra de Boole generada por un conjunto finito. Para las demostraciones de los mismos
consultar por ejemplo [24], [25].

Sea B un algebra de Boole, G un subconjunto finito, no vacio, de B, notaremos con
SB(G) la subélgebra booleana de B generada por G. Recordemos si z,y € B y definimos
z+y=(—zAy)V(xA—y),entoncesz+0=z y z+1=—uz.

Sea P(B,n) = {p = (p1,p2,.--,Pn) : & € {0,1} C B,1 < i < n}, esto es, el conjunto
P(B,n) esta formado por todas las n-uplas de elementos 0,1 € B. P(B,n) es el producto
cartesiano de n dlgebras de Boole iguales a {0,1} C B, luego es un dlgebra de Boole con
n atomos, que son precisamente las n-uplas que tienen una unica coordenada igual a 1y
las restantes iguales a 0.

SiG = {g1,92,...,9.} C By p € P(B,n), notaremos con m,(G) o mas sencillamente m,,

al elemento:
n

/\(gi + ps).-

i=1
Estos elementos se denominan combinaciones algebraicas elementales de G. Observemos
que de acuerdo con la definicién precedente g; +p; =¢; 0 ¢; +p; = —g;.
Sea m(G) = {m, : p € P(B,n)}, como N[P(B,n)] = 2" entonces N[m(G)] < 2".



Reticulados distributivos acotados ... 33

Lema 5.1 1) Sip,q € P(B,n) y p#q entonces my, Am, = 0.
%) V{my:p e P(B,m)} = 1.
8) Sip,q € P(B,n), p#qym,<m, entonces m, = 0.
4) gi=V{mp:peP(B,n), p,=0}, 1<i<n.

Definicién 5.1 Sea (R, A,V,0,1) un reticulado con primer y iltimo elemento 0,1y X C
R, N[X] =t, notaremos:

So(X) = {0} ; Si1(X) = X,
Si(X)={Vy:yeY, YCX/N[Y]=j}, 1<j<t,

S(X) = ,-Qo S,(X).

I(X) = {1} ; L(X) =X,
Li(X)={Ay:yeY, YCX,N[Y] =3}, 1<j<t,

1) = U 1),

Lema 5.2 Si G' es un subconjunto finito, con n elementos del dlgebra de Boole B, en-
tonces:

1) SB(G) = S(m(Q)).
2) A(SB(G)) = {m, : m, € m(G), m, # 0}.

Como N[m(G)] < 2™ por el Lema 5.2, tenemos que N[A(SB(G))] < 2" y en consecuencia
N[SB(@)] < 207,

Sea F'B(n) el dlgebra de Boole con un conjunto de G = {g1,9q,..., 9.} de generadores
libres, y
P(n) =P(FB(n),n) = {p= (p1,p2,...,0s) : pi € {0,1} C FB(n),1 < i < n}.

Representaremos con O el elemento de P(n) que tiene todas sus coordenadas iguales a 0
y con 1 el elemento de P(n) que tiene todas sus coordenadas iguales a 1.

Es bien conocido que N[FB(n)] = 2™, y que el conjunto Ay de los dtomos de FB (n)
n
son precisamente los elementos m, = A (g; + p;), donde p € P(n). Siz € FB(n), z # 0

i=1
sabemos que = = \/{a : a € A(z)}, donde A(z) = {a € Ay~ : a < z}.
Sea T'={1,2,...,n}. Dado p € P(n) sean:

To(p) = {t € T: p, = 0}, hip)={teT:p =1},
entonces 0 < N[To(p)] =7 <n,0 < N[Ti(p)]=s<n,yr+s=n.

Vamos a definir un operador unario C sobre FB(n) del siguiente modo:
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1) CO=0,

2) Sia € A, esto es a = m,, para algin p € P(n) entonces:
Ca = Cm, = /\{gz +piipi=0}= /\{gz 14 € To(p)}-

3) Siz € FB(n)\ ({0} U.Azx) entonces Cz = \/{Ca : a € A(z)}.
Lema 5.3 (FB(n),C) es un dlgebra de clausura.

Dem. Observemos que de acuerdo a la definicién anterior mg < Ca cualquiera que sea
a € Agn, y como Ty(1) = 0 entonces Cmy = 1.

0) CO0 = 0. Por definici6n.

1) z < Cz.
Si z = 0 por definicién C0 = 0. Si z = m,, entonces Cm, = A{g; +p; : p; = 0} >

n

A (gi+p;) =myysiz e FB(n)\ ({0} UAzn) entonces Cz = \/{Ca :a € A(z)} >

z\71{a ra€ Alz)} ==z

2) C1=1.
Es una consecuencia inmediata de C1).

3) Si z <y entonces Cz < Cy.
Si z = 0 la propiedad es obviamente verificada. Si x # 0 entonces tambien y # 0
luego z = V{a : a € A(z)}, y = V{b: b€ A(y)} y ademds A(z) C A(y) luego
{Ca:aec A(z)} C{Cb:be A(y)} y por lo tanto Cz < Cy.

4) C(zVy)=CzVCy.
Si alguno de elementos es igual a 0 6 a 1 la propiedad es obviamente verificada.

ClzVvy) = C(\/{mp cmy < T}V \/{mq :mg Sy}) =

C\/{mrzmr <zbém, Sy}———\/{CmT :< :B}V\/{Cmrzmr <y}=
Cz Vv Cy.

5) CCz = Cz. Sea a € Asm. Si a = mp entonces Ca = Cmy = mp y por lo
tanto CCmg = Cmg = mg. Si a = my entonces Ca = Cm; = 1 y como
1=\{a:a€ A} entonces CCmy; = Cl=\/{Ca:a € A > Cmy; = 1.

Por lo tanto CCmy = Cmy. Supongamos ahora que a € Agn \ {mg, m;}, entonces
a = my, donde To(p) # 0 y Ti(p) # 0, N[To(p)] = v, N[Tu(p)l = sy r + s = n.
Ademis

,
Ca = Cm, = AN{gi+pi : i € To(p)}. Supongamos para simplificar que Cm, = A g,

i=1
luego Cmy, es supremo de 2"~ dtomos de F'B(n). Pongamos:

271—7‘

a¥ = /\gi/\ /\ (9n + pn)

i=1 h=r41



Reticulados distributivos acotados ... 35

donde p, € {0,1}, 1 <h <2,

T n=r r
Sia® = AgA A —guentonces Ca® = A g; y Ca® > Ca), 1< j<onr
i=1 h=r+1 i=1
2”-"
luego CCm, = \/ = Ca = CaV = Cm,,.
j=1

Supongamos ahora que x € FB(n) \ ({0} U As), entonces z = \/{a : a € A(z)}
luego Cz = \/{Ca : a € A(z)} luego teniendo en cuenta 4) y que acabamos de
probar que CCa = Ca cualquiera que sea a € Ay podemos escribir:

CCz =C(V{Ca:ac A(z)}) = V{CCa:a € A(z)} = \/{Ca: a € A(z)}) = Cx.
|

Sea R(n) = {z € FB(n) : Cz = z}, es bien conocido que R(n) es un (0, 1)-subreticulado
de F'B(n) que contiene al primer y dltimo elemento de FB(n).

Lema 5.4 R(n) es isomorfo al reticulado FD(n).

Dem.

1)

2)

3)

G C R(n).
Sea p € P(n) tal que p; = 0y p; = 1 para todo j # ¢, 1 < j < n entonces Cm,, = g;
y por lo tanto g; € R(n).

SR(G) = R(n).

Como G C R(n) y R(n) es un (0, 1)-subreticulado de FB(n) entonces (i) SR(G) C
R(n). Es bien conocido que SR(G) = S(I(G)). Sear € R(n), si r € {0,1} entonces
r € SR(G). Sir # 0 entonces r = \/{m, : m, < r} y por lo tanto

r=Cr= \/{Cmp tmy < T}

Pero por la definicién de C, Cm,, € I(G) esto es r = Cm,, V Cmy, ... V Cmy,,
donde my,; € I(G), luego r € S(I(G)) = SR(G). Acabamos asf de probar que (ii)
R(n) C SR(G).

Sea f’ una funcién de G en un reticulado acotado R'. Si R’ = {0} entonces h'(z) = 0
para todo z € R(n) es un homomorfismo que extiende a f’. Supongamos que R’
no es trivial. Sabemos que R’ es isomorfo a un (0, 1)-subreticulado R* del 4lgebra
de Boole 2% para un cierto conjunto X. Sea a : R’ — R* un tal homomorfismo y
f=oaof luego f : G — R*. Como FB(n) es un lgebra de Boole libre la funcién f
se puede extender a un homomorfismo booleano H : FB(n) — 2X. Sea h = H |R(r)
la restriccién de H al conjunto R(n), luego h es un homomorfismo de reticulados
de R(n) en 2X. Sea Y = {y € R(n) : h(y) € R*}. Es claro que 0,1 € Y pues
h(0) =0 € R* y h(1) = 1 € R*. Ademas es evidente que Y es un subreticulado
de FB(n). Como h(g) = H(g) = f(g9) € R* cualquiera que sea g € G, entonces
G CY, y en consecuencia R(n) C Y, y por lo tanto si r € R(n) entonces r € Y
esto es h(f) € R*. Por lo tanto h : R(n) — R* es un homomorfismo de reticulado
que extiende a f. Sea h' = a~! o h, luego ¥’ es un homomorfismo de R(n)en R y

ademds K'(g) = a™*(k(g)) = a7 (f(9)) = a7 (a(f'((9)))) = f'(9)-
u

Acabamos asi de probar que FD(n) = CFB(n), donde C es el operador de clausura
definido anteriormente.
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Lema 5.5 II(R(n)) = {Cm, : m, € m(G)}.
Dem.

1) {Cmy, : my, € m(G)} CII(R(n)).
Por definicién Cm, # 0, cualquiera que sea p € P(n). Supongamos que Cm, = zVy,
donde (1) z,y € R(n), luego x < Cm, e y < Cmy,. Por (1) tenemos que Cz =
z, Cy = y. Como m, < Cm, = zV y, m, es un dtomo de FB(n), z,y € FB(n)
tenemos que m, <z 6 m, <y y por lo tanto Cm, <Cxr =26 Cm, < Cy=y

2) I(R(n)) € {Cm, : m, € m(G)}. Sea (i) z € I(R(n)) C R(n), luego z # 0, por
lo tanto z = \/{m, : m, < z}. Como = € R(n) entonces Cz = z y por lo tanto
z = Cz = \/{Cm, : m, < z}. Como Cm, € R(n) y = es un elemento primo de
R(n) resulta que z = Cm,, para algin p € P(n).

[
Sea S(n,t) el conjunto de todos los elementos de F'B(n) que son supremo de ¢ dtomos,
0<t<2"yS*n,t)=S(nt)NR(n).

Lema 5.6 N[S*(n,t)] = N[S*(n,2" —t)], para 0 <t < 271

Dem. Es claro que:

S*(n) 0) = {O}a S*(n’ 2n) = {1},
S*(n’ 1) = {/\gi}) S*(n’ 2" — 1) = {\/gl}

Observemos que si z € FB(n) verifica m; < z entonces 1 = Cm; < Cz y por lo tanto
Cz = 1. Esto significa que R(n) N [my) = {1}. Ademds como my < Cz cualquiera que
sea z € F'B(n) \ {0} entonces si mo ¢ A(z) se tiene que Cz # z.

Sea D(n) = P(n) \ {m1} luego N[D(n)] = 2" —-1.Siz € S*(n,t), 2 <t < 2" -1, .
luego Cz =z y z = \V{m, : p € Xi(z) C D(n)} donde N[X;(z)] = t. Sea Xy(z) =
{0}U(D(n)\ X1(z)), luego N[Xa(z)] = 1+(2"—1—t) = 2"—t,y (1) 0 € X3(z). Pongamos
por definicién ¢(z) = \/{m, : p € X3(x)}. Observemos que X;(z) U Xs(z) = D(n) y
Xi1(z)NXz(z) = {0}. Veamos que ¢ establece una biyeccién entre S*(n,t) y S*(n, 2" —t).
De acuerdo con la definicién ¢(z) € S(n,2" —t). Probemos que Cp(z) = ¢(z). Para ello
es suficiente demostrar que A(Cy(z)) C A(p(z)) pués entonces Cp(z) < ¢(z). Sea a €
A(Cy(z)), si a = myg, por (1) sabemos que a = my € A(p(z)). Supongamos ahora que (2)
a =m, € A(Cyp(z)) donde r € D(n) \ {0}. Si (3) a = m, ¢ A(p(z)) entonces m, € A
y r € X1(z), luego m, € A(z) = A(Cz), por lo tanto m, < \/{Cm, : p € X;(z)}, luego
como my, es un dtomo de F'B(n) resulta que (3) m, < Cm, para algin p € X;(z) luego
Cmy, £ Co(z) y por lo tanto m, £ Cp(z), lo que contradice (2).

Es claro que ¢ es suryectiva. Sean z,y € S*(n,t) luego z = \/{m, : p € Xi(z) C D(n)},
y = \V{my: ¢ € Xi(y) C D(n)} donde N[X:(z)] =t = N[X;(y)] = t. Supongamos que
z # y, por lo tanto X;(z) # Xi(y) y en consecuencia Xs(z) = {0} U (D(n) \ Xi(z)) #
{0} U (D(n) \ X1(y)) = Xa(y), luego p(z) # ¢(y). u

Observemos que este es el mismo resultado que el indicado en el Lema 3.2, pero demostra-
do de un modo diferente.

on—11

Corolario 5.1 N[FD(n)] = 2.( tgo N[S*(n, t)]) + N[S*(n, 2" 1)].
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6 Reticulados distributivos libres IV

Dado un reticulado distributivo acotado, no trivial, R sean
P=RxRy A(P)={(z,z):z € R}.

Es claro que A(P) es un subreticulado del reticulado R x R que contiene al primer (0, 0)
y udltimo (1,1) elemento de R x R y que ademds A(P) es isomorfo a R. Sea §; el
(0, 1)-subreticulado de R x R generado por el conjunto A(P) U {(1,0)}, que notaremos
S1(P) = SR(A(P), (1,0)). Es bien conocido que:

S1(P) = SR(A(P),(1,0)) = {d1 A (d2 V (1,0)) : dy,d2 € A(P)}.
Como d, = (z,z), d2 = (y,y), donde z,y € R entonces d; A (dy V (1,0)) =
(z,z) A ((y,y) V (1,0)) = (z,z A y), por lo tanto
51(P) = SR(A(P),(1,0)) = {(z,y) € P:z > y}.
Anslogamente si consideramos Sp(P) = SR(A(P), (0,1)) entonces:
So(P) = SR(A(P),(0,1)) = {(z,y) € P: z < y}.

Es claro que S1(P) N S2(P) = A(P) y que ademds (3 : S;(P) —» Sy(P) definida por
B((z,y)) = (y,z) establece un isomorfismo entre S;(P) y Sy(P).

Lema 6.1 Sea G = {g1,92,...,9n} un conjunto de generadores de R, esto es SR(G) = R,
y G ={(gi,9:) : 1 <i<n}.

a) El subconjunto G* = G' U {(1,0)} de R x R genera al (0,1)-reticulado Sy(P)de
R x R.

b) Si G es un conjunto de generadores libres de R, esto es R = FD(n), entonces G”
es un conjunto de n + 1 generadores libres de

S1(n) = SR(A(P(n)), (1,0)),
donde P(n) = FD(n) x FD(n).
Dem.

a) Por definicién G' C A(P), luego como A(P) C S;(P) y (1,0) € S;(P), tenemos
que G” C S;(P) y en consecuencia SR(G”) C S;(P). Como A(P) es un (0,1)-
subreticulado de P = R x Ry G' C A(P) entonces SR(G") C SR(A(P)), pero
como A(P) es un reticulado isomorfo a R y G genera a R entonces SR(G') =
A(P). De G' € G” resulta SR(G') C SR(G”) y por lo tanto SR(SR(G"),(1,0)) C
SR(SR(G”),(1,0)), pero como (1,0) € G” entonces SR(SR(G™), (1,0)) = SR(G").
Tenemos asf que S1(P) = SR(A(P),(1,0)) = SR(SR(G'),(1,0)) C SR(G").

b) Por a) sabemos que G” es un conjunto de generadores de S;(P(n)). Sea A un
reticulado distributivo acotado arbitrario y f” : G” — A. Si A es trivial es obvio
que f se extiende a un homomorfimo de S;(n) en A. Si A no es trivial entonces

{f”((giagi)) =z;€A 1<i<n

£((1,0) =ac A



38 L. F. Monteiro

Si consideramos la funcién f : FD(n) — A definida por f(g;) = z;, entonces f se
puede extender a un homomorfismo h : R — A. Vimos que (z,y) € 51 < z > vy.
Consideremos la funcién h” : §; — A definida por:

W ((2,9)) = h(z) A ((y) V a).
Es claro que h”((z,z)) = h(z) cualquiera que sea = € R, luego en particular
h”((9:9:)) = hlgs) = f(9:) = zi = £ ((9i,9:)). Ademds h”((1,0)) = k(1) A (R(0) V
a) =1A(0Va) =a= f(1,0)). Es ficil ver que h” es un homomorfismo de
reticulados.

|
Corolario 6.1 FD(n+ 1) = {(z,y) € FD(n) x FD(n) : z > y}.

Corolario 6.2 Si conocemos N|[z)], cualquiera que sea x € FD(n), entonces:

N[FD(n+1)]= > Nz)].

z€FD(n)

En forma aniloga se demuestra que:

Lema 6.2 G” = A(P(n))U{0,1} es un conjunto de n+ 1 generadores libres de Sa(n) =
SR(A(P(n)), (0,1)).

Luego:
Corolario 6.3 FD(n+ 1) = {(z,y) € FD(n) x FD(n) : x < y}.
Corolario 6.4 Si conocemos N|[(z]], cualquiera que sea x € FD(n), entonces:

N[FD(n+1)]= > N[l
z€FD(n)

Nuestro corolario 6.3 coincide con el Corolario 1.2 (1) de Berman y Kohler [4], y el
corolario 6.4 es andlogo a un resultado obtenido por A. Monteiro (ver §7), pero nuestras
demostraciones son diferentes.

Si Sy = S1(P) y Ty = SR(S1, (0,1)). Vamos a probar que 73 = R X R. En efecto:
Ty = SR(S1,(0,1)) CRX R
y dado (r1,72) € R X R, entonces(r; V 72, 72), (r1,0) € S1 y por lo tanto:
(r1,r9) = (r1 V1o,7m2) A ((r1,0) V (0,1)) € Ty.

Si Sp = S2(P) y Ta = SR(S», (1,0)) entonces también T, = R x R.

Por el Corolario 6.3 sabemos que:

FD(n+1) = {(z,y) € FD(n) x FD(n) : z < y},
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y hemos visto que el conjunto Z(B,,) es isomorfo a FD(n). Por lo tanto si
Q(n) = I(Bn) x I(B,)
entonces:
FD(n+1)={(S,T) € Q(n): S C T}.
Sabemos que () € Z(B,,) luego (§,T) € FD(n + 1) cualquiera que sea T' € Z(B,,), y como
{0} € Z(B,) entonces ({0},T) € F(n + 1) cualquiera que sea T € Z(B,,) \ {0}, luego
N[FD(n+1)] = N[FD(n)] + N[FD(n)]— 14 N = (2 x N[FD(n)]) =1+ N,

donde N es un nimero a determinar. Observemos que este resultado coincide con el que
indicamos en 4.5, pero con una demostracién diferente.
Como (8, S) € FD(n + 1) cualquiera que sea S € Z(B,,), y ya hemos contabilizado (8, #)

y ({0}, {0}) entonces
N[FD(n+1)] = (2x N[FD(n)]) = 14 N[FD(n)] - 2+ N' = 3 x (N[FD(n)] — 1) + N',

donde N’ es un niimero a determinar. Pero ademds (S,B,) € FD(n + 1) cualquiera
que sea S € Z(B,), luego como ya hemos contabilizado (¢, B,), ({0},B,) y (B,), B,)
tenemos que:

N[FD(n+1)] = 3x (N[FD(n)] - 1)+ (N[FD(n)} - 3)+ N” = 4x (N[FD(n)]—1)—2+N”

donde N” es un nimero a determinar.

Observemos que si n = 1 entonces B;\ {1} = {0} ysin > 1 B;\{1} D {0}. Consideremos
n > 1. Sabemos que Z = B, \ {1} € Z(B,) y que S C Z cualquiera que sea S €
I(B.) \ {Bn}, luego (S, Z) € FD(n + 1) cualquiera que sea S € Z(B,,) \ {B,}, y como
ya hemos contabilizado (Z, Z), ({0}, 2) y (§, Z) tenemos que: para n > 1 :

N[FD(n+1)] = 4 x (N[FD(r)] — 1) — 2+ N[FD(n) — 1)] — 3+ N* =

5 x (N[FD(n)] — 1) — 5+ N*

donde N* es un nimero a determinar.
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7 Reticulados distributivos libres V

Vamos a reproducir, con sélo algunas pequenas modificaciones, los conceptos y resultados
indicados por A. Monteiro, en su curso de 1962 (ver [22]).

Sea R un reticulado distributivo acotado, 0 y 1 el primer y iltimo elemento de R. Diremos
que un subconjunto S de R, es un subreticulado de Rsi: 1) 0,1 € Sy 2)Siz,y€ S
entonces zAy,zVy € S. Si G C R representamos con SRg(G) 6 SR(G) el subreticulado
de R generado por G. Si R = SR(G) diremos que G es un conjunto de generadores de R.
Es claro que SR(0) = {0,1}. Sea G un subconjunto no vacio de R e

i(G) = {/\ f: FCQG, F finito, no vacio},
feF

s(G) = {\/ f: FCG, F finito, no vacio}.
feF

Es bien conocido que SR(G) = s(i(G)) U {0,1} = i(s(@)) U {0, 1}.

Definicién 7.1 Un subconjunto G de un reticulado distributivo acotado L se dice un
conjunto de generadores libres de L si:

L1) SR(G) = L, (esto es G es un conjunto de generadores de L.)

L2) Dada una funcion f de G en un reticulado distributivo acotado arbitrario A, existe
un homomorfismo hy : L — A que extiende a f, esto es f(g9) = hs(g), Vg € G.

En este caso se suele decir que L es un reticulado distributivo acotado libre o que L es un
reticulado distributivo acotado con un conjunto G de generadores libres.

Teorema 7.1 (de Birkhoff) Para toda “dlgebra” definida por igualdades, siempre existe
el “dlgebra” libre con un conjunto de generadores de cardinal prefijado.

Lema 7.1 Sean A, A’ reticulados distributivos acotados, h : A — A’ un homomorfismo
de Aen A'. Si G C A es tal que SR(G) = A entonces SR(h(G)) = h(A). (esto es si G
genera A entonces h(G) genera el reticulado distributivo acotado h(A).)

Dem. Sea A| = SR(h(G)), luego Aj es un subreticulado de A’ y en consecuencia
A; = h™1(A}) es un subreticulado de A. Ademés (1) G C A;. En efecto si g € G entonces
h(g) € h(G) C A} y por lo tanto g € h™*(A}]) = A;. De (1) resulta que A = SR(G) C A
esto es A; = A, y en consecuencia como h es una funcién de A sobre h(A):

h(A) = h(Ay) = h(h™'(4})) = A} = SR(h(G)).
_

Lema 7.2 Si L es un reticulado distributivo acotado con un conjunto de gemeradores
libres G y A un reticulado distributivo acotado con un conjunto G' de generadores tal que
card(G) = card(G") entonces A es una imagen homomdrfica de L.
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Dem. Como card(G) = card(G’) existe una biyeccién f : G — G'. Luego como L
es un reticulado distributivo acotado libre la funcién f se extiende a un homomorfismo
hy: L — Aluego (1) hy(g) = f(g), Vg € G. Entonces por el lema 7.1 SR(hs(G)) = hs(L),
pero por (1) hg(G) = f(G) = G, luego SR(G') = hy(L) y como SR(G') = A tenemos
finalmente que hf(L) = A. [

Observacién 7.1 Este lema significa que L es el “mayor” reticulado distributivo acotado
entre los que contienen un conjunto de generadores de cardinal iqual al cardinal de G.

Ejemplo 7.1  a) Consideremos el reticulado distributivo acotado R; cuyo diagrama se
indica a continuacion:

1
g

0

Sea G = {g}, luego SR(G) = s(i(G)) U{0,1} = {g} U {0,1} = R;y. Por lo tanto G
es un conjunto de generadores de R;. Sea f : Ry — A, donde A es un reticulado
distributivo acotado, luego f(g) = a € A. Definiendo hs(g) = a, hy(1) = 1 y
hs(0) = 0, se comprueba que hy es un homomorfismo de Ry en A que extiende a f.
Luego R, es un reticulado distributivo libre.

b) Consideremos el reticulado distributivo acotado A cuyo diagrama se indica a con-
tinuacion

a \ b
0
Sea G = {a,b}, entonces SR(G) = A. Por lo tanto G es un conjunto de gene-
radores de A. Veamos que G no es un conjunto de generadores libres. Para ello
consideremos la aplicacion f : A — 2 = {0,1}, donde 01, definida del siguiente
modo: f(a) = f(b) = 0. Supongamos que h; es un homomorfismo que extiende a f,
entonces 1 = hg(aV b) = hg(a) V he(b) = 0, absurdo. Por lo tanto no existe ningun

homomorfismo de A en 2 que extienda a f. En consecuencia G no es un conjunto
de generadores libres.

¢) Sea R, el reticulado distributivo acotado cuyo diagrama es:
1

b

g1 g2
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Consideremos ahora el conjunto G = {g1, g2}, entonces s(i(G)) = {a,q1,92,b} ¥y
por lo tanto SR(G) = Ry. Sea f : G — A donde A es un reticulado distributivo
acotado arbitrario, f(g1) = a1 € A, f(g2) = a2 € A. Pongamos por definicidn:
hi(g91) = a1, he(g2) = ag, hy(a) = ay Aag, hs(b) = a; V ag, he(1) =1, hg(0) = 0.
Se verifica sin dificultad que hy es un homomorfismo de Ry en A que extiende a
f. Luego Ry es un reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores
libres que tiene dos elementos.

Teorema 7.2 Sea G un conjunto de generadores de un reticulado distributivo acotado B
y f: G — A una funcion de G en un reticulado distributivo acotado arbitrario A. Si
existe un homomorfismo de B — A que extiende a f, el es dnico.

Dem. Sean h', h” homomorfismos de B en A que extienden a f, esto es:

(1) #(9)=f(g9) VgeG; (2) K'(g) = f(g) Vg €QG.

Consideremos el conjunto X = {z € B : h'(z) = h"(z)} C B, entonces (1) G C X. En
efecto si g € G entonces h'(g) = f(g) = h"(g) y por lo tanto g € X.

Sean z,y € X entonces h'(zAy) = h'(z)AR (y) = K" (2) AR (y) = h"(zAy) luego zAy € X.
Anslogamente se prueba que z Vy € X. Como h'(1) = h"(1) y #'(0) = h"(0), entonces
0,1 € X. Luego (2) X es subreticulado de B. De (1) y (2) resulta B = SR(G) C X y
por lo tanto B = X esto es h'(z) = h"(z), Yz € B. [

Teorema 7.3 Si Ly es un reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores
libres G, Ly un reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores libres G
y st existe una biyeccion f : Gy — Ga, entonces Ly = Ls.

Dem. Como L; eslibrey f: Gy — Lo, esta funcién se puede extender a un homomor-
fismo hy : Ly — Lo.

Como f es una biyeccién, entonces tambien f~! : G, — G es un biyeccién.

Entonces como Ly es libre y f : G5 — Ly, esta funcién se puede extender a un homo-
morfismo hs-1 : Ly — Ls.

Consideremos el homomorfismo h = hg-1 0 hy : Ly — Ly, y sea:

X={.’L'€L1h(.’13)=$}g[/1

a) Gl (_: X.
Sea g € Gy luego h(g) = hs-1(hs(g)) = hs-1(f(g)) y como f(g) € G2 tenemos
finalmente h(g) = f~*(f(g)) = g, luego g € X.

b) X es un subreticulado de Lj.
su demostracién es obvia.

De a) y b) resulta que L; = SR(G;) C X y por lo tanto L; = X, y en consecuencia:
c) h(z) =z, Vz e L.

d) hy es inyectiva.
Si hy(z) = hy(y) entonces hy-1(hs(z)) = hs-1(hs(y)) esto es h(z) = h(y) de donde
resulta por c) que z = y.
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e) hy es suryectiva.

Como SR(G1) = L1y hy : Ly = Ly es un homomorfismo entonces por el lema 7.1:
hs(L1) = SR(hy(Gh)) = SR(f(Gh)) = SR(G2) = Lo.

Esto nos prueba que el reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores
libres G, es 1inico a menos de isomorfismos.

Dado un ntimero cardinal ¢ vamos a indicar una construccién, debida a A. Monteiro, del
reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores libres de cardinal c.
Dado el reticulado distributivo 2, sea J un conjunto de cardinal ¢, y E el conjunto de
todas las funciones de I en 2. Si z € E entonces para cada elemento ¢ € I, z(i) = ; € 2.
Notaremos z = (z;);e; 0 © = (x;). E es un reticulado distributivo acotado, donde el orden
estd definido por: Si f,g € F entonces f < g <= f(i) < g(i), Vi € I. El primer
elemento de E es la funcién definida por 0(¢) =0 € 2, Vi € I y el dltimo elemento es la
funcién definida por 1(:1) =1€ 2, Viel.

Sea £ = P(E) la familia de todos los subconjuntos de F, sabemos que € es un reticulado
distributivo acotado, con primer elemento @) y tltimo elemento E.
SitelseaG,={z€E:z;=1},porlotanto G; C E, Vic IestoesG;c &, Viecl.
Observemos que el elemento 1 € E pertenece a todos los conjuntos G;. Luego G; #
@, Vi€ I. Ademss el elemento O claramente no pertenece a ninglin G, cualquiera que
sea i € 1.

Tenemos asi un subconjunto G = {G; };cs del reticulado distributivo acotado £ que verifica,
pot G = ¢, lo que equivale a decir que pot G = pot I. En efecto si ponemos por definicién
a(i) = G;, entonces a es una funcién de I sobre G. Ademés « es inyectiva, ya que si
i, € I, i # j, entonce el elemento x € E definido por z(j) = 0 y (k) = 1 para todo
k # j verificaz ¢ G; y z € G;.

Sea L = SRg(G), esto es L es el subreticulado acotado generado en € por G. Vamos a
demostrar que G es un conjunto de generadores libres de £. Para ello debemos demostrar
que dada un reticulado distributivo acotado arbitrario A y una funcién f : G — A, f se
puede extender a un homomorfismo hy : £ — A.

PRIMER CASO) A tiene un sélo elemento. A = {0}, entonces si f : G — A, tendremos
que f(G;) =0, V G; € Gy por lo tanto la funcién hs(z) = 0, V 2 € L es un homomorfismo
que extiende a f.

SEGUNDO CASO) A tiene mas de un elemento. Sea T el conjunto de todos los filtros
primos de A, entonces sabemos que A es isomorfo a un subreticulado acotado A del
reticulado distributivo acotado P(T") de todos los subconjuntos de T'.

Si f es una funcién de G en A entonces f(G;) = H; donde H; € Aestoes H; CT.

Vamos a definir una funcién hy : P(E) — P(T') de forma tal que hs sea un homomorfismo
que extienda a f. Una tal funcién debe hacer corresponder a cada subconjunto X de E
un subconjunto de T, esto es

Si X C E entonces hy(X) CT.

Para cada H; C T consideremos la siguiente funcién ky, : T'— 2 = {0, 1}.

le2 sit € H;
kHi(t)Z{ teT

0e2  sit¢ H;
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y la funcién K : T'— E definida por:
K(t) = (kg (t))ier, teT.

Luego
hi(X) = K1(X), donde X C E

es una funcién de P(E) en P(T), que verifica h;(0) = 0, hy(E) = T, hy(X NY) =
he(X)Nhe(Y), hy(XUY) = hy(X) U hg(Y). Por lo tanto hy es un homomorfismo de
reticulados de P(E) en P(T'). Probemos hy es una extensién de f. Esto es que hy(G;) =
f(G;) = Hj, Vj €I, loque equivale a demostrar que K }(G;) = H;, Vje€ I

En efecto t € K71(G;) <= K(t) € G; < (ku,(t))ic1 € G; <= kpn,(t) =1 <=
t € Hj.

Veamos finalmente que el homomorfismo hy toma sus valores en A, esto es que hy(L) C A.
Sea L' = {X € P(E) : hy(X) € A}, entonces:

1)gcCr.
En efecto si G; € G, entonces hy(G;) = f(G;) = H; € A, luego G; € L' para todo
1€l

2) L' es un subreticulado acotado de P(E).
Como hs(@) = 0 € A, hy(E) =T € A, entonces §,F € A Si X,Y € L' en-
tonces he(X),hs(Y) € A, y como A es un subreticulado de P(T) tenemos que
he(X)Nhy(Y) € A, hy(X)Uh(Y) € A

De 1) y 2) se deduce que (3) £ = SR¢(G) C L'. Por lo tanto si Y € hy(L) esto es (4)
Y = hs(X) donde (5) X € L. De (5) y (3) resulta X € L'y por lo tanto Y = hy(X) € A.

El siguiente Lema fué demostrado por A. Monteiro para el caso de reticulados distributivos
libres. La demostracién que indicamos a continuacién, que es mas general y diferente,
estd inspirada en los resultados de este autor.

Lema 7.3 Sea R un reticulado distributivo acotado, no trivial, G C R tal que SR(G) =
R, y E(R) el conjunto de todos los filtros primos de R, entonces:

I) Si Pe &E(R), z€ P, z+#1, existe un subconjunto finito no vacio Gy de G tal que
GoCP y AN{g:9€Go} <z

II) Si P € E(R) tiene mas de un elemento entonces PN G # (.

III) Si Py, P, € E(R) son tales que PN G C P, NG entonces P, C P,.

IV) Si Pi, P, € E(R) son tales que PL NG = P, NG entonces Py = Ps.
Dem.

I) Como P es un filtro primo y (1) z € P entonces z # 0, luego como por hipdtesis
z # 1 tenemos que z € SR(G) = s(i(G)), luego:

(2) z=z;3 Va2 V... V2,
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donde (3) z; € i(G) para1 < j <n.
Como P es primo de (1) y (2) resulta que existe un j (1 < j < n) tal que (4) z; € P.
Por (3) tenemos que

(5) z;j=qgANgA...Agp

donde g; € G para 1 < s < h. Luego (6) Go = {g1,92,---,9r} C G, y Gy
es no vacio y como z; < g, cualquiera que sea r, 1 <7 < h, y P es un filtro, de
(4) resulta que g, € P cualquiera que sea 7, 1 < r < h, luego Gy C P. Por (2)
z; <z, 1 <1< n, en particular A{g: g€ Go} =z; < =z.

II) Como P tiene mas de un elemento, existe z € P tal que z # 1, luego por I)
PNG#0.

III) Si P, # P, existe z € P, tal que z ¢ P, luego = # 1 entonces por I) existe un
subconjunto no vacio Go de G tal que (1) Go C Py (2) 2o = A{g: g € Go} < z.
Por lo tanto de (1) y la hipétesis resulta (3) Gy C GNP, C GNP, C P,. Como P,
es un filtro de (3) y (2) resulta 2y € P, y en consecuencia z € P,, absurdo.

IV) Es una consecuencia inmediata de 3).
|

Corolario 7.1 Si G es un conjunto de generadores de un reticulado distributivo acotado,
no trivial, R y P un filtro primo de R que contiene mas de un elemento, entonces P
contiene por lo menos uno de los generadores de R.

Dem. Si P contiene mas de un elemento, existe z € P tal que z # 1, luego por el Lema
7.3, I) existe un subconjunto, no vacfo de G tal que Gy C P. Luego GNP # (). |

Sea L el reticulado distributivo acotado con un conjunto de generadores de cardinal c
y 1z el conjunto de todos los filtros primos de £. Entonces (IIz, C) es un conjunto
ordenado. Sea I un conjunto de cardinal ¢, y consideremos el conjunto P(I) de todos los
subconjuntos de I, luego (I, C) tambien es un conjunto ordenado. A. Monteiro en 1962,
demostré que Il e I son conjuntos ordenados isomorfos, y para ello indicé la siguiente
demostracién (ver [22]):

Dada, el 4lgebra de Boole 2, y un conjunto I de cardinal ¢ sea E el conjunto de todas las
funciones de I en 2. Consideremos la funcién 3 : E — 2% definida del siguiente modo:

Bp)={XeL: pe X}, donde p € E.
Probemos que:

1) B es inyectiva.
En efecto, sean p,qg € E tales que p # ¢, luego existe i € I tal que p; # qi, ¥y
como p;,q; € 2 entonces (1) p; =1y ¢ =06 (2) p;, =0y ¢ = 1. Si ocurre (1)
entonces p € G; y ¢ ¢ G;, esto es existe ¢ € I tal que G; € B(p) y G; ¢ B(q), luego
B(p) # B(q). Si ocurre (2) la demostracién es andloga.

2) B(p) es un filtro primo de L.
Para ello debemos probar que:

a) E € B(p).
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b) Si H,K € B(p) entonces H N K € B(p)

¢) Si HeB(p)y HC K, donde K C L, entonces K € (p)
d) 0 ¢ B(p).

e) Si H,K € (3(p) entonces HU K € (3(p)

Pero utilizando la definicién de 8 estas condiciones son equivalentes a:

a) pe E.
b) Sipe Hype€ K entoncespe HNK
c) SSHCKype Hentoncesp e K

d) p¢0.
e) Sipe HUK entoncespe Hépe K

las que son obviamente verificadas.

3) B(0) ={E}.

Como ((0) es un filtro del reticulado P(E) y E es el dltimo elemento del mismo
entonces E € 3(0), luego {E} C 3(0). Como $(0) es un filtro primo, en particular
es propio, luego el primer elemento del reticulado P(E) no pertenece a 3(0), esto
es 0 ¢ B(0). Sea (1) X € B(0), y supongamos que X # E. Como X # @y
X € £ =s(i(G)) U {0, E} entonces

X=X1UXU...UX;

donde X; € i(G) paral < j <t

Como X € B(0) y 5(0) es un filtro primo entonces existe j, 1 < j < ¢ tal que
X = X; Pero X; = Gp, N Gp, N ... Gy, donde Gy, € G paral <r <s. Por (1) y
la definicién de B tenemos que 0 € X, esto es ) € Gy, para 1 < r < s, absurdo.
Luego el dnico elemento que pertenece al conjunto 3(0) es E.

4) B(E) = .

Para ello debemos demostrar que dado un filtro primo P de L existe un elemento
p € E tal que B(p) = P.

4a) Primer Caso: P = {E}. En 3) acabamos de probar que 3(0) = {E}.

4b) Segundo Caso: P tiene mas de un elemento. Entonces por el Corolario 7.1 P
contiene alguno de los generadores. Consideremos el elemento p = (p;) € E
definido del siguiente modo:

o 1 8t GiEP,

Porlotanto G; € P <= p; =1 < p € G; < G; € (p), lo que significa
que los filtros primos de £, P y S(p) contienen los mismos generadores, esto es
PNgG=p(p)NG, luego por el Lema 7.3, IV) P = 3(p).

5) [ es un isomorfismo de orden.
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5a)

Sip,q € Eyp< qentonces B(p) C B(g).

Si p = 0 entonces B(0) = {E} € B(g),y como E € B(q) tenemos 3(0) C B(q).
Si p # 0 entonces B(p) # {E}, luego existe X € B(p), X # E, luego por el
Lema 7.3, I) existe un subconjunto Go C G tal que Gy C B(p) y por lo tanto
GNBp) #0. SeaY € GNPB(p), luegoY € L, p €Y, Y = G; para algin
i € I. Por hipétesis (p;) = p < ¢ = (¢;), por lo tanto p(i) = p; < ¢ = q(i)
cualquiera que sea i € I, luego como p € G, entonces 1 = p(i) < ¢(i) y por lo
tanto ¢(i) = 1, esto es ¢ € Y, luego como Y € G entonces ¢ € B(q) y como
Y € L tenemos finalmente que Y € G N B(qg). Acabamos asi de probar que
G N B(p) € G NP(g), luego por el Lema 7.3, II) B(p) C B(q).

Si p,q € E son tales que 8(p) C B(q) entonces p < gq.

Sip £ g entonces existe ¢ € I tal que p(z) £ ¢(¢) y como p(i), q(i) € 2 entonces
p(i) =1y q(i) =0,estoes p € G; y ¢ ¢ Gi, luego G; € B(p) y G; ¢ B(q),
absurdo.

Acabamos asf de probar que 3 es un isomorfismo de orden de E en P(I).

Corolario 7.2 El conjunto I1,, de los elementos primos del reticulado distributivo acotado
Ly, con un nimero finito n de generadores libres es isomorfo al conjunto de todos los
subconjunto de un conjunto con n elementos, que es como sabemos un dlgebra de Boole
con n dtomos.

Sea X un conjunto ordenado, notamos con 2% el conjunto de todas las funciones isGtonas
de X en 2,y con X* el dual de X. Como dijeramos en el §4 (Lema 4.1) es bien conocido
que RB(X) y (2%)* son reticulados distributivos isomorfos, luego si X = B, tenemos

que:

L, = RB(B,) = (2P)*

pero por una propiedad de conjuntos ordenados:

(2Bn)* oY (2>|<)B;‘1

y como 2* = 2 y B} = B,, entonces:

L, = 2B,

esto es el reticulado distributivo acotado con n generadores libres es isomorfo al reticulado
de todas las funciones is6tonas de un algebra de Boole con n 4tomos en 2.

Utilizando este resultado y propiedades de la potencia cardinal de conjuntos ordenados,
podemos escribir:

Lpyg & 2B+ & 2(BaxB1) _ 9(Bnx2) o (23")2 =~ L2,

esto es el reticulado distributivo acotado £,1 con n+ 1 generadores libres es isomorfo al
reticulado de todas las funciones isétonas de 2 en L,,.
Dado z € £,, sea F, = {f € L2 : f(z) = 1}, entonces es claro que £2 = |J F, y que si

€Ly

z,y € L, son tales que = # y entonces F, N F, = (), luego

NlLa] = N2 = 37 NIE],

meﬁn
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Size L,sea (z] ={y € L,:y <z} A loselementos de (z] daremos el nombre de
divisores de z.

Si f € F, como f es isétona entonces f(0) < f(1) = z. Pongamos por definicién ¢(f) =
f(0), como f(0) € (z] entonces ¢ : F, = (z]. Siy € (z] esto es y < z, entonces la funcién
f:2~ L, definida por f(0) =y, f(1) ==z es isétonay ¢(f) = f(0) =y. Si fi,fo € I}
son tales que fi # fa, como fi(1) = z = fo(1) entonces fi(0) # f2(0). Acabamos asi de
probar que ¢ establece una biyeccién entre Fy y (], luego:

NLois] = 3 Ni(el).

€L

Observemos que para calcular N[L,,;] mediante este método es necesario conocer el
diagrama de Hasse de £,,. En forma anédloga se demuestra que:

NlLwn] = 3 Niz))
z€Ln
Como Ly = 2 entonces N[(1]] = 2 y N[(0]] = 1, luego N[L,] = 3. Del diagrama de
Hasse de £; indicado anteriormente se deduce que N[(1]] = 3, N[(g]] = 2 y N[(0]] = 1,
luego N[Ls] = 6. Del diagrama de Hasse de £, indicado anteriormente se deduce que
N[(1]] = 6, N{(g1V g]] = 5, N[(g]] = 3, N[(gu]] =3, N[(91 A )] = 2y N[(0]] = 1,
luego N[L3] = 20. Andlogamente del diagrama de L3 que fuera indicado anteriormente se
concluye que N|[L,] = 168.

Es bien conocido que en todo reticulado distributivo acotado finito, no trivial, R cualquier
elemento z € R, z # 0 admite una dnica representacién como supremo de elementos
primos, esto es

zZ=pVpaV...Vpg

donde los p; son elementos primos de R y son incomparables dos a dos. Luego si z € L,
x # 0 entonces z es supremo de un cierto nimero de elementos de II,. Por otro lado
dados k elementos p;, pa, . . . , Pk, incomparables dos a dos, del algebra de Boole 11,, entonces
p1Vpa V...V py es la representacién de un elemento de £,,. Por lo tanto si exceptuamos
el elemento 0 € L,, existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de £,
diferentes de 0 y los conjuntos de k elementos de 1I,,, incomparables dos a dos.
Sea I (n) la familia de todos los conjuntos de k elementos de II,, incomparables dos a dos,
y N[I;(n)] su niimero. La familia de los subconjuntos de II,, tiene 2*" elementos, algunos
de ellos estan formados por elementos incomparables dos a dos y otros no. Luego

gn

N[Ly) = N{Ia(n)).

h=0
Observemos que Iy(n) = {0}, N[[1(n)] = 2", N[Iz=(n)] = 0.
Consideremos el conjunto C; = {(z,y) € I, x II, : y < z}. Si z = 0 el Unico elemento
(0,y) que pertenece a C, es (0,0) y si a es un 4tomo de I1,,, los tinicos pares que pertenecen
a C; son (a,a) y (a,0). En general si z es supremo de k dtomos de II, existen 2* pares
(z,y) que pertenecen a C; y como existen (Z) elementos de II,, que son supremo de &
adtomos tenemos (Z).Z’“ pares que verifican la condicién indicada, tenemos que:

N[Cy] = zn: (Z) ok,

k=0
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Anélogamente si Cy = {(z,y) € II, x I, : £ < y}, tambien

N[C,] = i (:) ok,

k=0

Pero (z,z) € C; N C; cualquiera que sea z € I, y (z,y) € C1 <= (y,z) € Cy, luego:

@y - (2L (2 -2 .
N{I(n)] = ( 0 >=22"—1+2""1—Z(Z)2'°.

k=0

Por lo tanto N([I(1)] = 1, N[I;(1)] = 2' y N[I(1)] = 0, luego N[L;] = 3. Cuando n = 2
tenemos N[Iy(2)] = 1, N[I(2)] = 2> = 4, N[I,(2)] = 1, y N[I,(2)] = 0, para k = 3,4,
luego N[Ly] = 6. Cuando n = 3 tenemos N[Iy(3)] = 1, N[L,(3)] = 23 = 8, N[I»(3)] =9,
N[I3(3)] =2,y N{[Ix(3)] =0, para 4 < k < 8, luego N[L3] = 20.

7.1 Propiedades de los reticulados distributivos libres

Vamos a indicar en primer lugar algunos resultados que obtuvimos y que generalizan los
obtenidos por A. Monteiro.

Sea R un reticulado distributivo acotado y S un (0, 1)-subreticulado de R. Dado f € R
consideremos el conjunto S’ = SAf = {sAf : s € S}. Es fécil ver que (S, A, V, 0, f) es un
reticulado distributivo acotado con primer elemento 0 y tltimo elemento f. Dado s € S
consideremos la siguiente funcién: a(s) = sA f, s € S. Claramente @ : S — S’ es un
homomorfismo suryectivo, que no es necesariamente inyectivo. Por ejemplo consideremos
el reticulado distributivo R cuyo diagrama se indica:

s

entonces S = {0,a,1} es un (0, 1)-subreticulado de Ry S’ = SAb = {0, b} no es isomorfo
as.

Sea G = {91,92,..-,9n} un conjunto de generadores de R, esto es SR(G) = R,
= {gl,gz, .o ,g'n,—l}, R = SR(G/), R’ = R’/\gn Yy G" = {g”i = g,-/\gn 01 S ') S 'I’L*l}

Luego G” C R” y en consecuencia el subreticulado acotado de R” generado por G”, que

notaremos SRp»(G”), verifica SRr»(G”) C R”.

Si X es un subconjunto no vacio de R, recordemos que con i(X) notamos el conjunto de

todos los elementos que se obtienen haciendo infimos de partes finitas, no vacias de X y

con s(X') notamos el conjunto de todos los elementos que se obtienen haciendo supremos

de partes finitas, no vacias de X.

Es bien conocido que R' = SR(G') = s(i(G")) U {0,1}. Probemos que R’ C SRp(G").

Seat € R, luegot =1'Ag, donde v € R'. Sir’' € {0,1} entonces t = 0 6 ¢t = g, que

es el tltimo elemento de R”, luego en ambos casos t € SRz»(G”). Si ' = \/ z; donde
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g . . .
z; €i(G), 1 <j<s, entoncesz; = Ayley,€Y CG, 1<k < n; Comoy, € G,
k=1

para todo j, k entonces yi A gn € @ C SRr(G"), para todo j, k luego
n; n;
2iAgn=(N\vl)Agn= \WLAg) € SRr(G”), 1<j<s
k=1 k=1
y por lo tanto

8

t=r"ANg,= (\/ Z;) N\ gn = \/(:1cJ A gn) € SR (G”).
j=1

j=1

Vamos a demostrar que si G es un conjunto de generadores libres de R entonces
G’ ={9";i=¢giNgn:1<i<n—1} es un conjunto de generadores libres de R”.

Sea A un reticulado distributivo acotadoy f” : G” — A, f’(¢";)) =a; € A, 1 <i<n—1
Consideremos la funcién f : G — A definida por f(g;) = f7(¢;) =a;paral <i<n—-1
y f(g,) =1 € A. Como G es un conjunto de generadores libres de R, f se extiende
en forma tnica a un homomorfismo h : R — A. Sea h” la restriccién de h a R”, luego
h’(0) = h(0) = 0, h”(gn) = h(gn) = 1. Si z,y € R” entonces z Ay € R’ y por lo
tanto h”(z Ay) = h(z Ay) = h(z) A h(y) = h”(z) A h’(y). Andlogamente se demuestra
que h”(z Vy) = h’(z) V h’(y). Luego h” es un homomorfismo de R” en A. Ademass
W (g7:) = Mg":) = h(gi A gn) = h(g:) Ah(gn) = f(g) N1 = f(gi) = as = ["(g:), 1 <
i < n— 1. Luego h” es un homomorfismo que extiende a f”. Observemos ademés que G”
tiene n — 1 elementos. En efecto si (1) ¢; A gn = gj Agn, donde i # j, 1 <4, <n-—1
entonces definiendo la funcién f de G en un reticulado distributivo acotado arbitrario A,
por f(g:) =1, f(g;) =0, f(g:) =ar € A,paral <r<n-—1,r#i, r#jy f(g) =1,
f se extiende a un homomorfismo h : R — A, luego de (1) resulta que:

1 = h(g:) A h(gn) = h{(gi A gn) = h(g; A g2) = h(g;) A h(gn) = 0,

absurdo.

Acabamos asi de probar que si R = FD(n), R = SR({91,92,---,9n-1}) Y R" = R A gn
entonces R” es un reticulado distributivo acotado con un conjunto de n — 1 generadores
libres, esto es R’ & FD(n — 1). Claramente R’ = FD(n —1).

Observemos que si S es un (0,1)-subreticulado de un reticulado distributivo acotado y
f € R entonces S’ = S A f C (f], pero en general no podemos afirmar que S A f = (f].
En efecto consideremos el reticulado R indicado a continuacién:

1
f [
c d e
a b
0

Entonces S = {0,c,e,1} es un (0, 1)-subreticulado de Ry SA f = {f,¢,b,0} # (f] =
{f,d,b,c,a,0}.
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Lema 7.4 Si G = {g1,92,.--,9.} es un conjunto de generadores del reticulado distribu-
tivo acotado R, R' = SRgr({91,92,..-,9n-1}) ¥y R” = R' A g, entonces R* = (g,], y si
z ¢ R entonces z=uV (vAgn), conu € R’ yv € R. (L. Monteiro)

Dem.  Ya sabemos que: R’ = R' A g, C (gn]. Sea z € (gn], luego (1) z = z A g.
Si z € R’ entonces por (1) 2 € R”. Si z ¢ R’ = SR(G') entonces z # 0,1 y como

s ny
z € R = SR(G) entonces z = \/ z; donde z; € i(G), 1 < j<syz;= Ayle
j=1 k=1
Y €Y CG, 1<k < n. Siz; € i(G') para todo j, 1 < j < s entonces z € R/,
absurdo. Luego existe j, 1 <j<stalquez; =g, Ag; Ngi A... 95, ¥ 9 €EG' C R,

)

JP={"€eJ:zp =g, A ...}_y J ={j 45 € J\J}. Por lo indicado prece-
dentemente J” # (. Ademés (2) z;» € R” para todo j° € J” y x; € R' para todo

k
para 1 < h < k y por lo tanto A g;, € R/, luego z; € R”. Sean J = {1,2,...,s}
h=1

j' € J', luego (3) zj» A gn € R” para todo j' € J'. Entonces z =z A g = (V ;) Agn =

(V oV V) hgn= V (@ AoV V (@508 = (V 2V Y (@5 Agn)

ey er jled e e’
Luego por (2) y (3) resulta que z € R”.
Observemos que z = (V zp) V (V (zy) Agn) y como u = \ zp € R y
er j'ed’ Fer
v= \ z; € R tenemos que z=uV (VA g,),conu€ R” yv e R'. ]
e’

Sia,b€ R=FD(n)y a < b notaremos:
[a,b) ={ce€ R:a < c<b},

y sia,b € R' = R Ag,, donde R = SR({91,92,---,9n-1}), R® = R Agnya <b
notaremos

@bl ={c € R’ :a < c < b}.
Dado f € R, como f A gn,gn € R’y f A gn < gn, entonces [f A gn,gn]lrr € R”. Ademss
[f, fV gs) € R. Ambos subconjuntos de R son reticulados distributivos acotados, con
primer elemento fAgy, y f respectivamente y dltimo elemento g, y fV g respectivamente.

Lema 7.5 Dado f € R/, la funcién ¢; : [f A gn,gnlr — [f,f V gn] definida por
ps(x) = fVz, para todo £ € [f A gn,gn]r» establece un isomorfismo entre estos dos
reticulados. (A. Monteiro)

Dem. Seaz € [f Agn,gn]r estoesz € R’y f A g, < z < g, entonces
f=IV{ng)SfVvz=pi(z) < fVgn

ei(fAgn) = FV(fAG) = f, 0i(gn) = fV gn Si 2,y € [f A gnyulr entonces
er(zVy)=fV(zVy) =(fVe)V(fVy) = ps(z)V@s(y). Andlogamente se demuestra
que s (zAy) = @s(x) Aps(y). Luego ¢; establece un homomorfismo entre los reticulados
distributivos acotados [f A gn, gnlr> ¥ [f5 f V gnl.

Sean z,y € [f A gn, gn]r» estoes (1) fAG <2< g,y (2) fAgn <y < gn y Supongamos
que @s(z) = ps(y) estoes fVz = fVy, luego

(fFAG)V(EAG)=(fVE)AG=(fFVY)AGn=(FAgn)V (Y Agn),
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de donde resulta por (1) y (2) que z = y.

Veamos que g es suryectiva. Dado y € [f, f V gn] esto es (3) f <y < fV g, entonces (3)
fAG <2=yAgy<gn Como z € (g,] resulta por el Lema 7.4 que z € R”. Entonces
teniendo en cuenta (3):

ei(2) =fVz=fV(yAg)=(FVYANFVg)=yA(fVgn)=uy.
m

Lema 7.6 Siz,y € R' = SR({g1,92,---,9n-1}), T # y entonces [,V g]N[y, yVgn] = 0.
(A. Monteiro)

Dem. (Demostracién de L. Monteiro). Supongamos que existe t € [z, 2V gn] N[y, YV gn]
luego
t<t<zVg, e y<t<yVgn,

Juego cualquiera que sea f : G — {0,1} donde f(g,) = 0 se extiende a un homomorfismo
h: R = FD(n) — {0,1}. Luego h(z) < h(t) < h(z) V h(gn) = h(z) y en consecuencia
h(z) = h(t). Andlogamente h(y) = h(t). Supongamos que y € {0,1}, luego (1) y =16
(2) y = 0, luego como z # y entonces z =0 6 z = 1. En el caso (1) tenemos 0 = h(z) =
h(t) = h(y) = 1, absurdo.

Siy =0y f verifica f(G') = {1} entonces h(t) = h(y) = 0y h(t) = h(zx) = 1, absurdo.
Siy ¢ {0,1} por lo visto precedentemente z ¢ {0,1}, luego z,y € R'\{0,1}. Como z # y
entonces (3) = £ y 6 (4) y £ z. Supongamos que ocurre (3) entonces existe un filtro
primo P de Rtal quez € Pey ¢ P. Pero P = [p) con p € n(R), luego p =106 p es el
fnfimo de un ndmero finito de elementos de G.

Si p =1 entonces P = {1} y por lo tanto z = 1, absurdo.

Sip#1entonces p= A{g: g € A} donde A es un subconjunto no vacio de G. Sea
B = G\ Ay consideremos la funcién f : G — {0,1} definida del siguiente modo:
f(A) = {1}, f(B)=1{0}, f(gn)=0. Tal funcién se extiende a un tinico homomorfismo
h:R— {0,1}.

Como z € [p) = P esto es p < z entonces h(p) < h(z), pero h(p) = h(A{g: 9 € A}) =
A{R(g) : g € A} = 1, luego h(z) = 1 y en consecuencia (1) h(t) = h(z) = 1.

Como y # 0 entonces existe ¢ € II(R) tal que ¢ < y. Si ¢ € [p) entonces p < g < y luego
y € [p) = P absurdo. Ademds ¢ = A{g: g € C} donde C es un subconjunto no vacio
de G. Si para todo g € C se verificase que g ¢ B entonces g € A y por lo tanto p < g,
absurdo. Luego existe g, € B tal que g, < y y por lo tanto (2) h(y) = h(g,) = 0. Como
h(z) = h(t) = h(y) entonces (1) y (2) se contradicen. |

Sea R' = SR(G') = {r1,72,...,7%} entonces claramente

T

U[”'z',ri V gs) € FD(n) = R.

i=1

Dado z € FD(n), si z € R entonces z € [2,2V go). Si z ¢ R = SR(G') vimos
en el Lema 74 que z = uV (VA g,) donde v € R” y v € R luego como u < 2y
z=(uVv)A Vg, <uV g, tenemos que z € (2,2 V g, luego:

FD(n)=R= U['f'i,'ri V gn)

i=1
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donde [r;,7; V go) N 15,75 V gn] = 0 para i # j, 1 <4,5 <k, luego:

N[FD(n)] = Ek:N[{n, ri V gn]]-

i=1

Pero cada segmento [r;,7; V go], 1 < ¢ < k de FD(n) es isomorfo al segmento
[re A g Gulie, 1< i <k luego N [[riy eV gal| = N[lri A g, )], 1 < < k.

Ahora bien R” es isomorfo a R’ = FD(n — 1) via el isomorfismo a(r' A g,) = ', donde
' € R entonces al segmento [r' A gn, ga|r> le corresponde el segmento [r',1] = [r') de R
luego el conocimiento de los nimeros N{[r;)], 1 <4<k, donder; € R' = FD(n~— 1) nos
permitiria determinar N[FD(n)].

Este resultado de A. Monteiro, es andlogo a uno del mismo autor, indicado anteriormente,
pero con demostraciones diferentes.
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