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SOBRE LA REPRESENTACION POSICIONAL DE NUMEROS
Agnes Benedek

La Aritmética elemental contiene muchos pequefios resultados que iluminados desde una
optica de grafos y algoritmos resultan muy entretenidos y sencillos. Un ejemplo lo
constituyen los sistemas numéricos generalizados.

Un sistema numérico tiene dos ingredientes. Una base b y un conjunto finito
A= {O:ao,al,...,a,_l} de cifras, todos ellos nimeros complejos pertenecientes a algin
anillo numérico contenido en C como por ejemplo Z o Z(J), con d un entero algebraico.
Supondremos siempre que la base verifica la condicion |b|>1.

Llamaremos enferos del sistema {b,A} a los elementos del conjunto W:=

N
{w:Zc}.b" ¢ eA} incluido en el anillo al cual pertenecen las cifras y la base.

Jj=0

Usaremos para un entero la notacion w= (chN_v, ..,c(,) o bien, si la base se sobreentiende,

b

o0
w=c, ...c,. Ademas sea H:={x:2c_jb";ci EA}. H es el conjunto de los nameros
J=1

fraccionarios del sistema {b,A}. Usaremos la notacion x=(0.c_c_,...), o bien, si la base
se sobreentiende, x=0.c_c_,.... Finalmente llamamos mumeros representables en el

N
sistema {b,A} alos elementos del conjunto G:= {x = Zc ],bf ,C, € A} .

" Ejemplificaremos primero con nimeros enteros. Sea b eZ, t:=|b‘>1 y AC Z un sistema
completo de restos modulo b que contiene al cero, esto es,
Z:U{aj +bZ;a, eA} con (aj‘+bZ)ﬂ(a,. +bZ)=Q sii#j.
Entonces W Z y es natural preguntarse cuando vale la igualdad W=Z. Supongamos

que nos dan un zeZ y queremos hallar su desarrollo en el sistema {b,4}. Entonces su
término ¢, debe ser c,=a donde ae4 es tal que z=a(mod b). Luego, en primer lugar, los

elementos de W tienen representacion unica. Esto permite construir un grafo dirigido por
z—a

la siguiente funcion J:Z—Z, J(z):=(z-a)/b, que se puede indicar z——> . O sea,

dandole el "color" a a la flecha si a es el resto de z (mdd b) que esta en 4.
N

Si zeW entonces J "(z):chb"" y el camino que sale de z tiene sucesivamente los
j=h

colores c¢,,c,,...cy,0,0,... . O lo que es lo mismo, J¥(2)=0 a partir de un namero

natural N. Reciprocamente, si J"*'(z) = 0 para un niimero natural N entonces zeW.
Sea K = max{lal;a € A} . Es inmediato que

si |2|> —K—l =:L entonces |J(z)| < M <[4].

ol - o1



Ademas, si ‘z|£L, entonces |J(z)!£ L. Como en todo intervalo hay s6lo un namero

finito de enteros, resulta que el camino que sale de un entero z tiene que terminar en un
ciclo, formado por enteros de médulo no mayor que L.
Definicion. Denotamos con P al conjunto de enteros periddicos. Esto es

P:{neZ:Eh eN con J"(n):n}.

Proposicion 1 (Katai, [K]). Sea beZ, ‘b|>1 y Ac Z un sistema completo de restos
modulo b. Son equivalentes las afirmaciones siguientes:

1) Z=W
i) P={0}.
Ejemplos: 1) {2,{0,1}} P={0,-1}
2) {-2,{0,1}} P={0}
3) {3,{0,2,7}} P={0,~1}
4) {N,{-h,—h+1,.., —=h+N—-1}}, N un nimero entero mayor que 1. Si

max{ |#|,|N — h—1| }<N-1 entonces P={0}. (En este caso L<1 por lo que no hay
periddicos = 0.)
Son casos particulares de 4)
4’) {3,{-1,0,1}}, {4,{-1,0,1,2}.
No podemos escribir los enteros negativos en base 4 con las cifras {0,1,2,3}, pero basta
cambiar la cifra 3 por la cifra —1 para que todo entero sea representable. :

Proposicion 2, ([K]). beZ, A cZy H:={x = Zc_jb‘f;ci EA}. Entonces,

Jj=1
1) H es un conjunto compacto '
ii) todo yeR se puede representar en la forma y=n+x con neZ, xcH.
O sea siempre que beZ, [b|>1 y A Z es un sistema completo de restos modulo b, las

trasladadas en enteros del conjunto A cubren la recta: R= Un +H.
nez
-1 0 1 R TR e Sh L a
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Esto puede llamar la atencion cuando uno ve casos en los que el conjunto H tiene
muchas lagunas. El diagrama precedente representa al conjunto H correspondiente al
sistema {3,{—1,0,7}}. Si bien este conjunto es de segunda categoria de Baire, como
todos los H que entran en la proposicion 2, los intervalos abiertos que contiene tienen

longitud muy pequefia y no son faciles de detectar a simple vista, p. €j. (—51—4,51—4)C H.

También uno puede preguntarse si son "muchos" los nimeros que estan en mas de un
conjunto #+H Respecto a esta pregunta vale la siguiente proposicion, donde m(A)
representa la medida de Lebesgue del conjunto A y B:={c=¢, —¢,;c; € 4 }=4-A.



Proposicion 3. (Indlekofer, Katai, Racsko, [IKR]) Sea beZ, |b|>1, Ac Z un sistema
completo de restos modulo b. Entonces, m(n, +H\n,+H )=0 para todo par de
nimeros diferentes n,,n, €Z siy solo si )

(*) los enteros del sistema numérico {b, B} coinciden con Z.

Obsérvese que B=4-A4 y por lo tanto contiene en particular a AU-A4. Entonces es
inmediato que la condicion (*) se cumple en el caso {3,{—1,0,7}} del grafico pues en ese
caso Bo {O,l,—l} y con estas cifras en base 3 se escribe todo entero, (Ej. 4°). O sea que

las trasladadas en numeros enteros del conjunto H de la figura precedente no sdlo cubren

la recta sino que la cubren econdémicamente: s6lo se superponen en conjuntos de medida
cero.

(En general la condicion (*) es poco restrictiva ya que el conjunto B contiene lbl restos
(moédulo b) para cada entero z que no es multiplo de b: si uno construye un grafo con
vértices enteros correspondiente al sistema {4, B} de manera que de cada entero z no
divisible por & salgan |b| flechas hacia (z —c)/b donde ¢ recorre los restos mencionados,

hay mas posibilidades (que con {b, A}) que de z salga un camino que termine en 0,
(véase la Prop. 1).)

Analizando el caso =3 y A= {0, a,,a, } con a,=i (médulo 3), i=1, 2, se observa que
**) m.c.d.(a,,a,)=1
es una condicién necesaria para que se cumpla (*). En efecto, si m.c.d.(a,,a,)=d>1

entonces d divide a todo elemento de B y por lo tanto todos los enteros del sistema
. {3,B} son multiplos de d. Luego no vale (*). Se conjetura que (**) también es suficiente
y esto fue demostrado para los casos en que a, —a, €{1,4,7,10} y también verificado

para 1<a, <990, /=1,2, sin otra limitacién salvo por a,= i (méd 3).

La interseccion de H+7 con . Hemos dicho que H +n(1H +k tiene medida O para los

sistemas numéricos que cumplen (*) de la proposicion 3. Sin embargo esta interseccion
suele tener a menudo dimension de HausdorfY positiva.

Sea S=={n e Z\OHNH+n#Q)} ypara y €S, sea B,:= H+yH.ze B, siy solo si

(1) =y+y b /=3 Fb’ cong F e

j=1 j=1

La igualdad anterior implica por un lado que |y[ <2L=2K /(lbl —1) y por otro lado que
2 by +(g,-€)) €S.

Consideremos el grafo cuyos vértices forman §,:={neZ: |n| <2L} tal que de cada
vértice 77 €S, salgan todas las posibles flechas con “colores” § €B y que van de 77 a
bnto, si este entero resultare ser un vértice de S,. Si un vértice esta en S entonces es

claro por (1) y (2) que de él sale por lo menos una flecha que llega a un vértice de S
(quizas €l mismo) y por lo tanto sale de él un camino infinito que pasa solo por vértices
pertenecientes a S. Reciprocamente, si en este grafo de un vértice sale un camino infinito
entonces ese vértice esta en S y también lo estan todos los vértices que aparecen sobre
este camino infinito.



Borrando de S, los vértices de los cuales no sale ninguna flecha queda un conjunto S,,
borrando de S, los vértices de los que no salen flechas que terminan en S, queda un
conjunto S, etc. Como en este proceso S, ©§ para todo j, luego de un nimero finito
de pasos se tendra § =S y se habra encontrado S. G(S) sera el grafo de vértices S y

flechas desde y €S a by +(&, —€,) €S etiquetadas con 8=¢, —¢, (habra tantas con la
misma etiqueta como representaciones que dan lugar a ese & pero con ¢, distintos).

Sea b=3, 4={-1,0,4}. L=2, B={-5,-4,-1,0,1,4,5}. Con el proceso anterior se encuentra
que S={£1,+2}. Esto es que la "baldosa" H toca, siempre en el borde, a sus trasladadas
en 1, +2. El grafo G(S) tiene el siguiente aspecto en este caso. Veamos como se puede

(4 R ~ determinar la dimension del contorno de
= o+ i+ H. Nos limitaremos a la dimension box
. ‘ .+ de ese conjunto (que no necesariamente
SREERN 3 I [ coincide con la de Hausdorff aunque vale

que dimy >dim ).
De una n-upla (gl,...,g,,) € A" diremos
- que es continuable con respecto de B, si

tiene una continuacidon &, & tal

(-5)
n+l> “ne2o---

]

que z=» b’ eB,. Sea M(ny el
j=1

- numero de n-uplas continuables con
respecto de B, . Se puede ver que la

dimension box de B, existe y es

dim , (B, )=lim 28 0:7)
o ploglh)
Puede estimarse M(n,y) usando el grafo G(S) pues M(n,7) es el nimero de caminos de
longitud n que salen de . Por ejemplo, en el caso anterior =3, A={-1,0,4}, el grafo nos
muestra que vale la recurrencia (por la simetria del grafo vale siempre M(n,»)=M(n,—7)):
M(n, 1)=M(n-1,-2)+M(n-1,-1)+M(n-1,2) =M(n-1,1)+2.M(n-1,2),
M(n,2)=M(n-1,2)+M(n—1,1).

M(n1
Mas aun, si llamamos y* ::Lw( 1)

(n2) entonces el sistema anterior se
n’

3
2‘ '
A esta ecuacion de recurrencia se le aplica la teoria de Perron de matrices positivas,
obteniéndose que M(n,y ) = £" pues el autovalor & de mayor modulo de la matriz P es
positivo lo mismo que el autovector. Luego, como en este caso é’*——l+\/§ tenemos,

logé log(+/2 +1)
log3 - log3

P
y P=

escribe como y™ = Py = P"y®M por inspeccion del grafo se ve que y® =

dim , (B, )= =0.8023.



Sistemas numéricos complejos en anillos de enteros algebraicos.

Ejemplificaremos ahora con sistemas numeéricos en anillos de enteros algebraicos. Sea ©®
un entero algebraico solucién de la ecuacion f(z)=z" + p,z"" +...+ p,= 0 donde fz) es
un polinomio moénico, irreducible, de coeficientes enteros. Sea Z(®) el anillo generado
por 1,®, es decir, Z(@)):{yo +u @+ +u, 0" u, GZ}. Sea beZ(©), lb|>1. El
conjunto [, = {ba;a ez (@)} es un ideal en Z(®). (Es claro que st
b=0, u,+u®@+. . +u, ®'cl, si y solo si w, es un multiplo dep,). Sea
t=#{clases laterales de Z (@)/ 1 b}, (vale t< ). Eligiendo, para j=0,1,...,t-1, a, € Z(©)
de la j-ésima clase de restos en el cociente Z(®)/ I, de manera que a, € I, , definimos el
sistema completo de restos A= {ao,...,a,_l}. Con éste y precisando a,=0, formamos el
sistema numérico {b,A} con cifras 4. Los enteros de este sistema pertenecen a Z(®) y
nos podemos preguntar si todo elemento de Z(®) se representa como un entero del

n-1

sistema. Esto se formula ahora asi: dado a=)u ©’ €Z(®) arbitrario jexisten
j=0 ’

N
- j
elementos ¢, €4 tales que a =) ¢;b’?
j=0
En analogia a lo hecho antes en Z se ve que de existir esos ¢; ellos quedan determinados
univocamente: ¢, debe ser la cifra que estd en la misma clase lateral que a, etc.

- Definimos la funcion J en Z(®) por J(a):=(a—c)/ b donde ce4 es el elemento de 4 en la
misma clase que a. Si queremos repetir la proposicion 1 tropezamos con la dificultad
que ahora el grafo de la funcién J puede contener caminos infinitos que no terminan en
ciclos pues en Z(®) puede haber infinitos puntos en una esfera (aun en el caso en que b y
sus raices conjugadas tengan modulo mayor que 1). Un ejemplo de ello es
b=3-+2 eZ(0), ©®=+/2 . b satisface la ecuacién minimal x* —6x+7=0. A4:={0,1,2,...,6}
es un sistema completo de restos. En este caso Z(®)={m+n\/§ } es un conjunto denso
en R. :

Si © es no real, habra un niimero finito de puntos de Z(®) en toda esfera si, por ejemplo,
Z(O)c latice del plano complejo A={mu+nv.m,neZ}, u y v linealmente independientes
sobre R. En efecto, vale la siguiente

Proposicion 4. Sea B C, no real y tal que para todo j=0, f’esta en el latice A.
Entonces f§ es un entero cuadratico, (cf. [BPP]).

Veamos algunos casos de esta situacion.

Los enteros de Gauss. Sea b=A+BieZ(i).={m+ni, mneZ}, {b| >1. La ecuaciéon minimal

que satisface b es x* —2A4x+A> +B?=0 y un sistema completo de restos médulo b es
A,:={0,,...,4* + B> -1} (el subindice "¢" indica "candnico"). Z(i) es un latice por lo que
en cada bola s6lo hay un nimero finito de elementos y en consecuencia la proposicion 1
se extiende a este caso. Como Im(b’) es un mdltiplo de B para todo j, resulta que el



conjunto de los enteros del sistema {6, 4.} no coincide’ con Z(i) si |B|>1. Vale el
siguiente teorema.

Teorema 1 (Katai y Szabo, [KSz]}). Los enteros del sistema {b,Ac} coinciden con Z(i) si
y solo si Im(b)=11, Re(5)<0. :

Si los enteros de un sistema numérico coinciden con Z(i) entonces todo numero
complejo es representable, por lo tanto, C={z:cN...co.c_,c_z...:cjeA}= UH +w,

wely
(véase el teorema 3). Esto dice que las trasladadas en enteros del sistema del conjunto H

pavimentan el plano complejo. Entonces m(H)>0. Un argumento de empaque muestra
también que m(H +w, (1 H +w,)=0 para w, #w,. En el caso més simple el teorema 1

dice que con la base b=—1+i y cifras 4,={0,1}, todo entero de Gauss es representable.

La figura muestra parte del embaldosado
UH +w en el sistema {~1+,{0,1}}. Es facil

wel

ver que en los casos que b=2,1+i,1-i, no existen
cifras 4 adecuadas para las cuales los enteros de
{b,A} coinciden con Z(i). En efecto, en estos
casos b —1 tiene modulo 1; luego, si ce ACZ(i)
es una cifra no nula entonces y= c.m verifica
y=c+by, de donde sigue que J(y)=y, o sea que y
es un elemento periddico no nulo que no puede
representarse como entero en W.

Si Z(i)> b#2,1+i,1-i y | b|>1 entonces siempre
existe un sistema de cifras 4, cZ(i) para el cual

los enteros del sistema {b,4,} coinciden con
Z(i), (Steidl, [S]). Esto pasa, por ejemplo, para b=A4+i con el sistema de cifras simétrico
2 2
4= A2 A2 G,
' 2 2

Los enteros de Eisenstein. Consideremos el anillo Z(w)={m+nw;m,neZ} donde

w:exp(—}—l) es raiz cibica de la unidad. w verifica la ecuacién cuadratica

w? +w+1=0. También Z(w) es un latice y la proposicion 1 se extiende a este caso. Por
ejemplo, las cifras A4,={0,1,w,1+w} junto con la base

b =2w? forman un sistema numérico donde los enteros del
sistema  coinciden con  Z(w). Las  baldosas
H H+1 H+1+w H+w, son exhibidas en la figura adyacente.
En este caso 0 es un punto interior de H, (cf. prop. 5). En
la figura abajo a la derecha ilustramos los conjuntos
H H+1 H+1+w para b=2+w, y cifras A= {O,l,l+w}. En el
segundo caso 0 no es un punto interior de H 'y el conjunto




de enteros de ese sistema no coincide con Z(w). En efecto, b—1 es una unidad del anillo y
se repite un argumento ya usado para probar que y :1.(?)_——1)—*——w2 es un elemento
periddico y por lo tanto no representable. En ambos casos
C= U(H +1) pues valeel

leZ(w)
Teorema 2. Sea beZ(®), ® un entero cuadratico y A un
sistema completo de restos que contiene al 0. Entonces
C= | J(H +1), (cf prop. 2y T. 2, [K])

eZ(©)
Otro ejemplo de sistema numérico donde los enteros del
sistema coinciden con Z(w) es el de base —2 y cifras
A= {O,l,w,—l—w}. En este caso también C= U(H +1), 0

1eZ(w)

es un punto interior de . El conjunto H se ve abajo a la izquierda.
Propiedades geométricas del conjunto H. Con cualquier
eleccion de base y cifras el conjunto H es un conjunto compacto y
autosemejante; En efecto, de toda sucesion de niumeros de H se
puede elegir una subsucesion que va "estabilizando las cifras"
pues el conjunto de ellas es finito. Si la sucesion original
converge, el limite serd el elemento de H dado por las cifras
estabilizadas.

k
La autosemejanza sigue del hecho que H :U f:(H) donde
) i=1

A={al,...,ak} y fi(z2)=a,+2/b. Para cada i, H, :=fi(H)={x:O.a,.czc3...;cj eA} es
un conjunto semejante a H resultante de una contraccién de modulo 1/ |b| . Reunimos en
la siguiente proposicion algunos resultados generales validos para H.

Propesicion 5. Si m(H) es la medida de Lebesgue de H entonces

) m(E)< bk m(H)

i) Si m(H)>0 entonces 1< ‘b|-2k

iii) Si m(H)>0 entonces || =k si y sélo si m( f,(H)~ f;(H))=0para i j.

iv) St O es un punto interior de H entonces C= U(H +w). La reciproca también es

wely

cierta si solo hay un nimero finito de enteros en cada esfera.
Si recordamos que C= U(H +w) implica que m(H)>0, por ##) esto solo puede ocurrir si

welV

, . , ;. , s |2
‘b2| <k . Ademas por iii) ese cubrimiento sera econdmico sélo si \b |= k.



Comentarios finales. 1) En primer lugar demostraremos el
Teorema 2. Sea beZ(0®), ® un entero cuadratico no real y 4 un sistema completo de
restos que contiene al 0. Entonces C= U(H +1)..

1e2(©)

Demostracion. Observemos que vale, conJ, Ky L como antes, que si z € Z(®) entonces
K, K l | . h

|J(z) _I ‘ J"(2)| < ——7+—+ 1 -+L. Luego, si |zj<|b| L, resulta

|J"(z)|<2L. Sea n1:=#{an(®):‘a|<2L}. m<w pues Z(®) es un litice. En

consecuencia, J"*”(z)e P. Esto dice que todo zeZ(®) se escribe en base & como
F(chcN“l...co)b donde p es periddico (eventualmente 0) y ¢, €A4. Entonces

zb™ ¢ U(H +1) para todo M<N. Como N es arbitrariamente grande, resulta que
leZ(©)

{zb6™ zeZ(©)MeN}c | J(H +1). Pero C=cl{ zb™ ;zeZ(®),MeN}ccl( | J(H +1))
1eZ(9) 1ezZ(©®)

= U(H +1). cl(A) indica la clausura del conjunto A y la altima igualdad se debe a que H
1e2(©)

es compacto y Z(®) intersecta a toda esfera en un conjunto finito de puntos, QED.

2) Esta demostracion sirve para probar la proposicion 2 cambiando Z(®) por Z y C por
R.

3) La proposicion 4 admite el siguiente complemento.

- Proposicion 6. Sea @ un entero algebraico no real de grado @>2.

a) Existen en Z(0®) elementos tan proximos entre si como se desee.

b) Si C= U(H +1) entonces para algun par de elementos de Z(Q®), w,zw,,

1€Z(©)
H+w, nH+w, tiene medida positiva.

Demostracion. a) El conjunto B= {c +¢,0+. +c, 0 ’ ’<k}cZ(®) esta contenido

en una esfera de radio Ck. Supongamos que dos puntos arbitrarios de Z(®) estén a
distancia >2&>0. B contiene (2k—1)? puntos distintos y los circulos con centro en ellos y
radio £ son disjuntos. Ademas, ellos estan en el circulo con centro 0 y radio Ck+e. Luego
£*(2k—1)* < (Ck+¢)* . Esto lleva a un absurdo para k —> .

b) Por hipétesis C= U(H +1) por lo que los conjuntos H+w deben contener una esfera
1eZ(©)

de radio ¢>0 (T. de Baire). En consecuencia, si el par de elementos w,,w, dista menos
que ¢, m(H+w "H+w,) >0, QED.

4) Para recuperar teoremas de teselado que valen para el caso d=2 parece mas indicado
asignar a z=c, +¢,@+..+c, 0" eZ(®) el vector 7:=[c,c,..c,,1'€Z?. En esta

correspondencia Z(®)— Z¢, Z¢ hereda las operaciones de Z(®) y se convierte en un
anillo. Por ejemplo, la suma sera la operacion comin de suma entre vectores y la



multiplicacién por el vector ® =[0,1,0,...,0]", correspondiente a® , sera multiplicar por

00 .. .0 —-p,
1 0. . .0 —-p
la matriz M= o . |;esdecir, @07 = Oz=M;:.
00 .. .1 -p,,

, . ., . . _d d-1 -
Los nimeros p; € Z provienen de la ecuacién minimal g(@)=0° +p, ©“" +. + p,=0

que define a ®. (M se denomina la matriz acompafiante del polinomio g(x) y su
polinomio caracteristico es £g(x)). Multiplicar por ®’ correspondera a multiplicar por la

matriz M’ y multiplicar a z por un elemento beZ(®), b=b,+b@+. . +b, O,
' — d-1 —_— —~
correspondera a la multiplicacion por la matriz M :=Zb M7 bz=boZ =M.
Jj=0 ‘

Sea A={O,al,...,a,_1} un sistema completo de restos modulo b€Z(®). Entonces A=
{6,&'1,...,5t_1} es un sistema completo de restos de Z¢/MZ? (y reciprocamente). Se

definen como enteros del sistema numérico {E,Z }= {1\7[ ,Z } a los elementos del conjunto

N
W= {Z:ZM ’¢, :EjeA}, los fraccionarios del sistema seran los elementos del
j=0 :

~

—~ —1 ~ ~
conjunto H :={Z :ZMJEj :C; eA} y los elementos del conunto G =

N ~ ~ lad
{Z = ZM ’c;c; e A} seran los representables del sistema. Para la definicion de H y

-0

~

G es necesario que las series involucradas converjan. Ese sera el caso si todos los

autovalores de M tienen médulo mayor que 1, o sea, si el radio espectral de M~ es
menor que 1.

Teorema 3 ([B]) Sea M una mattiz dxd de elementos enteros, radio espectral de
M7'< 1 y t:='det1\7[‘. Sea A:= {6,&'1,...,5,_1}c Z¢ un sistema completo de restos
médulo M . Entonces, en el sistema {/\71,2} vale RY= U(E+ﬁ).

zez?
5) W. J. Gilbert también ha estudiado sistemas como en el punto anterior en el caso

particular en que b es un entero algebraico ® y las cifras son 4 . ={0,1,...,t~1} donde 7 es
la norma de ®:=|producto de todas las raices del polinomio minimal|=|p0|=|detM | En

[G] demuestra entre otros interesantes resultados el siguiente (cf también [KaK],
[KaKo]), ‘



Teorema 4. a) Si ©® es un entero cuadratico de polinomio minimal ®°+ p,®+ p,

entonces los enteros del sistema {®,4} coinciden con Z(®) si y solo si p,22 vy

-1<p, <p,.

b) En cada cuerpo cuadratico F puede hallarse un entero algebraico ® tal que los enteros

del sistema {®,4} coinciden con Z(®) y son precisamente los enteros algebraicos del

cuerpo F.
R 6) En la figura a la izquierda mostramos el embaldosado

por el conjunto fraccionario H correspondiente a la base

bz%ﬂ y cifras A={0,1} con ® =b, W=Z(0). H es

una réplica del llamado "dragdn domado".
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