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Este informe apunta a un andlisis del problema,
considerando dos enfoques, uno tradicional, basado en

el calculo de variaciones, y otro mas actual que usa
técnicas diferentes.
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INTRODUCCION

1 Descripcion del problema

El problema lineal cuadratico esta formado por un sistema de control lineal
con condiciones iniciales, al cual se adjunta una integral de una funcion cuadratica a
minimizar.

Una investigacion de este problema conduce a:

¢ El costo optimo estd dado por la norma del estado inicial del sistema
respecto de una matriz, que es solucioén de una ecuacion diferencial del
tipo Riccati.

¢ La ley de control 6ptima es una ley feedback, que también depende de la
matriz solucién de la anterior ecuacion tipo Riccati. Este resultado se
debe esencialmente a Kalman.

o El enfoque tradicional resuelve el problema a partir del célculo de
variaciones, haciendo uso de la ecuacion de Ham11ton-Jacob1 0 bien
mediante el prmmplo del maximo.

Conviene hacer un breve detalle de lo que es la teoria de control de
sistemas dindmicos, que es una extension del calculo de variaciones.

La teoria de control es el 4rea de la matematica aplicada que permite
construir sistemas de control. Controlar un objeto significa afectar su
comportamiento para alcanzar un objetivo.

Para lograr esto, los ingenieros construyen distintos dispositivos que
nece31tan de técnicas matematicas.

La eleccion de un modelo matematico en algunos casos puede estar
condicionada por la tecnologia a usar.

Existen dos lineas principales en la teoria de control.

Una se basa en un buen modelo del objeto a controlarse y en el que uno
desea optimizar su comportamiento.

~ Laotra linea esta basada en restricciones impuestas en torno al modelo o al
medio en el cudl el objeto opera.




La herramienta principal es el uso del feedback con el fin de corregir
desviaciones, a partir-del comportamiento deseado. Matematicamente, la teoria de
estabilidad, en sistemas dinamicos y especialmente la teoria de funciones de
variables complejas, han tenido una fuerte influencia sobre el control feedback.

2 Precursores - Proyeccion historica

El primero que traté el problema lineal cuadratico desde el punto de vista
variacional fue R. Kalman en 1960, el llamado problema del regulador lineal.

Considerando un sistema lineal con coeficientes dependientes del tiempo
se obtiene la solucion optima del problema a partir de la solucién de la ecuacién
diferencial de Riccati; usando técnicas clasicas del calculo de variaciones. Considera
el problema de horizonte finito. Ademas analiza el problema del horizonte infinito,
que es el mas tratado en la literatura posterior, el cual depende de la solucién de una
ecuacion algebraica de tipo Riccati en el caso que el sistema lineal sea a coeficientes
constantes.

Wohnam considerando un problema de horizonte infinito y un sistema a
coeficientes constantes reafirma lo probado por Kalman para este caso (1968),
precisando que la solucién de esta ecuacion algebraica es definida positiva.

Kucera considerando lo planteado por Wohnam encuentra una condicion
necesaria y suficiente para probar el resultado anterior (1972).

Todos estos resultados corresponden a un problema con costo no negativo,
donde la matriz de peso de la funcién de control es definida positiva.

Por esta ultima condicién se los llama problemas regulares. Si esta matriz
de peso fuera definida no negativa se los llama problemas singulares. En la década
del 70, los investigadores centran su atencién sobre el problema lineal cuadratico
singular, requiriendo de técnicas matematicas mas delicadas que las usadas para el
problema regular con el fin de obtener respuestas a algunos interrogantes. Este punto
no va a ser desarrollado. :

Velimir Jurdjevic considera un costo no necesariamente cuadratico
llamado costo indefinido. Formula criterios para obtener la solucién 6ptima que no
dependen de la ecuacion diferencial del tipo Riccati, como es usual en la literatura
clasica. Se aparta del calculo de variaciones para inferir resultados (1990).

Si bien algunos autores en este ultimo tiempo se han dedicado al problema
lineal .cuadratico singular, el problema lineal cuadratico parece tener interés en la
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actualidad por su aplicacion a la teoria de los j Juegos ademas de otras aphcacmnes de
importancia.

Asimismo existen muchos interrogantes sobre proble’mas con costo
indefinido.

3 Significancia - Importancia

Fue estudiado por primera vez para resolver el llamado problema del
regulador lineal, es decir un problema donde la idea es mantener el estado del
sistema en un valor deseado.




ANALISIS DEL TEMA POR-R. KALMAN

El objetivo del paper R. E. Kalman es el disefio de sistemas de control
lineal de modo de minimizar la integral de una funcion cuadratica evaluada a lo largo
de los movimientos del sistema.

Analizaremos solo el caso mas simple, el llamado problema del regulador,
usando la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y herramientas clasicas del
calculo de variaciones, en particular la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Dentro de la contribucion principal del paper s6lo vamos a tomar la
introduccion y explotacion del concepto de controlabilidad. En particular probamos
teoremas de existencia para el problema del regulador. Dicho problema esta muy
ligado a la ecuacion matricial de Riccati, la cual aparece como caso especial de la
ecuacion de Hamilton-Jacobi.

1 Notacidn y Terminologin

Usamos la notacién vectorial - matricial con las siguientes convenciones:

Las letras griegas minusculas son escalares.
Las letras minusculas son vectores.

Las letras maytsculas son matrices.

‘La matriz unidad es 1.

Excepciones 1, j, m, p son enteros ; t, E, L,V son escalares; @, ¥, £ son vectores.

El producto. interno [x, y]. La transpuesta de la matriz se nota por prima. La

noma bf=[xF. Lanoma b=y, 7 lad
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Una convencién especial Mi = [x, PX] donde P es simétrica, definida positiva.
Si A, B son simétricas 4> B (A > B) significa A-B definida positiva (no negativa).
Las letras t,0, 7 son numeros reales arbitrarios que siempre indican tiempo.

A traves del paper todos los escalares, vectores y matrices son reales. Para una

funcion escalar L(u) del vector u, L , es el vector gradiente y Ly, es la matriz
jacobiana.

2 Formulacion del problema

d
~£:A®x+mﬂu Q.1)

y(t) = H(t).x (2.2)
donde H(t) es una funcion contim;a det.

Las ecuaciones (2.1-2) constituyen la planta e y = y (t) es la salida de la
planta. ‘

La planta es constante si A, B y H son constantes. Si u(t)=0 o B(t)=0, la
planta es libre. ‘

El comportamiento de la planta se describe mediante la solucion de la
ecuacion diferencial (1.1) que existe para todo t y es unica si, u(t) es integrable

~ Lebesgue.

Como se sabe ( [1]), la solucion general tiene la forma :

x(t)=®(t,t,) x(t,) + It(D(t,t) B(z) u(z) dt (2.3)

to
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donde @ (t,7) es la matriz fundamental del sistema libre (2.1) que satisface la
condicion

o(t,t)=1 Wt - (2.4)

La solucién (2.3) se nota X (1)=@,(1,x°,t,) (2.5) y se interpreta como

el movimiento de una particula que parte de un estado inicial x° en un tiempo ty y es
observado en un tiempo t, e influenciado por la funcién de control u(t), definida en
el intervalo [to, t].

., ) : 0 _
Esta funcion se elige de modo que el tl—lf)noo D, (t,x,t,)=0

La funcién de control u(t) se construye de la siguiente manera: el nimero
u( t,) se obtiene a partir de y(¢) : z<¢,. Esto usualmente se refiere como principio
Sfeedback.

Suponiendo que x(t) se conoce, exactamente entonces el problema de
generar u(t) se reduce a encontrar la ley de control

u(t) =K (x(¢), t) ‘ (2.6)
Para asegurar que (2.1) con (2.6) tenga solucion unica es suficiente que
KeC'.
Nos interesa una ley de control (2.6) para la cual
N 4
VO(XatO’tl)zinlf{U ((Du (taxoat0)+IL (Cpu (t,Xo,to),U(t),t)dt} ' (2-7)
to

es alcanzado para todo x, ty, t;, donde v y L son funciones escalares no negativas de
clase C* en todos los argumentos. La clase de funciones u(t) que se admiten al tomar
el infimo en (3.3) son de clase D° (es decir, continuas excepto en puntos aislados en
los que u(t) tiene limites a izquierda y a derecha).

10




Es bien conocido del calculo de variaciones ( [2], p.196 ) que la-condicién -
L. 20 o L, <0 es necesaria para la existencia de extremos locales. Para evitar
comphcacmnes debido al signo de la igualdad, asumiremos que

L. (x, u, t)> 0 v (x, u, t)

lo cudl es equivalente a decir que L es estrictamente convexa en u.

La integral es el indice de perfomance. La funcién Vv es agregada para
mayor generalidad.

Veamos la notacon V(x, to, t1; u) para el valor fijo, especifico u(t). El
superlndlce o se identifica como “Optimo”.

3 Relaciones con el calculo de variaciones
\

Resolvemos pnmero (2.7) en un caso muy especial, adaptando el problema
local del calculo de variaciones ( [2], Ch. 12 ) a nuestra necesidad :

3.1 Lema (Carathéodory) -
Sea K(x, t) una funcion de m-dimensional de clase C' enx, t. Llamamos
=K(x,t) .

Suponemos v=0y la funciéon L en (2.7) satisface para cada x, para cada

11
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(@) L(x,u’,t)=0

(b) L(x,u,t)>0 V uzu’
Entonces V° es idénticamente nulo para todo x y es alcanzado por

u’ =K (x(1),t) (3.1.1)

Demostracién

Sea @ . el movimiento de la planta bajo la ley de control (3.1.1). Sea
@, el movimiento correspondiente a alguna funcién de control u'(t).

Por () y teniendo en cuenta el tipo de funcidn de control admisible sigue
que VO(XO, to,t;,u')>0 a menos que ul(t) = u’(t) en cada punto de continuidad

de u' en el intervalo (to, t1).

Por otro lado por (@) vemos que V°(x, t,, t,) es idénticamente nulo en x
c.q.d.

Para formular un teorema fundamental del calculo de variaciones que nos

va a permitir encontrar la soluciéon del problema del regulador 6ptimo necesitamos
definir el hamiltoniano H (x,¢,,#) como la siguiente expresion:

H(x,g, )= L(x,p,t) + [ ¢, A ()x + B (O)y]

12
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3.2 Teorema

Si existe una solucién V°(x, ¢, t,) de clase C? de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi

Vv +Hlx, V%, t)=0

0
B'(t). V.’ =L (x,u’,t) (3.2.1)

equivalentemente
~-V,? =L(x,u’,t)+ [VXO,A(t)x + B(t).u°] (3.2.2)

quesatisface  V°(x,t,,t,)=v (x)

y si L,, (x,u,t) >0 Vo (x,u,t).

entonces V' es el 6ptimo para el problema del regulador y la ley de control 6ptimo
esta dada por '

u’ =P (x,B'(t) V' (x,t,t,),t) =K(x,t,1,) (3.2.3)

Demostracion

Sea V°(x,t,t,) una funcion escalar de clase C 2en x, t (siendo ¢, un
numero fijo) y sujetoa V°(x,t,t,) =V (x)

Reemplacemos L por L .

13




Esto es

L'eu)=Leut+V, (x,tt)+[V,"(x tt,), AOx + Bu|

[Vt + V.20 tt,), A + Bl de =
tg

4 dX t;
= | Vto(x,t,tl)+[on(x,t,tl),d—t] di= [ dv°=
. ty

to

=VIX,t,t,) - VO(x°,t,,t) =V’ (@,(t,x°,t,)) - VO(x°,t,.1,)

Obviamente no depende de la funcién de control u(t), luego ambos
t) \
problemas variacionales 1111(1,5 f L{®,(tx,t)ut)t)dt  son equivalentes y
to

tienen la misma funcion minimizante u(t) (sital funcion existe).

Tratamos ahora de encontrar funciones VO(X,t,tl) y K(x,t,t,) para
las cuales las hipétesis del lema se satisfacen cuando L se reemplaza por L.

* . , . 0
L (x,u, t) tiene un minimo con respecto a uen u=u’ = K(x,t,t,), es
. . . *
necesario que todas las primeras derivadas de L" con respecto a u desaparezcan en
0:
u.

Esto y la condicion L(x, v°, t)=0:

L'(x,u’,t)=0
oL’

—(x,u’,t)=0
6‘u( u’,t)

14




0=L(x,u’,t)+ V' (x,t,t,)+ leO(X,t,tl), A()x+B (t)UOJ-—"
=L(x,u’,t)+ [on(x,t,tl ), A(t)x + B(t)u® ]— Vo(x,t,t,) =
= L(x,u, 0+ [V, (%, 1,t,), A(t)x + B(t)’ ]
Para la segunda condicién de
L'(x,1,0) =L (x,u,t)+ V,(5,t,t,) + [V,"(x, . t,), A(Dx + B()u]

oL

—(xu=L, (x,u,t)+B'(t).V, %, 1,t,)

~-L, (x,u’,t)=B'(t) V. (x,1,t,)

~V =L (o u%) + [V 1), A@x -+ B’ 3.3.1)
las ecuaciones '
~-L, (x,u’,t)= B't) .V, (x,t,t,) (3.3.2)

- se llaman ecuaciones fundamentales del problema variacional.

De la hipétesis L, (x,u’,t)>0 V(x,t,t,), via el teorema de la funcion

implicita, sigue que B'(t) V. =-L, (x,u’t), puede ser resuelta para u’.
Més precisamente existe una funcién y de clase C! talque

u’ =y (x,B'(t).V. (x,tt,) =K (x,1,t,) (3.3.3)

que esla ley de control dptima deseada.

15
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Para verificar la condicion (b) del lema, escribimos usando (3.3.1-2).
L'(x,u,t) =L(x,u,t)-L(x,u’,t) - [u —u’, L, (x,u’t )J
En efecto por definicion

L' (x,u,t) =L (x, 0,0+ V. (5,6, ) +[V. (o 1.t,), A@)x + B(thu |
De (3.3.1)

L' (w8 = Lo, u, )~ L5, 0%, - [V,, A©x -+ Bw® [+ [V, (. ,1,), A@)x + Bt)u]

L'(x,u,t)=L (x,u,t)~-L (x,u’,t)- [B'(t). on,uo - u]
De (2.3.2)
L'(x,u,t) =L (x,u,t)-L(x,u’,t)— [u——,uo,Lu(x,uot)]

L(x,u,t)-L(x,u’t)- [u —uO,Lu(x,uo,t‘)]= E (x,u,u’t)

es la conocida E - funcion de Weierstrass.

La funcion E(x,u,u’t) es el resto cuadrético en la serie de Te aylor de L en

u=u’.
Esto es:
0 o|?
E(x,u,u’,t)= " u—-u n Ly (x,u+0 (u%=u), t) 0<6<1
como L, >0 E(x,u,u’,t)=0 siysolosiu=u’

Por lo tanto si existe una funcién V° que satisface
VO(x,t,t)=v (x), y (3.3.1-2)y L, >0

aplicamos el lema de Cardtheodory y encontramos que V° es la que resuelve (2.7)
para la ley de control (3.3.3).

16
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Ahora definimos en la expresion del hamiltoniano
c=V.' v =y (x,B'¢,0)

Luego si V°(x,t,t;) es una solucién de clase C* de (3.3.1-2) sigue
trivialmente que V? satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi

V,+H(x, V.°,1)=0 (3.3.4)

Reciprocamente sea Ve (x,t,t;) (t, = parametro)es una solucion de
clase C? de la ecuacion V,° + H (x,V.°,t)=0. Definiendo #° = w(x, BV 1)

sigue que V° satisface las ecuaciones variacionales.

En efecto de (3.3.4) sigue que
~V =L(x,u’, ) +|V,°, Ax +Bu’|
Derivando (3.3.4) respectoa u resulta que

0=L,(x,u°,)+B'(1) V,°

B )V =-L (x,u°,1)
c.q.d.

En particular este resultado fundamental del calculo de variaciones permite

obtener la solucién del problema lineal cuadratico, llamado por Kalman problenia
del regulador lineal.

17
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4 Solucion del problema del regulador lineal.

Se llama caso lineal del problema del regulador si las funciones Ly v
son de la forma

1
L(x,u,t)= 5 ﬂ H(t)x “(22(0 + " UIIZR(t)} (A1)
1
v(x)= "2‘“ x|,

donde C es simétrica, definida no negativa, en tanto que Q(t) y R(t) son simétricas,
definidas positivas de clase C’en t. \

4.1 Elindice o costo 6ptimo en términos de la ecuacién de Riccati

Como consecuencia de las definicionesde L y v :

2

Hexs 0= 2 2 A0 - B O, )

En efecto

18
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H(x,6,t) = L(x,, 1) +[c, A(t)x + B(t)y]

HO,0 = 1 HONG, + g o A B ]

H(x,c,t) = % {<Hx,QH > + <y,Ry >}+[¢, Ax + By]
De las ecuaciones variacionales

B'¢=-Ru’
0o _ 0 oks0 _ 0 0
V. = L(x,u’, )+ g, Ax + Bu’ V" = L(x,u’,t) + [c, Ax + Bu’|

\

B'¢=-Ry
© Vt0 =L(x,y,t)+ [c;,Ax + B\;}]

H(x,c,t) = %{< Hx,QHg >+ <R7B'¢,B'c >}+ [g, Ax]~ [, BR 'B¢]
CH(x,ot) = %{< Hx,QHx > + < R™7B'q,B'c >+ [c,Ax]- [B'c, R'B'c]
H(x,c,t) = —;—{<I‘IXQHX >—<B'¢,R'B'¢>+2[Ax,c ]}

Con esta eleccion de H, la funcion

1
Veestt) =2l e t; = parametro
19
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€s una solJcién de la ecuacion V,” +H(x,V,”,t)=0 siy solo si P(t, t;) es una
solucion de la ecuacion diferencial no lineal del tipo Riccati .

:.‘(% = A'())P + PA(t) - PB()R ™ ()B'(t)P + H' (1) QH(t) (4.1.3)

, 1, 2
i i 0
En efecto, vemos primero que si ¥V (X,1,1;) =5ﬂ XHP(MI) cuales son las

expresiones de V, (X,t,t,) ¥ V. (x,1,1,)

1/ dP
Obviamente Vto (x,t,t))= 5 <X, I x>.

Para calcular V,°(x,t,t,)

Sea CD(X)—- X Px Z Pi; X X

D(x) '"'_pkk Xk (Z Pik X; Xk) (Z Py; X; ij

T3 2k

D )
%(Zpik Xi}*%[zj:p“ Xj}

(o), 75000

2

20




Como asumimos que P es simétrica

V.o(x,t,t,))=Px

1
Luego si VO, t,t,) = 5 <x,P(t,t;)x>  satisface la ecuacién de
Hamilton-Jacobi

V! +H(x,V.’,t)=0

Resulta que

<x,%x > +% <Hx,QHx >+ < Ax,Px > ——%<B’Px,R"B‘Px >=0

\

% <x,HQHx>+<x, A'Px > 4—21— <x,PBR'B'Px >=%<x,%x >

1 <x,HQHx > +1 <x,A'P> ~:—l <x,PAx> _1 <x,PBR'B'Px >=—l < x,g-lzx >
2 2 2 2 2 dt

% <x,(H'QH+A'P+PA-PBR'BP)K >= —% < x,%x >

<X, (H' QH+A'P+PA-PBR'BP- %?P)X >=0 VX

Llamando T=H'QH+A'P+PA -PBR'B'P —iP_

dt

21



T= (tij)i,j

<X,Tx>=>_:tij X; X, Vx

Sea x=(0,...,x,...,X;,....0) donde x, =x, =1
<x,Tx>=t, +t, =0=>t,, =-t,, VL k

Ay AP . .
Luego T=HQH+A'P+PA-PBR'B'P- prli asimétrica.

Sabemos que P es simétrica, por lo tanto T también lo es.

De ambas condiciones T debe ser nula.

Esto es %1; =H'(HQH(t) + A’ (t)\P +PAD-PBORT(OB'(P ¢ qd.

Dada una matriz simétrica, definida no negativa C la ecuacién (4.1.3)
tiene una solucién unica 7 =7(t,C,t;) que toma el valor C en t=¢,.

Esta solucién se conoce que existe en una vecindad de #,. Sin embargo
existe para todo r<¢,

4.2 Teorema (de existencia)

i) Para todo ¢, y para toda matriz simétrica, definida no negativa, (4.1.3) tiene una
Unica solucion definida V ¢ <¢

22




if) Bajo la suposicion (A1), el 6ptimo para (2.7) esta dado por
0s 0 1 2
V (X 3t07t1) =5” X(t()) "n('o,c’tl)

Mas atn, el indice 6ptimo es alcanzado si y solo si Ia ley de control es

u’ () =R (OB'()n(t,C, t,)x(t) (4.2.1)

Si asumimos (i) entonces V°satisface la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi
luego por (3.2) V° es el indice optimo.

Ademas la ecuacion (3.3.1)
B'(H)V,’ =-L_ (x,u’,1)
Resulta que
B'(t)n(t,C,t,)x(t) = -R(t)u’(t)
de donde
u’(t) =-R7'(OB'(On(t,C,t)x(t)  c.qd.

Para probar (i) procedemos de la siguiente forma:

Supongamos que 7=mn(t,C,t;) existe, luego debe satisfacer la relacion

|

t
21|:(t(,,<:,t,) S I “ H(t) (D(tato)xo “(22(0 dt + ” (D(t,to)xo”z
1y '

En efecto
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para cada funcién u=u (t)

Siu=0

1y op 1 ¢ 1
EHXO o S5 f ”H(t)x(t)”é(t)dt+5|]x(t)”z
t

<

t
z(to,c’tl) < { "H(t) d(t,t, )Xou;t) dt+ “ ®(t,,t,)x° ’]Z
Usando la desigualdad de Schwarz.

t
.{ “H(t) q)(t’tO)X()";t)dH“ ‘I’(tnto)xoﬂz _

t, :
= [<H®) Ot t))x°, QUH(E) D(t, t)x° >dt + < B(t,, t,)x°, CD(t,, t,)x® ><
)

1)

< |

t

H(t) D(t, t,)x°[QROH() O(t, 1, )x°[dt +| (1, t, x| ca,,t, x°| <

24
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< [JHO @ bt Joldt + el (1, t)xT <

< jj‘p{(t) ®(t,t,)] ."Ql”lxouzdt+|]C|H|<I)(t1,to)ﬂz."xo”z

Notando
[IHO @ 0l + O ot =a(ty,t)

resulta que

2 2
”XO 2(t5,C,1;) st tO)HXOll '
luego
Ol e, <@ @t RO (4.2.2)
pero

a(tt)= [JQUIH® O ) dt+ I o, of

es una funcién continua p.c. 7€ [to,tl]_, por lo tanto acotada en [to,t,].

Lacotaes K=a(f,t;) pues a(t,t)<a(t.t) p.c. te[to,tl}

En consecuencia (4.2.2) se puede escribir
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x(®)

iy S (o, t)ROf

<x,7(t,C,t))x ><a(ty,t,). <x,x >

Sup <x,7(t,C,t,)x > < a(t,y,t,)

=1

In (t,c,t)] < a(ty,t))

Si m=n(t,C,t;) (siexiste) estacontenida en una regién compacta p.c.

tefto.t,] (1)
Ademés rtCt)|oo  sitot, (2
pues "n(t,C,tl)” - (|7r(to,C,t,)i| <o (toatl)

Luego de (1) y (2) por el teorema de extension de Peano , resulta que
n=n(t,C,t;) estd definida Vt<t, c.q.d

Con el propésito de estudiar el caso t; =, mtrodummos la siguiente
definicion y posterior caracterizacion :

Definicién

Un estado x se dice controlable en un tiempo to, si existe una funcién de
control u'(t), que depende de x y to y esta definida sobre un intervalo [to, t;] tal que

@, (tl,X,to)— 0. Si esto vale para cada estado x, diremos que la planta es
completamente controlable en to; si se cumple para cada t,, diremos simplemente que
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la planta es completamente controlable. La siguiente caracterizacion de
controlabilidad es 1til, la cual no demostraremos.

Proposicién

Una planta es completamente controlable en un tiempo t si y solo si la
matriz simétrica

wit,.t,)= [ "@(t,.t) B(t)-B'(®)- @'(t,,1)-dt

es definida positiva para algin t; >t
Corolario

Una planta constante es completamente controlable si y solo si rango
[B, AB, ..., ,A(n'l)B] =n donde [B, AB, .., A"'B] es una matriz compuesta de n
filas por mn columnas. Si puede elegir t;-t; tan pequefio como se desea.

Definimos primero una solucion particular de (4.1.3) que es de
importancia para el siguiente resultado:

4.3. Proposicién

Si la planta es completamente controlable entonces ,[EI)%o n(t;0,t,)=P(t)

1) existe para todo t
11) es solucion de (4.1.3)
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Prueba

Supdngase que la planta es completamente controlable en t = t,. Entonces para cada
x existe una funcién de control u'(t), donde u'(t)=-B'(t). CD'(tO,t)W" (to,t,)x
siendo W la matriz de la proposicion relativa a la nocién de controlabilidad.

Esta funcwn u'(t) transfiere x a 0 en o antes de t=ty(x, to).
Seau'(t)=0 t>t,. Entonces

Ix

w(te;0,t,) V°(x,t0,tl)£ V(Xa t0=t2;u')5 V(X,tO,OO;u')S OL(’CO).”X"2

lo que muestra que “TC(’EO;OJ] }[ esacotada V t, >t

Por lo tanto (3.4) muestra que ”ﬂ(to ;0,t, ]I es no decreciente cuandot, —> . De aqui
el limite existe para t = t, arbitrario c¢.q.p.

Usando la continuidad de soluciones de (4.1.3) con respecto a las condiciones
iniciales, tenemos '

P()= lim, n(60.t,)= lim n(sa(t:0t,)0)=
= (t;tzli_r%o n(tl;O,tz),tlj=n(t;?(t1),tl)

que muestra que P(t) es una solucion de (4.1.3) que esta definida para todo t ¢.q.d.
4.4 Teorema de existencia

Asumimos (A1), ¥(x)=0 y t, = el indice de perfomance Optimo para

el problema (2.7) es llxuzp(t) y la ley de control 6ptimo es

u®(t) =R7(t).B'(1).P(t).x(t) (4.4.1)

28
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Prueba

Asumiremos que Y(x) =0 Primero mostramos que si u(t) esta
determinado por la ley de control (4.4.1) el indice perfomance correspondiente es:

V{x, ty,00,u )= Jim V6t t0°) = X[ *rc)
Vemos de (4.2) y (4.3) que

Vs to, t30%)= i r =@ o (3%, ) ey < K[ Prc
Por otro lado

V{x, to, t,50°)2 VO(x, 1o, 1)) = X Patiion) = K Preye

donde € — 0 si t; —> o lo que prueba (4.4)

De aqui
VO(x,t,,0)< V(x,to,oo;u")
No puede darse el signo de la desigualdad.

Porque si V(x,to,oo;uo)— A (x,to,oo)z n>0.

Existe alguna funcion de control v’ tal que V(XatO:oo;uo)_ VO(%,to,00,utl > g .

Para t; suficientemente grande, entonces tenemos
V(x,to,oo;uo): VO(x,t,,t, )+ —121 > \/(x,to,tl;u’)+—121

que es una contradiccion.
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ANALISIS DEL TEMA POR GEORGE LEITMANN

Un enfoque del problema lineal cuadratico, desde el punto de vista clésico,

pero haciendo uso del principio del maximo lo da George Leitmann.
Deduce la ley de control 6ptima a partir de este principio. Suponemos

ahora H=H(t)=I y C=0 en (A1) (pag. 18).
Invocamos a las condiciones necesarias del principio del maximo.

La funcién H esta dada por

H(A, x,u)= %-KO[XT Q(t)- x+u” -R(t)-ul+ AT[R()-x + G(t)-u]

~

donde A=[A,A,,... A, .

por lo tanto las ecuaciones adjuntas \

A OoH A oH
At)=-— i\t)=——— - =
(t) 5 oStoes Kj(t) ox j=1,2,...n.
oH
&’zko '[lexl + (X, +”'+anxn]+ Iy +o AL j=1,2,..,n
J
oH _
gx”“_‘}‘o '[lexl + (X, +"'+anxn]+f1jx1 +"'+fnj}"’n 1=1,2, ... n.
j R
oH T
0= 2= 200 ()-F (0-10) é

La funcién de control no es acotada, esto es U = R™. Luego implica que la
funcion de control que satisface el principio del maximo que genera la solucién X(-)

debe satisfacer

%(x(t) x(1), u(t))=0 i=1,2,.,m.
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5
i
B

Ay -[erlul +I,U, +. U U, +...+rmjum]+gljk1 +oo g, i=1,2,..,m.

H_ T
du, 2

Como R=R(t) es definida positiva.

oH 1

=2k Py, + 2050, 4t 2000, [+ g A A
3

oH

E""bo '[rnul tTpU, +...+rjmum]+g1j?u1 Tt gk, j=L..,m.
J

oH

— =M R()-u(®)+GT(t)-A(t)=0

2

Para obtener la funcién de control u=u(t) necesitamos que A,(t) =0
podemos tomar A, (t) = —1. R=R(t) es definida positiva, luego es inversible.

En consecuencia u=u(t)=R7(t)-GT(t)- A(t) 4.2)
Sustituyendo (4.2) en (1.1) y (4.1) resulta

x(t) F(t) -+ G{)-R'()-GT (1)) (x()

= |- 4.3)
MY)) (G - -F1(1) A(t)

Este es un sistema de orden 2n, con lo cual exigimos 2n condiciones de
contorno. Estas son x(t)) = x° y la consecuente condicién de transversalidad

A(t,)=0 4.4)

Sea la matriz fundamental del sistema (4.3), esto es
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x(t) X(to)
=S(t,t,)- |
At) Ato)

ey)=sto (o)

Si particionamos S(t;, t)

Sn(tlat) Sll(tl’t)
S(t,,t) =

Sm (t1>t) SZZ(tl’ t)

x(t,)=8,,(t,, ) - x(t) + S, (t,,t) - A(t)
0=S,,(t,,t) x(t) + S, (t,, 1) - A1)

Siempre que S, (t1, t) exista tenemos

M) = =S, (t,,1) - Sy (,, 1) - X(1) (4.6)
S(t, t1) = Inn

Suty, t1) = Sn(t, t) =1, ' 4.7)

Siaty, 1) = Sai(ts, t1) =0

donde I,, denota la matriz unitaria de orden 2n.
I, denota la matriz unitaria de orden n.

En realidad, puede mostrarse que S;(t;, t) es no singular para todo
telt,.t,].
Sea P(t)= Sy’ (ti, t) Sy, 1)
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Como una consecuencia de (4.6) P(t;) =0.

Ahora reescribimos (4.6) como

A1) = =P(1) - x(t)

At =(P(t) + P() - F(t) - P(t) - G(1) - R (1)- GT(1))- x(1)
y de (4.1)
A1) = Q) - FT(1)-P(1)) x(1)
(P(t)+ P(t)-F() + ET - P(t) - P(1)- G(1)- R™(t)- G (1) - R(t) + Q(t))- x(t) = 0

.y 0 .
Esta ecuacion debe valer para x, cualquier t,<t;, consecuentemente

debemos tener

B(t)=—P(t)-F(t) - F*(t)- P(t) + P() - G(®) -R ™' (1) - G" (1) - P(t) - Q1)
o] =27 ()-F®)~F" (©)- P©)+PT (1) GH)-R™(®)-G™()-P" (1) - Q)

Sin embargo, pﬁesto PO =P ) y P(t)=0 = P'(t)=0

sigue que P()) y P'() son soluciones de la misma ecuacion diferencial para la misma
condicidn final. Luego por el teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales que

P(t)=P"(t) Vtelt,t,]
La matriz P(t) es simétrica. De aqui las n’ ecuaciones diferenciales de

1
primer orden para los elementos de P(t) se reducen a 5 n-(n+ 1) ecuaciones.

Con el proposito de mostrar que el control extremal u(-): [to,tl]——>Rm esta
dado por

u(t)=-R7()- G () - P(t)- x(t) (4.8)
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es en realidad 6ptimo en x°.

Para esto enumeraremos el siguiente teorema de suficiencia adaptado al
problema que estamos tratando:

La funcién de control u*(-):[to,tl]—>R’“ que genera la solucion

x(+): [to, tI]—> R™ x(t)) = x° es 6ptimo en x° con respecto a X (abierto) R” si
existe una funcion 77():X - R de clase C' tal que

(1) Siu() genera la solucion x(.):[to, ;] > R" x(to)=x" y x(t)e X Vte[t,,t,] ,

entonces
im 7)) < lm 9K@®) = 0
t—t, t—t,

(i) é-(x‘“‘-qo-xwu‘“‘-R(t)-u*)+graf°f<x“<t>,u‘<o)-(FT'x*+GT-u‘)=0 vtelty,t,)
(iity 567 QO % RO grad P (x0.000)- 1+ G 0)20 v x

YueU
donde ‘Zes el conjunto de controles admisibles.

Volviendo al problema, la funcion test 7~ (.) la podemos tomar como la

funcién costo dptimo V'(.). La funcion costo para el control extremal es un candidato
para V (.).

Consideremos

dk"(0)-Aw)]_ dxT(@®)-Pe)-x(1)]

dt dt

=X, '(szj 'Xj)+xz -(szj ’XJ)+'-~+Xn '(anj 'Xj)
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d[—'xT(t)’P(t)'X(t)] _ d—[xl (Zle +X2 (szj )+"'+X,n -(anj X,

dt

= X, -(Zplj‘xj)—i- X, '(szj 'Xj)+...+Xn -(me- ~xj)+
+ X, -(2:1’)1j -xj)+x2 -(szj -xj)+.‘.+xn -(anj -xj)+
%,y %)+ %, (% )+t x, (g %) =

e

=X | PuX +Py Xy e+ Py 0 X +Zp11' .ij+
\ i

p

+X, | Pra Xy +Pgs Xy FereF Py R, +Zp2j .xj]+

\ j

TR -(pln ‘X, + Py Xy Fo ¥ Dy, oK, +anj -xj)+
i

+X, -(Zplj -xj)+x2 -[szj -xj}+...+xn -(anj -xj)a
J J J .

(ijl ‘X +Zp11 j)

J

(Zpﬂ X +Zp2J X. ]+

+Xn-[ijn-Xj+anj-XjJ+
) J

+X, ‘(Zpu -xj)+x2 (szj -xj]+...+xn ‘(zpnj -ijz
p i i
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=2-X%, -(Zp”— -ij+2-x2 -(szj oij+...+2-xn -(anj -XJ)+
J ] i
+X, ‘(Zpu oxj)+x2 -(szj -xj]+...+xn -(anj -xj]=
J i A j

=-2.x"P.x—-x"-P.x=

=-2.x" -P-f-G-R*-G"-P)-x—x"-(-PF-P-F"+P.G-R"-G" -P-Q)-x =
=-2.x7-P-F-x+2-x"-P-G-R"-G" -x+x"(P-F+F" -P)-x -
-x"-P.G-R7-G"T-P-x+x"-Q-x=

=x'.P.G-R'.GT P-x+x"-Q.x=
=x"-P-F-x+x"-F'-P-x-2-x".P-F-x-x"-P.G-R*-G" P-x+x"-Q-x =

Como X FTPx = <x,F T.P.X> =(PFx,x)=(x,PFx)=x"PFx

Resulta que

dxT()-A®)]

" =x"(1).Q(t)x(t) +x T (1) P(t).G(H)R™(1).GT (1) P(t).x(t) (4.9)

De (4.8) resulta que
u'(t) = —x"()P).GH)R(t)

de modo que (4.9) se convierte en

d[xT(t()l-tP(t)-X] =x".Q(t)x+u’ R(t)u

" que es el integrando del costo. Al integrar y teniendo en cuenta la condicion P(t {)=0
resulta
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1

oT o_ L e 1 T
5 X R(t)x = jt [x Qt)x+u R(t)u)-dt

En consecuencia hemos construido la funcidn test.

Y (X)= —;—-XT.P(’C).X

Donde el estado aumentado X = [x t]T, pues el problema lineal cuadratico puede
ser un problema no auténomo.

La funcién 77.) es de clase C' sobre X = {i’ eR™/te [to,tl ]}

La condicion (i) del teorema se satisface puesto que P(t;)=0.

Para verificar la condicion ( ii ), ( iii ) necesitamos la expresion de grad? () .

\

Y (X) = %-XT.P(t).X =

_1 Xl(zplj-xjjJrl (szjx)+ +—x (me J

oV !

o 1 1

axzz =:2~-p]2_Xl +p22.X2 +’2"'j¢zzp2j-xj +"'+§'pn2'xn
Y 1 1 1
'é;::é“pln-xl+—2"'p2n.x2+...+5'(j¢znpnj'ij+pnn'Xn
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aOf/__Z iy
axl -j p]j' :

or
= szj.xj
J

X,

o
ax, 2P

n

En consecuencia

£ t,u)+ grad P(R)-£lx, L) =
% : {xT Qi)x+u" Rt)u+x"Pt)x+2x" PO[F(t)x +G(t) -u]}z

=é-{ " QOx-+uT REOu+x" {-POFD -F () PO +POGOR O G ()P ~Qt))x +
+2x" P()[F(t)x+G(t)u] }=

=%.{ x' Q)x+u’ Ru—x" POFx-x"F OPOx+x OGHR™ OG OP(H)x~

—x" Q) x+2x" P)Ft)x+2x" P(t)G(t)u } =

= % $uT ROu+x" P).GHOR™(0).GT(1).P(t)x+2x" P(t).G(t).u } (4.10)
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De (4.8) recordamos que
u(t) =-R7'(1)-G"(t)-P(t) - x(t)
u' () =-x"(t)-P(t)-G(t)-R7'(1)

de modo que la relacién anterior se convierte en

A4 u"ROu+x" POGOR OROR O G )PH)x+2x" POGOR OR(t)u }=

|

= % A u"R®)u+u" R(t)u-2u" R(t)u }=0

y la condicion (i ) se satisface.

Para verificar ( iii ) notemos que u'(t)=-x"(t)-P(t)-G(t)-R™ )
resulta en el Gnico valor estacionario de (4.10). Puesto que R(t) es definida positiva,
este valor estacionario es un minimo global.

La funcién de control (4.8) resulta en el valor nulo de (4.10). Por lo tanto
la condicién ( iii ) también se satisface y consecuentemente la funcién de control
extremal de (4.8) es en realidad 6ptimo en x°. Luego hay una funcién de control
feedback 6ptima.

K:a"™ 5 R"™
K(%)=-R7(t)-G™(1)-P(t)-x

El analisis de Kalman puede adaptarse a esta forma, que hace uso del
principio del maximo, pues la forma de la funcional a minimizar en el analisis
anterior puede pensarse bajo el signo integral de la siguiente manera:

1 e 2 2 1 2
5 1o, + -+t
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1 et 1 4 2
= L 0 (|[H(t)x|]f2 +ul} )dt + = L 0 VTt (Ax +Bu)dt + ||x°|yc |
como onuz no depende de la funcion control u que:

min L et + ke L ) -

= muin% {f:( .[H(t)xuf2 + ]]u"i +V7 Hx(t)ﬂz (Ax + Bu) )dt}

y por lo tanto se puede aplicar el principio del maximo en la forma usual.

40



ANALISIS DEL-TEMA POR VELIMIR JURDJEVIC

Un analisis mas actual de sistemas lineales con costos cuadriticos es
realizado por Velimir Jurdjevic.

Aparte de unos papers aislados ( [7], [8] ), la teoria clasica de sistemas
lineales con costos cuadraticos esta desarrollada para sistemas con costos positivos.
Las suposiciones usuales son que el término costo (que es cuadrético) en el control
es definido positivo y la optimizacion se lleva cabo con respecto a un punto inicial
fijo, el punto final es libre.

Este estudio basado sobre distintos articulos sobre sistemas lineales con
costo cuadratico indefinido nos lleva a conocer varios aspectos de la teoria de
optimizacion.

Aunque gran parte de esta teoria es una extension natural de las ideas
clasicas heredadas del célculo de variaciones, la teoria también desarrolla nuevos e
interesantes fendomenos no encontrados en los estudios clésicos.

Consignaremos las siguientes preguntas:

Las condiciones necesarias y suﬁc1entes para optimalidad.

Propiedades de optimalidad de extremales.

Problema de extremos fijos versus el problema de extremo final variable.

El problema singular y su sintesis 6ptima.

Pasaje al intervalo de tiempo infinito.

Al discutir estos puntos, nos concentraremos sobre los aspectos mas
conceptuales de la teoria, dejando los argumentos mas elaborados en las fuentes
originales ( [4], [5], [9] y [10] ). Las herramientas tericas bésicas son el Principio
del Maximo, el flujo hamiltoniano que este genera y los correspondientes extremales.

Como se espera, la teoria es mucho mas simple para sistemas que
satisfagan la condicion fuerte de Clebsch - Legendre (el caso regular) Una
caracteristica importante de esta teoria caractenza el intervalo méaximo de
optimalidad para los extremales del sistema. Contrariamente a lo que sucede con el
problema con extremo final variable, este intervalo de optimalidad para el problema
con condicién de contorno fijas no esta en general regido por las propiedades de la
ecuacion asociada de Riccati. Una aplicacion particularmente linda de esta teoria da
una nueva prueba para la famosa desigualdad de Wirtinger que aparece en el estudio
de problemas isoperimétricos.

41




"G
.
&
L
g8
i
#
xr‘
&
ik
“

s e T Sy R TR it D S, 2o P R AT Y -
IR e W B e CEEal e e AR L BRI s i e N Al e

1 Definiciones Basicas y Planteo de los Problemas

Consideraremos un sistema de control en R";

d
—C—l)tizA.x +Bu (1)

donde A es una matriz de orden nx n, y B es una matriz de orden n x m y donde el
control u toma valores en R™, La clase de controles admisibles consiste de todas las
funciones valuadas sobre R™ medibles y acotadas en el intervalo en consideracion.
Si los elementos de A y B varian con el tiempo entonces asumiremos que también
son medibles y acotadas como funciones del tiempo.

Agregamos al sistema de control una funcional costo cuadratico
(asumiremos su existencia), la que escribimos como:

c(x,u) = -(u,Pu)+<u,Qx>+—;—-<‘x,Rx>

1
2

Dicha expresion estd en términos de un producto escalar ( , ) y matrices
P, Q y R de dimensiones adecuadas. Puesto que estaremos interesados en minimizar
IC(X,u) dt asumiremos sin ninguna pérdida de generalidad que P y R son
autoadjuntas. '

En efecto, sean P y R matrices arbitrarias:
c(x,u) = -% (u,Pu)+{u,Qu)+ %(x,Rx)

c(x,u) = % (PTu,u> + <u,Qu)+ %(RTX,X>

2¢(x,u) = <u,(—l¥i]-u>+ 2- (u,Qx)+ <x,[5—%1ij-x>
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P+P’ ﬁ_R+RT

Not P=
otamos 2 )

2¢(x,u) = <u,i5u> + 2(u,Qx ) + <x,ﬁx>

donde P y Q son autoadjuntas.

Si los elementos de estas matrices son funciones del tiempo asumiremos
que son medibles y acotadas en cada intervalo de tiempo en consideracion.

(PB1) Problema de extremos fijos

Sia, b son puntos de R® y T > 0 es un nimero fijo estamos interesados en
un par trayectoria (X,u) donde X es una curva integral de (1) generada por el
control U, que satisface X(0) =a , X(T) = b y que ademas cumple que

T T
IO c(X,m) dt < IO c(x,u)dt para cualquier par trayectoria (X, u) con

x(0)=a y x(T)="b. Si tal trayectoria existe la llamaremos Optima.

(PB2) Problema de extremo final variable

Dado a en R" y T > 0 encontrar una trayectoria (X,u) de (1) definida
sobre el intervalo [0, T] que satisface x(0)=a y

T T ,
fo c(X, ) dt < L c(x,u) dt para cualquier par trayectoria (x, u)
definida sobre [0, T] con x(0) = a.

T
Usaremos 7(a, b, T) para denotar el valor infimo de J.O c(x,u) dt en (PB1)

cuando (%, u) varia sobre todos los pares de trayectoria de (1).

©v(a, T) denotara el valor infimo de LT c(x,u) dt dado por (PB2).
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A lo largo de este desarrollo supondremos que (1) es controlable en cualquier
tiempo T > 0. Como haremos repetidamente uso del Principio del Maximo, sera
conveniente descartar los extremales excepcionales.

Un extremal (X,p,u) es excepcional sobre el intervalo [0, T] si (X,0) es una
trayectoria de (1), p es una curva absolutamente continua sobre [0, T] no

idénticamente nula que satisface f =-A"D para cada te[0,T], para

cualquier control admisible u.

Estos extremales corresponden a los extremales que son independientes del
costo ¢.

En efecto sea: (X, P, u)independiente del costo ¢ (x, u)

dX OJH
—=—=AX+BU
Luego it op
d-ﬁ aH T — aH T — - T =
A= = AT — =D, d+RX)J+A".
it ox P pues P Po (Q ) p
oH ‘

E=Po '(P-ﬁ“'~ Q-i)"‘BT-—I)—:O luego BT'p=0

en consecuencia '<BT P, U> =0 Vu
(p,Bu)=0 Vu

por lo tanto (X,p,u0)cumple las condiciones para ser un extremal excepcional y
reciprocamente todo extremal excepcional es independiente del costo c.

. dx
Sea ¢(t) la matriz fundamental de a0 AX con ¢(0)=1.

‘ 1
Si (X,P,T) es un extremal excepcional entonces p(t) = ((I)T) Po

(67)"po.Buc) =0
(po 07! (t).B.u(t)) =0 paracada t€[0,T] para cada control u
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Esto significa que p, anula cada punto en R" que puede alcanzarse desde el
origen en T unidades de tiempo.

En vista de nuestra suposicién de controlabilidad p, = 0 y por lo tanto p(t)
=0 para cada t€[0,T] , que no es lo permitido.

Habiendo descartado la existencia de extremales excepcionales,
consideraremos aquellos extremales que corresponden al multiplicador del costo
igual a -1.

2 Problema de extremos fijos

El problema estd basado en la suposicion que el intervalo [0, T] en
consideracion, v(a,b,T)>-c0 Va,beR".

La primera consecuencia de esta suposicibn es  que
v(0,0,)>0 0<t<T.

t
En efecto si 7 (0,0,t)<0 es decir inf LC (x,u) dt<0

I(x,u) x(0)=x(t)=0 jo‘c(x,u).dt<o
(x, u) se podria extender a (X,u) X(0)=%(T)=0

- |x 0p<t ~ _jJu Ospst
*= 0 t<u<T

Todas las trayectorias que se originan en 0 y terminan en 0 T unidades de
tiempo resultan de la multiplicacion por escalares
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ti
£
<

dpX &  he
(0X,p.4) satisface th = P-E't“ =p(AX+Bi)

dpx ~ ~
—=Apx+Bpu
& P p

p.X(0)=pX(T)=0

J‘()Tc(p.i, pi)dt = pz._‘:c(i,ﬁ)dt <0

. T ~ k~
lim [ e(Rpldt = -0 _ 007y o
p—> T

Por lo tanto la trayectoria nula correspondiente al control nulo es éptima.
Al aplicar el Principio del Maximo a este par éptimo resulta P >0 :

Usando la condicién (a) del Principio del Maximo

H(X,p,u) = -%-. (u,P.u)—(u, Q.x)——;--(x, RX)+(p,AX+B.u)<0

H(0,0,u) = _L u,Pu)+(B"p,u)<0
2

Ademas por ser el par nulo un par extremal satisface

%:o < -Pu-Qx+B'p=0 = B'p=0

Usando esta ultima condicion resulta

H (0,0,u) = —é—-(u,P.u)go 5 {(0,Pu)20 Vu=P2x0
luego P es definida positiva.

En el caso que varie con el tiempo P(t)=0 p.c. 0<t<T,
El sistema Hamiltoniano HX,p,u) = —c(x, u)%(p, A.X+B.u> es
concavo en u para cada x y p, y por lo tanto su maximo estd dado por

o _ 0 ae. [0, T].
all -
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En efecto _’
H{x,p,u,) + u.(H(x, D, uyz)— H(x, D, u'{)) < H(x, p,u, + p.(u2 -u, )) O<pu«l

q-p-q.
~c(x,u,)+(p,Ax+B.y,) +uf- o(x,u,)+{p,Ax+B.u,) +c(x,u,)-(p,Ax+B.y, ))s

S—C(x,u1 +1,L(u2 —ul))+<p, A.x+B.(u1 +H(uz _ul)»

—c(x, u1)+ ;,L(c(x, ul)—c(x, uz))+(p, A.x+B.(u1 +u(u2 —ul))) <
<—c(x,u, +pu(u, —ul))+<p, Ax+B(u, +p(u, —u))
—-C (x, u1)+ u.(c(x, u,)- c(x, uz)) <-c (x, u, + u(u2 - ul)) O<pxt

1 1
—E-<u1,P.ul>+<ul,Q.x>—§-<x,R.X>+%.<u,P.ul>+u-(ul,Q.x)+%~<x,R.x>-—

—%-(uz,P.uz)—u-(uz,Q.x>—%~<x,R.x>\s

S—é—-(u, +p(u, —u ) Pu, + e, —u )~ (v, + (o, —u}),Q.x)-—%-(x,R.x)
——-(ul,P.u1>—(ul,Q.x>+£-<u1,P.ul>+u-(ul,Q.x>+-g—»<x,R.x)—

1 1
-—--<u2,P.u2>—u-(uz,Q.x)—%-<x,R.x> < —5-<u1,P.u1>—E'u.<u1,P.u,2>+

2
N 1 2 l'1’2 1
+%‘<1,1.1,P u1>“‘2"H<“2>Pul>_%<uzapu2>+7<u2>P‘ll>+§'“<u1’Pu1>+
2 2
+E2—~<u1,Pu2>—“7<u1 Pu,} <u1 Qx)—p.(u2 Qx>+u<u1,Qx)
d.p.q.
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dp.q.. ((uz,P.u2>—2-(ul,P.u2>+<u1,P.ul>)-(}12 —p) <0
d.p.q. ((uz,P.u2>—2-(ul,P.u2>+(ul,P.u1>)-u-(u—l) <0

dpq. (u,,Pu,)-2-(u,Pu,)+(u,Pu) >0

(uz,P.u2>—2°<u1,P.u2>+<ul,P.ul>=
=(u,,P.u,) +{u,Pu)—(u, Pu,)—(u,,Pu,) =
(u,,P(u, —u, ))+(u, —u,,Pu,) =

(u P(ul 2) < (u2—ul),u2>=

(u, Pu, ~u, ) +(P(u, —u,),-u,)=

(u1 u,,P(y, - u2)> 20 pues P es semidefinida positiva

1

luego resulta que el sistema hamiltoniano es céncavo en u para cada x y p, y por lo

oH
tanto su maximo estd dado por Y =0 ae.en [O: T].

Nos referimos a ternas de curvas (X, p, u) sobre el intervalo [0, T] como

- ternas extremales si:
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dx OJH - dp oH oH
—=—X,P, = :(: > N o4 =O -
" 3( p,w) " axXpu) N (x,p,u)

en casi todo punto del intervalo [0, T].

Una curva x sobre [0, T] se dice un extremal si es una proyeccion de una
terna extremal.

Proposicion 1

Un par trayectoria (i, ﬁ) es Optimo si y solo si (i, ﬁ) s una proyeccion de
una terna extremal ('i, P, fi) en c.t.p. del intervalo [0, T].

Prueba
Sea H(x, p,u)=—c(x,u) + (p, Ax+Bu)=
== 2w Pu) Qx)- - (x,Rx)+(p, Ax + Bu).
Si (X, ii) es un par Optimo, satisface el Principio del Maximo, luego
dp#0 tal que El'E=__§;I_—I—(X7p:u)-
P W gt ax
H(X,p,u)=0

H(X,p,u)<0 Vu (u es funcion de control admisible)

L oH _ _ _
De 1) y 1i1) resulta que —éu_(x’ o u)=0_
. — dx oH L
Como obviamente vale que X satisface —(Ez—ap resulta que (x,u) es

una proyeccion de una terna extremal.
H es un polinomio homogéneo de grado dos, luego se puede escribir.
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'H(V+AY)=H(Y)4_”Z%IH—’A% +H (ay)

H (y + Ay)= H (y)+ (VH, Ay) +H (Ay)
en efecto

H(y)= ZC,, viy; =(v.Cy)
luego

H(y + Ay)=(y + Ay, C(y + Ay))=(y + Ay, Cy + CAy)

H(y + Ay)= (v, Cy)+ (Ay, Cy) +(y, CAy) + (Ay, CAy)

H(y + Ay)=(y, Cy)+((C +C" )y, Ay)+ (ay, Cay)
veamos que VH = (C +CT )(y)

| -2 2 (20 )12

VH = (e, Cy)+_ (y.Ce,)= (ei 5 (C +C' )(Y))

vH(y)=(C+C")(y)

luego
oH
H(x+A Ap,u+ Au)=H(x, p, —AX; + —A
(x+Ax, p+ puf u)= (xpu)+zax leap ;aui u, +
+H(Ax, Ap, Au)
A lo largo de la terna extremal (i, D, ﬁ)
Hepo=-0o B A x_H
B dt  ox dt  op
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en consecuencia

H(x + Ax, p+Ap,u+Au)= H(X,p,u)—i%-Axi +i%-Api +H(Ax, Ap, Au)
i=l i=l i

Si consideramos cualquier trayectoria del sistema que satisface
x(0)=%(0) y x(T)=xX(T) entonces Ax=x~X, Au=u-T1.

Puesto que H(X, R u) = —C(X, u)+ (ﬁ, Ax+ B.u)
H(Ax, 0, At)= —c(Ax, Au)
sigue que

I;c(x, u)-dt— J.OTC (x,u)-dt=
- ; (- H(x, B, u)+ (P, AAx + B Au)+ H(X, B, 1)~ (p, AX + B0))-dt =

= [ (-Hlx, 5, u)+ H(Z, 5, 5)+ (5. AAx + B.Au))-dt =

= .OT (<%§—, Au> - H(Ax, 0, Au)+ <§, %f—)) -dt =
T T( [dp _ dAx

= Ax, Au)-dt + — AX)+({p,— ) |-dt =
Jy el u) L)(<dt > <p dt >)

:_':c(Ax, Au).dt+j;§t-(p', Ax)-dt =

= [ e(Ax, Au)-dt +(B(T) x(T)-=(T))- (5(0) x(0)-%(0)) =
- .':c (Ax, Au)-dt +(B(T),0)—(p(0),0)=
= :OTc(Ax, Au)-dt 20  pues (AX, Au)

Ax(0)=Ax(T)=0
y  v(0,0,T)>0

sigue que
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I;c(x, u)-d‘t > I()Tc(i, ﬁ)~dt (3(', ﬁ) es optima

Proposicion 2

Supongase que (X, p, u) es una terna extremal.

Entonces |, ok, )-dt =—--(p(t) x9) - >+ (p(0), x(0)

_1
2
Prueba

H es un polinomio homogeneo de grado dos

A= A N[N [
H(X+Ax,p+Ap,u+Au)—H(x,p,u)+<ax,Ax>+<ap,Ap>+<au,Au>+H(Ax,Ap,Au)

Si Ax =X, Apﬁp, Au=u

H (2x,2p,2u)=2.H(x,p,u)+ <% x>+ <-66%,p>+ <%%u>

Como H(2x 2p, 2u)= 4.H(x, D, u) resulta:

2H (x, P, u)= <%XH—, x>+ <%—§— p>+ <%u}—1, u>_

En particular a lo largo de las ternas extremales
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2H (x(t), p(®), u(®)) = - <%I-§- X(t)>+ <%§ p(t)>

De aqui
2.f, elx, u)-dt = [ ~2H (x(t), p(t), u)+ 2(p(t), Ax +Bu)-dt =

T/d dx Td
[ <d_f,x>+<p, ?.1?> = [ (P x)-dt = (p(0,X0) - (POLXO)) cqp

El estudio de optimales se reduce al estudio de extremales y el subsecuente
analisis se divide en dos casos que dependen de la estructura de P. Llamamos al
problema regular si Nu P = 0 y singular si NuP #0. Cuando los elementos de P

varien con el tiempo exigiremos que P~ (t) es acotada p.c. te [0, T], para el caso
- regular. Esto es, exigimos que P(t)>8>0 para alguna matriz constante

8 vtelo, T].
Si P(t)>8>0 pa matriz constante & p.c. Vte[0,T] entonces

P (1)< pec. telo,T]. ‘
En efecto, sea L una transformacion lineal tal que:

(i) L. 8 L=1Id.
(ii) L'P)L=D

donde D es la siguiente matriz diagonal

p=| P 0
0 0 - p,

L'(Pt)-8)-L=(L,L,...L, ) (P()-8)(L,L,...L,)=
=L,'(P(t)-8)-L, +L,' (P(t)-8)-L, +...+L,' (P(®)-3)-L,

53

LR A T B T e
SR v RSN e e



Como L,'"(P(t)-8)-L,>0 Vi=1,...,n pues P(t)—8>0 resulta

L'(P(t)-3)L > 0

L,"(P(t)-8)L > 0 = L'P(t)L-L'8L > 0 = D-1d > 0

Entonces p; = 1 1<i<n

Ademas de (1) (11) sigue que

L'P().(@L)" =D
L' P (1)) =D
( 3\
LI
Py
- lo L 0
donde D= 0
02 -
0 0 .. L
\ pn)
1
De (1) (ii)ydelhechodequep—ﬁl
P1 P2 P

entonces de (111 ) (1v)

1S1_<_Il Sigueque

d-D=L"8" L) -L" P ()@Y =L -P ()IL)

d-D>0 = L -P ' @)L) >0

L5 -P()(L)) > 0

§T—P(t) >0 = P'(t) <& Vvte[0,T]
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cH -
En el caso regular E= O tiene una tnica solucion dada por

u(x,p) =P (B"p-Qx)-
H(x, p,u)=~c(x, u) +(p, Ax + Bu)

H(x, p,u)=— %(u, Pu) - (u, Qx) - %(x, Rx)+(p, Ax + Bu)
H(x,p,u)=— %(u, Pu) - (u, Qx) - —;—(x, Rx) + (p, Ax) + <BTp, u>

—£:(—i—(u, Pu)) = Dy — 2 Pty = [Pu,

izk

0
—(u,Qx)=|Qx
o (@) =[Q)

0 T T
gu—:<B P u> = [B pL
%=—Pu—Qx+BTp

: L oH : . .
S1 Nu P = 0, P admite inversa, o0 =0 tiene una tnica solucion dada por

u=P'(B'p-Qx) c.qp.
Por lo tanto nos referimos a u como la ley feedback optima. Luego las
trayectorias 6ptimas estan dadas por el hamiltoniano Hy(x,p)=H (x, p,u(x,p)).

Vamos a analizar este caso, donde P es acotada p.c. t€[0, T]e inferir

algunos resultados sobre unicidad de soluciones Optimas, intervalos de optimalidad y
propiedades sobre la dimension del espacio formado por los estados alcanzables.

Proposicion 3 [S]

Supongamos que ¢l unico extremal que se origina en 0 y termina en 0 T
unidades de tiempo mas tarde es el extremal nulo. Entonces para cada a y b en R®
existe una (inica trayectoria 6ptima X (t) que satisface X(0)=a y X(T)=b.
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Prueba

H, es una funcion cuadritica, el correspondiente campo simpléctico
oH oH
CHO =( 0o _ 0

T X
la terna exatfemal (x, p, u) con u dada por la ley feedback 6ptima.
Denotemos por (X (Xo > Pos t), p (XO > Pos t)) la curva integral de Hy, definida
por X(XO’ Po> O)’_‘ X0
p(XO’ Po> O)= Po

J es lineal, cualquier curva integral (x, p) es una proyeccion de

El correspondiente extremal x satisface

x(X,, Po» t)=x(X,,0,t)+x(0, p,> t) V(x,,p,)eR" x (Rn)‘
La aplicacion
P — x(O, Do> t) eslineal p.c. t>0.

En particular, el conjunto de puntos alcanzables a partir de a por los
extremales en T unidades de tiempo es X (a, 0, T)+ é((O Po> T) I Po € (R“ )}

El nucleo de la aplicacion p, —> X(O, Po> t) consiste de todos los
extremales que se originan en 0 y terminan en 0, T unidades de tiempo ma4s tarde.
Es facil ver que si p, — X(O,po, t)=0 vt €[0,T] entonces p, =0:

d .
si X(O, Po> t)‘—‘ 0 V1 entonces d_f =-A"p
Bu(t) =0donde u= P'I(BTp — Qx)
u=0 yporlotanto B .p=0
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<BTp, u> =0 Vu
<p, Bu) =0 Vu
(po. ™ (DBu())=0 vu

<p0 , I 0T¢-1 (t).B.u(t)> =0 Yu

Como el sistema es completamente controlable py = 0.
Supongamos que existen dos trayectorias Optimas X = X(a, po,t)

X = x(a, P ,t) con la condicion x(a, po,T)= x(a, P1> T)= b.

x(t) = x(a, po,t)= x(a, 0, t)+ x(O, Po> t)

x(t) = x(a, pl,t)= x(a, 0, t)+ x(O, Pis t)

x(2, po, t)-x(a, py, )= x(0, o, )= x(0,p,, 1)
x(a, pO’t)— x(a, P> t): X(O, Po —P1> t)

pero X (0, Po— p,,t) estal que X (0, Po — pl,T)= 0
por hipétesis x(0,p, —p;,t)=0  Vte[0,T].
Luego por lo anteriormente demostrado debe ser py = p1.

Entonces existe una unica trayectoria Optima X =X (a, po,t) que satisface
x(0)=a, x(T)=b.

Proposicion 4 [5]

Supoéngase que X(O, po,t) es un extremal no nulo que satisface
x(0,p,,t)=0 Vte[t,T], t, <T. |

_ al
Supoéngase que R(t, T)= {LTd) '(t)Bu(t)-dt : ueR §.
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Entonces la dimensién de R(t, T) no puede ser constante cuando t varia
en [0, T].

Prueba
Sea Lo(t) la aplicacion:

p, = x(0,p,, t), entonces es interesante examinar el nucleo de esta
aplicacion.

v(0,0,T) 20 = v(0,0,t) 20 p.c. te(0,T]. De aqui los extremales
son optimos en cada subintervalo (0,T] t<T (proposicion 1). (Esta observacién

también sigue del Principio de Optimalidad: segmentos de trayectorias éptimas son
también optimas)

Supdéngase que existe un extremal no nulo X (0, po,t) tal que
X(O, Po> t1)=0 pa t, 0<t;<T. Puesto que x es Optimo sobre [0,t;],

4y -
J.O c (x,u)- dt =0 donde u es el control obtenido por la ley feedback 6ptima.

Sea

x(0,p,,t) 0Lt<t,
y(=4,
t, <t<T

y(t) es la trayectoria quebrada de x. Es una trayectoria del sistema generada por la
funcion de control

) 0<t<t
(1) = u(t) 1
0 t, <t<T

T
sigue que ¥(0)=y(T)=0 y que fo C(y,'U)°dt = 0. Por lo tanto (y, v) es 6ptimo y
de aqui y es extremal.
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Sea p(0, po, t1) su ecuacion adjunta.

Si p1=p(0, qo, t;), entonces p; no es igual a cero puesto que Hy es un
campo lineal.

Sobre el intervalo [t;,T], —=-A"p y BTp=O, de aqui

dx ,
p= p(O, qo,t)z ((I)'l(t))T p, donde ¢(t) es la matriz fundamental de m =AX que
satisface ¢(t,,t,)=1.

Por lo tanto <p1 L0 (t)Bu> = 0 cualquier control admisible u y por lo tanto

(P J 4" @Bu) =0 ' o)

Luego p; anula a R(t;, T).

Veamos que la dimensién de R(t, T) no puede ser constante cuando t varia
en (0, T]:

dt,<t, y u=u <p1,LTd)'l(t)Bﬁ(t.)-dt>¢O 4)

T -
pues si para todo t < t; y para todo u <P1,L 0 l('f)Bu('[)> =0 tomando U que

genera X =X (0, po, t)

(bi.J, " Bu(v-dt) = (p,, 4" (©Bu()-dt+ | 4" (DBu(D)-dt)

(p,. x(T))={p,,x(®)) = {p,,x())=0 pc. t<t, = x()=q qeR
como X (t})=0 resulta x () =0 Vt<t, absurdo. Ademas R(;,T) < R(t, T).

 De (3) y (4) resulta que dim R(t;, T) < dim R(tp, T). De donde dim R(t, T) no puede
ser constante cuando t€ (0, T].
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Es bien conocido que si los elementos de las matrices A y B dependen
analiticamente de la variable tiempo, los conjuntos R(t, T) son de dimension
constante como funciones de la variable tiempo. En particular es el caso para los
sistemas autéonomos.

En efecto :

Sea  R,(t,T)= {f fcp" (t)Bu(t)-dt : u=u(t)es anauﬁca}

R, c R, veamos que R, =R

yeR=>3u=u(t) y= ItT(b'lBu(t)dt

“}’“Yxﬂ <g pa y = j0T¢°lBu1(t)°dt donde u; =u,(t)= Zuj(t)
i

ly-v|=

j fqyl (Bu(t)-dt - | th)-‘ (t)B[iu j(t)J-dt

-dt <

Il

LT 9 (t)B(u(t) - guj (t)] dt
[N RO T FORDIO

u-iuj(t)

=1

R;(t, T) es denso en R(t, T).

<! ¢*<t)B(u<t>—iu,-<t>]

0
u->u
j=1

a < [l ofpih-3u) -«

IN

Tomando

< ” o ""BSH(T ~ t) resulta que ||y - yl” <g -

Veamos que la dim R;(t, T) es constante.

Sea uy, w, ..., uy funciones de control analiticas tal que la correspondiente
solucion x;(t), ..., Xm(t) forman una base para R;(t, T).

x,(t,T)= [ ¢Bu,(t)-dt

Cada x; es una curva analitica de cada variable t y T.
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D =det (x1(t;, T) x2(t;, T) ... xu(t;, T)) es una funcion analitica de t;.

En consecuencia D =det ( xi(t;, T) xo(t;, T) ... Xn(t;, T) ) no puede ser
cero sobre un intervalo sin cero sobre el intervalo completo. ‘

Sea m = dim R,(t;, T). Si la dim Ry(t, T) no es constante como funcion del
tiempo 3t, tal que

R(t,,T) o R(t,,T) t,<t, dimR(t,, T)<m

El menor de orden m de R(t,, T) es nulo y también lo es sobre el intervalo
[t2, T]. Como D es una funcion analitica resulta nulo sobre [0, T], en particular sobre
t. D=D(t)=0 absurdo pues dim R;(t;, T) =m.

Luego la dim Ry(t;, T) es constante p.c.t € (0, T] .

Proposicion 5 .

Supongase que los elementos A y B son funciones analiticas del tiempo en
el intervalo (0, T). Si existe un extremal no nulo x (0, po, .) que satisface x(0,po, t;)=0
para algin t; en el intervalo (0, T), entonces t;=T. Mas aln, en ese caso ningin

extremal es Optimo sobre cualquier intervalo mas grande [0,T+g], £>0.
Equivalentemente no hay trayectorias optimas en [0,T +¢] .

Prueba

Sea x(0, po, .) que satisface que x(0, po, t;)=0 para algun t; en el intervalo
(0, T). Supongamos que t; < T. Luego por la proposicion 4 la dimension R(t, T) no
puede ser constante t € (0,T], absurdo pues A y B tienen por elementos funciones
analiticas. Luego t;=T.
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Veamos que ningin extremal es Optimo sobre cualquier intervalo mas
grande [0,T+¢€],e>0.

Sea x(0, po, T)=0 un extremal no nulo que satisface x(0, py, T)=0. Para
cualquier € > 0 la trayectoria quebrada

x(0,p,,t) 0<t<T
y(t) =
0 T<t<T+e

es una trayectoria del sistema cuyo costo es cero. Tal curva no es un extremal y por
lo tanto no es oOptima. Esto significa que existe una trayectoria (f(, ﬁ) tal que

2(0)=0 &(T+e)=0 y ﬁ+8°(i=ﬁ)-dt<0.Deaqui v(0,0, T +¢)=—c0

En general hay dos instantes de tiempo Tr y Ty, significativos, que son
importantes para la sintesis 6ptima [4].

El tiempo de Riccati Ty es el primer instante que un extremal no nulo que
se origina en 0 vuelve a 0, y el tiempo 6ptimo Ty es el primer instante que ningun
extremal es dptimo mas alla de To,.

Sigue que 0 <Tp <T, £ y que para cualquier tiempo T en el intervalo
[Tr, To] existe un extremal no nulo x(0, py, t) tal que x(0, po, T)=0.

R

Fig. 1 Optimalidad de extremales.
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Ejemplos vy la desigualdad de Wirtinger

El siguiente problema de optimizacion es elemental en calculo de
variaciones.

Ejemplo 1

o(Ldt

continuas x que satisfacen x(0) =a, x(T)=b.

o 1 er((dx)
Minimizar ~ _( =X"|-dt sobre las curvas absolutamente

Si hacemos & U entonces el problema se convierte en un problema de

control con una dinamica particularmente simple.
Esto es, cualquier trayectoria absolutamente continua que une ay b es una

1 1
trayectoria del sistema. Fl sistema hamiltoniano H(X, p) = 5 x? + 5 P’ en efecto

H(x,p,u) = —c(x, u)+ <p, %3:—>

H(x,p,u) = ——;—[(%X{) —x2J+<p, %>

1 5 1 5
H(x,p,u)=—x"——-u”+pu
(x, p,w) 5 > p

como - - =-u+p=0 entonces p=1u.

2

.x2+ .p

N |
N | -

de donde H(x,p)=

el sistema diferencial correspondiente es
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de donde
d*x

@

de aqui los extremales son

x=x(t)=A.sent+B.cost

en particular, los extremales que se originan en cero son x(0)=B=0 son
x(t)=A.sent. En t=7 es el primer instante en que un extremal no nulo vuelve a
Cero.

La fig. 2 es bastante familiar

-a) Para t<m cualquier punto que pasa\por t=T es alcanzado por un tnico
extremal que parte de cero.

b) En t=mn sélo el origen es alcanzado por un extremal que parte de cero.
Un punto b puede alcanzarse por un extremal que pasa por a s1 y solo sib = -a.
En efecto: sea x=x(t)=A.sent+B.cost

x(0)=a x(n)=b
x=x(t)=A.sent+B.cost
Como x(0)=B y x(n)=-B resultaque b= -a.

¢) En m+¢€ cada punto es alcanzado por un extremal que parte de cero pero ningin
extremal es Optimo sobre el intervalo [0, T+ 8], en vista de la proposicion 5.




"X & ' T=n

~v

Fig. 2 Punto Conjugado.
Ejemplo 2
. 1 T2 2 ) dx,
Minimizar "2*'_!'0 (u “Xz)dt sobre la trayectorlas‘ —d—t— =X,
dx,
dt
(Asumimos que a y b son puntos fijos de R?).
El sistema hamiltoniano H est4 dado por
1 1
H(x,,X,, P, Py, )= —Eouz +§'x§ +p,X, +Pp,.l
oH | s
De —é-"l— =0 resulta —u + p2 = 0, en consecuencia u = p,. En consecuencia
el correspondiente hamiltoniano Hy.
1 , 1 .,
Ho(xlaxzapn p2,u)= '2"p2 TP X, +’?j'x2

El sistema diferencial asociado
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% oH, dp, __OH, _

fonnd = X2 = — 0
dt  ap, dt  ox,
dx, oH, dp, oH,
—_— = = = - = - -+ = - —
&t op, P2 dt o, (pl Xz) P =X,

pl(t)z —0 donde a es una constante arbitraria.

2
d 722 =g-p—2~:—x2+a
dt dt
d’x,
32 +X, =0

X,(t)=B.sent+y.cost+a . con By v constantes arbitrarias

Como XL =x

omo dt | 2
X,(t)=-P.cost+vy.sent+at+d con una constante arbitraria &
X,(0) =x,(0) =0 implicaque y=-a

=5

Luego las ecuaciones quedan de la forma

x,(t)= oc.(t —sen t)+ B.(l —COS t)
X,(t)=o(l—cost)+B.sent

Para tales extremales, x;(t)=x,(t)=0 si solo st
I-cost sent al (0 ,
t—sent l-cost) \B —{o p-a. niimeros & y P
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Este sistema de ecuaciones tiene una solucion no nula si

(1-costf—sent(t-sent) =0
(1-cost’—sent(t-sent)=2—2cost—tsent=

t t t t t t
=4.sen’* ——2-t-sen —-cos—=2-sen—| 2-sen——t-cosS—
2 2 2 2
sigue que el determinante precedente es cero si

sen1=0 0 ZSenl—t-coslzo
2 2

t
La segunda condicién significa que tan 5 = 5 tiene solo la solucion nula

en el intervalo [0, 27:].

En t =27 es el primer instante en que un extremal no nulo vuelve a cero.

T .
En relaciéon a la proposicion 5 jo (u2 —xi)dt no admite trayectorias
Optimas cuando T >2m.

Cuando T <27 cualquier par de puntos a y b de R* pueden unirse por un
unico extremal.

Paraelcaso T =2m.

x,(21)=-B+2n0+8 x,(0)=-B+8

x2(21t)=y+ot x2(0)=—y+oc

Sigue que

x,(27)=x,(0)+2n0 ~ donde o es una constante arbitraria

X2(2n)= X,(0)

~ En consecuencia a puede unirse con b por una trayectoria Optima en
t =27 unidades de tiempo si y solo si:
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a, +2no =b,
a,=>b,

Usando la proposicion 2, el costo optimo es

~p(a), (V)= - (p(0), X0)) =
— [, 200,27+ %, 272 2) - X, 015, (0) - ,(0) p, 0)]=
= 2P+ 20+ Y-) (1 + o0 B (B X)) ]

Z%[aﬁ—haz—a8+YB~aB—Ba+a5—BY—aB]=mz

En particular cuando o= 0 ambas x; y x, por perioddicas y el costo 6ptimo
€s Cero.

X = tan —
2

PP{'

29 RE

Fig. 3 Interseccién de X = 5 con X =tfan )

Hemos mostrado la siguiente desigualdad:
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Supdngase que f es una funcién peridédica absolutamente continua con

2n
periodo 27 tal quej; fdt=0

2n 2n
Si f' e L2 [0, 271:] entoncesj; (f')z.dt < Io fdt
La igualdad vale en el caso que f(t)=7y.cost para un nimero arbitrarioy .
Esta desigualdad se debe a Wirtinger | 6 | y juega un papel importante en
los problemas isoperimétricos del calculo de variaciones. Para relacionar esta
t
desigualdad al problema anterior sea u=f entonces x,=f y X;(t)= jof-dt . X; €s

2r
periddica cuando fo fdt=0,
De aqui

0 e =xae= 2 (e -12)a > 0

a menos que X,(t)=y.cost.

3 El problema de extremo final variable

Es natural asumir que T>0 y que v(a, T) = inf;, . v(a, b, T) es finito para
cadaa € R". \
Sea R(T) el conjunto de puntos alcanzables a partir del ongen por las
trayectorias de (1) en T unidades de tiempo.

Para cualquier numero p, P R(t) =R(pT) de aqui
[lexuw.dt 20 Vxu) x0)=0.
En particular la trayectoria nula es éptima y por lo tanto P > 0.
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La condicion necesaria-para optimalidad es el Principio del M4ximo con
las condiciones de transversalidad. Esto es, si (X, U)es optimo entonces existe una

curva absolutamente continua P(t) definida sobre [0, T] que satisface:

dp _

oH oH
dt _&“(X’ D, ﬁ) E(Xa b, H) =0

donde H es el sistema hamiltoniano de la forma

H(x,p,u)=—c+ <p, Ax + Bu> con la condicién
(p(T),y)=0 VyeR(T)

Como suponemos que el sistema es controlable, la ultima condicién se
reduce a p(T) =0.

Una adaptacion a la proposicion 1 muestra que los extremales son 6ptimos.
Como en el problema con condiciones de contorno fijas (el caso regular) el sistema

hamiltoniano Hy esta definido pensando la‘ley feedback 6ptima u =P~ (BTp— Qx)
siempre que P>0.
Por lo tanto el problema de optimalidad se reduce a encontrar curvas

integrales (x(a, Po>* ), p(a, Po> )) de Hy tales que p(a, po, T)=0.
Similar al caso previo hay dos instantes de tiempo significativos T; y T,
definidos de la siguiente manera:
i .
T, =sup { T:jo o(x,u).dt>0  V(x,u):x(0)=0}
T, =sup { T:T <T, tal quela tnica trayectoria (x,u) x(0)=0

oy J OT c(x,u).dt =0 esla trayectoria nula }

Proposicion 6

(a) Si1T>T,; ningin extremal es 6ptimo sobre [0, T] y por lo tanto no hay
trayectorias Optimas.
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(b)  Los extremales son 6ptimos sobre cualquier intervalo [0, TJcon T<T,. - -

(¢)  SiT<T, entonces para cada a € R"; existe una tinica trayectoria 6ptima x
sobre [0, T] con x(0)=a.

(a) y (b) son resultados obvios.

Para probar (¢) notar que cualquier par extremal (x(a, po, t), p(a, po, t)) 1a aplicacion
Po =P (2, Py, T)es afiny p(a, poT) = p(a, 0, T) + p(0, po, T).

Sip(0, po, T) = 0 para algin P, € (R“ ) el costo a lo largo de x(0,p,,t)=0 en
t=T.

De aqui X(O, Po> t) =0 lo que implica que p,= 0.

Por lo tanto la aplicacion p, — p(a, po,T) es inversible y de aqui para
cualquier a € R", existe un unico p, tal que p(0, p,, T) = 0. El correspondiente
extremal x(0, p,, t) se toma como 6ptimo.

Es interesante notar que el tiempo T; es siempre menor que el tiempo de

Riccati Ty definido por el problema de extremos fijos.
En efecto: supongase que algun extremal x(0, q, . ) es tal que x(0, q, T) =0

para algun T con T <T,. Puesto que los extremales son dptimos sobre [0, T] (para el

) T
problema de extremos fijos) sigue que el correspondiente costo j . c(x,u).dt=0.

De aqui x(t) =x(0, q, t) y u(t) = PY(B'p(0, q, t) - Qx(t)). Por lo tanto (x, u)
es Optimo para el problema de extremo final variable y por lo tanto p(0, q, T) = 0.
Esto implica que q = 0 y por lo tanto x(t)=0 en [0, T].

Ejemplo 3

1er
Minimizar ”2‘_[0 (u® —x*).dt sobre las trayectorias de e =U con x(0)=a.

Sigue del ejemplo 1 que los extremales que pasan por cero estan dados por
x(t)=A.sent, p(t)=A.cost. De aqui el costo a lo largo de esto extremales es

1 1 1
iguales a E.X(t).p(t)-:—2~.A2.sent.cost=Z.A2.sen 2t Fl costo es un negativo
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C~ para 1= 5 De aqui el intervalo méas grande para el cudl los extremales son optimos

T
para este problema es [O» 5} , de modo que el intervalo de optimalidad es menor que

el correspondiente para el problema de contornos fijos.
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APENDICE

Las nociones siguientes se dan relativas al problema.

% =A(t)x+B(t)u
x(ty) =x°

V(xo ,u(s), x(-)) = % L :l (xT Q)x+u’ .R(t).u)dt

Definicién Una funcién de control U(*):[t,,t;]>R™ que genera la solucidn
X():[te, t, ] > R" X(to)zxo-

V(. 50, x()< VI, u(), )
Vu()e % (x°), esto es, para cada funcion de control admisible
u():[ty,t,]1>R™ que genera la solucion x(-):[ty, t,]>R™  x(ty)=x".

Principio del Méaximo

Sea H():R"xR*xR™ - R'

H(x,p,u) = ;—po (xT Qt)x + uTR(t).u)+ p’ (A(t).x +B(t)u)
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Si la funcién u es una ley de control dptima correspondiente a la funcién
: - o .y ) 1 . .
de estado X entonces existe una solucién no nula p(-):R" — R de las ecuaciones

adjuntas p(t) = —p,.Q(t).x —B'(t).p tal que:

: Max H(x, p,u)=H(x,p,u)
ORI
(i)  H(x,p,u)=0
(1ii) p,(t) = constante <0 Vtelty,t,]

donde u(-) es continua. Si u(*) es discontinua en te(ty,t,) (i)y (ii) valen en
u(t-0) y u(t+0).

Teorema de suficiencia de optimalidad

La funcién de control u(*):[t,,t,]—>R™ que genera la solucidon
x():[te, 1,1 > R™  x(t,) =x" es 6ptima en x° con respecto a X(abierto) cR" s

existe una funcion 7 (-): X = R’ de clase C’ tal que:

(1) Si u() gemera la solucién  x():[te,t,] > R™ x(t)=x" vy
x()eX Vtelt,,t,), entonces

lim 7)) _  lim 7~ (x(1))
t—t, ot

= 0

«- (i) - %(ET Q) x+u .R(t).ﬁ)+ grad' 7" (E(t)XATQ + BTu)= 0 Vtelt,,t,)
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(i) QDX+ ROuprgrad™> (OYAX+BTW20  vxeX

Yue¥%
donde %/ es el conjunto de controles admisibles.
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