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RECOPILACION SOBRE LA RECONSTRUCCION DE GRAFOS

INTRODUCCION

Después de haberse resuelto por la afirmativa la conjetura de los cuatro colores, los

desafios mas relevantes dentro de la teoria de grafos son: la caracterizacion de los

grafos hamiltonianos y la conjetura sobre la reconstruccion de grafos.

Este ultimo problema tiene su origen en el siguiente, publicado por Ulam en 1960,

aunque habria sido conocido desde 1929 (ver Harary, 1974):
Sean A y B dos conjuntos con p elementos, en los cuales se define una
funcion distancia d tal que d(a,a) =0 y d(a,b) =1 6 2 si a # b. Supongamos
que para todo subconjunto S de p-1 elementos de A existe en B un
subconjunto de p-1 elementos isométrico a S y que el niimero de distintos
subconjuntos isométricos a cualquier subconjunto de p-1 elementos es el
mismo en A que en B. ;Son isométricos A y B?

En términos de grafos el problema se plantea de la siguiente manera:
Si G y H son dos grafos sin bucles con vértices {u;, uy, ....... , Upt Y
{Vi, V2, oo , Vp} TEspectivamente tales que para todo i, los subgrafos G-y
y H-v; son isomorfos. ;Son isomorfos G y H?

Es facil ver que si p = 1 el problema carece de interés pues G-u; = H-v; = J y que si
p=2,K,y K, =2K,; no son isomorfos a pesar de cumplir con las hipétesis del

problema.

El hecho de que no se conozcan contracjemplos de grafos con mas vértices llevo a

formular la siguiente conjetura llamada de la reconstruccion o de Ulam:
Todo grafo G sin bucles ni aristas paralelas, con tres 0 mdas vértices es
reconstruible a partir de la familia de los subgrafos obtenidos eliminando un
vértice de G y todas las aristas incidentes en él.

Hasta el momento se ha comprobado, por procedimiento exhaustivo, su validez para
los grafos de orden 3 4 9 ( Kelly, 1957; Harary y Palmer, 1966 (a); Mc Kay, 1977 y
Nijenhuis, 1977). El problema también ha sido resuelto para algunas clases
especiales de grafos. El primero de estos resultados es el del afio 1957, cuando se
publico un trabajo de Kelly en el cual se demuestra que todos los arboles con tres o
mas vértices son reconstruibles.

También se sabe que son reconstruibles los disconexos (Chartrand y Kronk, 1970) y
segun un resultado de Bondy de 1969 (b), los separables sin vértices pendientes, pero
que no lo son todos los grafos infinitos (Fisher, 1969), ni todos los dirigidos
(Stockmeyer, 1975).

Ademas, siendo que G—v, = G-v;,se puede reemplazar la familia de los G-v; por

ladelos G-v;, ysi G es reconstruible podemos obtener G por complementacion
(Harary, 1974); por lo tanto los grafos disconexos o con complemento disconexo son



reconstruibles, este resultado fue enunciado entre otros por Kelly en 1957, Greenwell
y Hemminger en 1969 y Chartran, Kronk y Schuster en 1973.

Por su parte, Yang probd en 1988, que si los grafos no separables son reconstruibles
también lo son todos los grafos.

En consecuencia, para analizar la validez de la conjetura de la reconstruccién basta
limitarse a considerar los grafos finitos, de orden mayor o igual que 3, no separables,
conexos, con complemento conexo.

En 1976, Miller prueba que los grafos son reconstruibles con probabilidad 1 y
Harary y Plantholt conjeturan, en 1985, que casi todos los grafos pueden
reconstruirse a partir de tres subgrafos bien elegidos. Bollobas, en 1990, demuestra
la validez de dicha conjetura.

Es facil ver que solo dos subgrafos no son suficientes pues si consideramos
A =K,-{e}, la coleccion de subgrafos obtenidos eliminando un vértice de 4
es:

A= A;=K; y A; = A= P; peroapartir de A;y A, también se puede obtener
Ky;yapartirde 4,y A; o de A; y A, se obtiene K; + {e}.

El ejemplo que sigue muestra que no siempre cualquier terna de subgrafos vértice
eliminado determinan un unico grafo.

Sean

ambos tienen en comun los cinco subgrafos vértice eliminado siguientes:
. /l\ \J/\ i

y solo difieren en uno que, para G y H son, respectivamente, los siguientes:




En ambos casos, tomando los dos ultimos comunes y el que los diferencia se
reconstruye, salvo isomorfismos, el grafo original.

Por otro lado, Cvetkovic y Rowlinson en un trabajo de 1989, sostienen que en los
grafos fuertemente regulares puede llegar a encontrarse algin contraejemplo a la
conjetura de la reconstruccion distinto de K, y su complemento . Ver también Kocay,
1988.

La conjetura fue ampliamente estudiada, prueba de ello puede encontrarse en las
recopilaciones efectuadas por Harary, en 1974, la muy completa de Bondy y
Hemminger, del afio 1977 y un articulo de Nash-Williams de 1978, que ademas
contiene resultados originales. La ultima de la cual tenemos conocimiento es de
Manvel del afio 1988 que, junto con un borrador del mismo autor de 1986, al cual
tuvimos acceso, compendia los resultados obtenidos entre 1977 y 1987.

Otros trabajos dignos de mencion son, los de Holton, de 1978, 1983 y 1993, el de
Capobianco y Molluzzo, de 1978, que muestra interesantes ejemplos y
contracjemplos y el de Bondy del afio 1991 que recopila las distintas técnicas de
reconstruccion usadas a partir del citado trabajo de Kelly. Cvetkovic, en 1981,
recopila trabajos sobre el tema desde el punto de vista espectral.

También se han estudiado distintas generalizaciones y/o modificaciones de la citada
conjetura asi como varios problemas anélogos. Por ejemplo, eliminar aristas en lugar
de vértices o eliminar k vértices para k>2, suponer la existencia de vértices
distinguidos o de vértices coloreados, etc.

Cabe plantearse también la reconstruccion de G a partir del conjunto de sus
subgrafos vértice eliminado y no de la familia de éstos, asi como el de acotar el
numero de subgrafos considerados o tratar de reconstruir el grafo sabiendo de qué
clase es, por ejemplo, sabiendo que se trata de un arbol, un bipartido, etc.

Otro problema estrechamente ligado al de la reconstruccion es el de hallar, a partir
de los subgrafos ya mencionados, ciertas particularidades del grafo en cuestion, por
ejemplo, determinar su polinomio caracteristico o la sucesiéon de grados de sus
vértices o reconocer qué tipo de grafo es, etc.

Cuestiones similares a las indicadas pueden plantearse también para el caso de
grafos dirigidos.

Nuestro propoésito es actualizar las recopilaciones ya mencionadas agregando los
trabajos de los tiltimos afios, clasificarlos segiin la tematica considerada y por {iltimo
reunir en un solo trabajo toda la bibliografia relacionada con el tema, de la cual
tuvimos referencias. Para ello nos basamos en las recopilaciones ya mencionadas, los
comentarios de Mathematical Reviews y Zentralblatt fir Mathematik y las lecturas
de aquellos trabajos a los cuales tuvimos acceso.



DEFINICIONES Y PRIMEROS RESULTADOS.

Atln cuando supondremos conocidas las nociones basicas, para comprender con
mayor claridad el problema necesitamos dar algunas definiciones propias del tema y
establecer qué notacion usaremos.

El conjunto de vértices de un grafo G se indicara V(G), el de aristas E(G) y sus
respectivas cardinalidades por | V(G) |= Py | E(G) |= qg.

Un vértice de G se dice pendiente si en ¢l incide una unica arista y de corte si al
eliminarlo se aumenta el niimero de componentes conexas de G.

Un subgrafo vértice eliminado de un grafo G es el subgrafo G, obtenido
eliminando, de G, el vértice v y todas las aristas incidentes en él.

El mazo de un grafo G es la coleccion de todos los subgrafos vértice eliminado de G
y cada uno de éstos se dice una carta del mazo.

Una reconstruccion de G es un grafo H que tiene el mismo mazo que G.

Un grafo G se dice reconstruible si toda reconstruccion de G es isomorfa a G.

Se llama niimero de reconstruccion de G al minimo nimero de subgrafos vértice
eliminado que se necesitan para reconstruirlo.

Una clase de grafos se dice reconocible si toda reconstruccion de un grafo
perteneciente a dicha clase también pertenece a esa clase.

Una clase de grafos se dice débilmente reconstruible si toda reconstruccion de G
que pertenece a dicha clase es isomorfa a G.

Una clase de grafos es reconstruible si y s6lo si es reconocible y débilmente
reconstruible.

Se pueden dar definiciones similares para el caso en que se eliminan aristas, asi
como para grafos dirigidos, hipergrafos y grafos infinitos.

A partir del mazo de G y también desde el conjunto de los subgrafos no isomorfos
pueden deducirse ciertas caracteristicas de G.

Kelly, en su trabajo ya mencionado de 1957, observd que a partir del mazo es trivial
conocer el niimero de vértices de G y ademas di6 un lema que asegura que todo
subgrafo propio de G aparece, en G, el mismo numero de veces que en cualquier
reconstruccion de G. Considerando el caso particular en que dicho subgrafo es K,
demuestra que la sucesion de grados de G y de las reconstrucciones de G coinciden.
A partir de estos resultados, Bondy, en su tesis (1968) calcula el nimero de veces
que cada subgrafo propio de G estd en G y en particular el nimero de aristas y la
sucesion de grados de G.

Harary en 1974 calcula el nimero de aristas recurriendo a la formula q = Zqi/(p-2),
que puede obtenerse de pq = Zq; + Xd;, donde ¢; = | V(G,) | y d; indica el grado del

vértice 1.

También a partir del mazo puede deducirse lo siguiente:
El niimero de bloques (Harary, 1959).



La conexidad (Harary, 1964; Greenwell y Hemminger, 1969).

En particular, Harary muestra que G es conexo si y sélo si lo son al menos
dos de sus G,.

La dimension del espacio de ciclos (Harary, 1974).

El namero de vértices de corte (Harary, 1974).

Por otra parte, en 1970 (a) Manvel prueba, en su tesis doctoral, que a partir del
conjunto de subgrafos vértice eliminado se puede conocer:
El ntimero de aristas y el de vértices de corte.
El minimo grado.
El conjunto de grados.
La sucesion de grados, cuando ningan vértice de grado minimo esta en un K,
0 el minimo grado es menor o igual que 3, o el maximo grado es mayor o
igual que p-4.
La conexidad y arboricidad de G.
Si G es bipartido, es adjunto o tiene un 1-factor.

RECONSTRUCTIBILIDAD DE ARBOLES.

Como ya se ha dicho, la primera clase de grafos para la cual la conjetura fue resuelta
por la afirmativa, y la mas estudiada, es la de los arboles.

Determinar, a partir del mazo y también desde la coleccién de subgrafos vértice
pendiente eliminado, que G es un arbol es facil a partir del resultado ya mencionado
de Harary sobre la conexidad y recordando que G es arbol si es conexoy q=1p -1.

Por otra parte Harary y Palmer en 1966 (b), vieron que todo arbol es reconstruible a
partir de la coleccion de los subgrafos vértice pendiente eliminado. Bondy (1969 (a))
mejora este resultado demostrando que s6lo se necesitan los subgrafos
correspondientes a la eliminacion de los vértices periféricos (vértices extremo de
cadenas de maxima longitud).

En 1970 (a) en su tesis y en otro trabajo del mismo afio (b) Manvel demostré que los

arboles pueden ser reconstruidos desde el conjunte de los subgrafos vértice
pendiente eliminado, excepto para los dos pares siguientes:

e A e



En 1974 Nebesky mejora este resultado mostrando que, con las mismas excepceiones
que en el caso de Manvel, los arboles pueden reconstruirse a partir de un
subconjunto propio, convenientemente elegido de sus subarboles.

Tyurin prueba, en 1993 (a), que casi todos los arboles son reconstruibles desde el
conjunto de subgrafos vértice periférico eliminado.

En 1971 Nesetril demuestra que todo arbol asimétrico (aquél cuyo unico
automorfismo es la identidad) es reconstruible desde sus subarboles maximales
asimétricos.

Harary y Lauri (1988) muestran que si se sabe que 7 es un arbol, el nimero de
reconstruccion de 7" es menor o igual a 3.

Myrvold en 1988 mostré arboles que no pueden ser reconstruidos a partir de la mitad
de las cartas del mazo elegidas al azar, y en 1990 prueba que el numero de
reconstruccion de un arbol con cinco o mas vértices es 3.

En 1974 Harary conjetur6 que los arboles pueden ser reconstruidos desde los
subgrafos vértice de corte eliminado; en respuesta, Lauri (1983) observo que si se
sabe que se trata de un arbol y el grafo tiene a lo sumo dos vértices de corte, la
reconstruccion es trivial, reconstruy6 arboles con al menos tres vértices de corte
desde los subgrafos vértice de corte eliminado y conjetur6 que es posible reconstruir
arboles a partir de los subgrafos obtenidos eliminando los vértices de corte
adyacentes a los vértices pendientes.

Manvel en 1974 (b) demostré que los arboles con p > 6 son reconocibles desde la
coleccion de subgrafos 2-vértice eliminados y Giles, en 1976 (b) reconstruy6 arboles
a partir de los subarboles 2-vértice eliminados.

En 1981 Nydl construy6 arboles con 2p vértices que no son reconstruibles desde sus
subgrafos inducidos con p vértices y usando este resultado, en 1984 di6 cotas para la
cardinalidad de los arboles que se pueden reconstruir a partir de sus subgrafos
inducidos con n vértices, (ver también Taylor, 1985).

Greenwell y Hemminger, en 1969, mostraron que a partir de la colecciéon de los
subgrafos vértice pendiente eliminado se puede determinar si G es un arbol centrado
o bicentrado.

Bhave, Kundu y Sampathkumar en 1976, reconstruyen arboles desde sus imagenes
homomorficas, contracciones elementales y particiones elementales.

En 1979 Devadas y Sampathumar definen dos particiones del grafo G y prueban que
todo arbol puede ser reconstruido a partir de cada una de ellas.



Smolenskii (1962) prueba que un arbol puede ser reconstruido desde la matriz de
distancia entre sus vértices pendientes.

En 1985 Krasikov y Schonheim caracterizan los arboles que pueden reconstruirse a
partir de un mazo en cuyas cartas solo aparece la cardinalidad de las componentes
conexas de sus subgrafos vértice eliminado (paquete numérico). En 1985, Gavril y
Schonheim desarrollan un algoritmo que permite determinar si una familia de
sucesiones es el paquete numérico de algun arbol y en 1986 Ellingham, Krasikov y
Myrvold caracterizan tales familias. En 1993 Gavril, Krasikov y Schonheim
extienden los resultados mencionados.

En 1990 Nydl conjetura que todo arbol con p vértices puede determinarse a partir de
la coleccion de sus subarboles con ntimero de vérticesn=1, 2, ..., k, con tal que
k> p/2.

Taylor (1986 b) muestra que, para todo arbol 7', la clase de similaridad de un vértice
v, (esto es , el conjunto de todos los vértices del arbol que son imagenes de v por
algin automorfismo) puede reconstruirse a partir de la coleccion de todos los
subarboles ¢ con raiz, que incluyen a v y tales que [1] <|7]+1.

En 1991 Tyurin prueba que casi todos los arboles vértice y arista coloreados son
reconstruibles desde el conjunto de los subarboles vértice periférico eliminado
coloreados y describe aquellos que no lo son.

Kocay en 1979 (a) prueba que pares de arboles con al menos cinco vértices pueden
reconstruirse a partir del multiconjunto formado por los mazos de cada uno de ellos.

Otros resultados que no son especificamente de arboles pero que estan relacionados
con éstos son: el obtenido por Greenwell y Hemminger en 1969 donde se demuestra
que los adjuntos de los arboles son reconstruibles, el de Gupta de 1983, que
utilizando la reconstructibilidad de arboles desde sus subgrafos vértice pendiente
eliminado demuestra que el cuadrado de un arbol es reconstruible y el de Statman de
1981, que asocia a cada grafo un 4rbol etiquetado dirigido y establece equivalencias
con la conjetura de la reconstruccion.

OTROS RESULTADOS DE GRAFOS RECONSTRUIBLES ELIMINANDO UN
VERTICE.

A partir de que los grafos disconexos y los arboles con al menos tres vértices son
reconstruibles, puede deducirse que los grafos aciclicos son reconstruibles.

Siendo que la sucesion de grados de un grafo es reconstruible, es inmediato que los
grafos regulares son reconstruibles (Harary y Palmer, 1965; Greenwell y Hemminger,
1969). Lo mismo puede decirse de aquellos grafos en los cuales el entorno de algin



vértice v es reconocible, hay resultados elementales de ese tipo en trabajos de
Ljubchenko (1977), Bondy y Hemminger (1977), Mulla (1978) y Siran (1982).

Otro resultado ligado con el grado de los vértices es el de 1978, de Kac y Nesterova
quienes demostraron que los grafos con exactamente tres vértices con el mismo
grado son reconstruibles. En dos trabajos de 1982 y en otro de 1984 (b), Kocay
usando la nocién de automorfismo parcial reconstruye grafos “bigrados” en casos
muy particulares, ver también Lauri, 1987. En 1992 Stacho, da condiciones
suficientes para la reconstruccion utilizando la sucesion de grados y la similaridad de
los vértices.

En 1969 (b) Bondy mostré que ciertos grafos separables, por ejemplo los que no
tienen vértices pendientes, son reconstruibles y ademas conjeturé que cualquier grafo
con un numero suficiente de vértices pendientes puede ser reconstruido desde los
subgrafos vértice pendiente eliminado, pero Bryant en 1971 y Krishnamoorthy y
Parthasarathy en 1975 muestran la falsedad de esta conjetura.

Greenwell y Hemminger en 1969 muestran que, con algunas excepciones, los grafos
en los cuales no existen pares de ciclos con aristas comunes (cactus), con vértices
pendientes con reconstruibles a partir de los subgrafos vértice pendiente eliminado.
Algunas extensiones de estos resultados pueden encontrarse en Krishnamoorthy
(1976) y Krishnamoorthy y Parthasarathy (1980).

Bondy en 1969 muestra, trabajando en grafos con bucles y aristas multiples, que si G
tiene vértices de corte y p > 3 entonces se pueden reconstruir los bloques de G.
Krishnamoorthy en su tesis de 1976 reconstruye bloques criticos, esto es, bloques
tales que sus subgrafos vértice eliminado son separables, ( ver también
Krishnamoorthy y Parthasarathy, 1979 (a)). En 1979 Fleischner reconstruye bloques
arista criticos, esto es grafos G no separables tales que G-{e} es separable,
cualquiera que sea su arista e y en 1980 Krishnamoorthy y Parthasarathy utilizando
la nocion de “pruned center” reconstruyen ciertos grafos separables; lo propio hace
Anacker en 1988 para otra clase de grafos separables. En 1990 Anacker y Woldar
prueban que grafos separables cuyas “ramas” cumplen ciertas condiciones, son
reconstruibles desde los subgrafos obtenidos eliminando los vértices de dichas
ramas.

Chinn, en 1971, muestra que si un grafo G tiene alglin subgrafo vértice eliminado G,
tal que cada uno de sus subgrafos vértice eliminado G,, aparece sélo una vez como

subgrafo de G (k1), entonces G es reconstruible.

A su vez Dorfler en 1972 y Dorfler e Imrich, 1972, demuestran que grafos con
vértices adyacentes que tienen un entorno comun son reconstruibles.

Greenwell y Hemminger en 1973 prueban que siempre que el grafo G no sea
n-conexo, el mazo permite reconstruir las componentes n-conexas de G.



Los grafos planares maximales fueron reconstruidos por Fiorini (1978 (a)), Fiorini y
Manvel (1978), Fiorini y Lauri (1981) y Lauri (1981). En 1993 (b) Tyurin prueba la
reconstructibilidad de ciertos grafos planares.

Vinculados con el concepto de ciclos son los trabajos de Manvel, 1969 (b) y del
mismo afio de Geller y Manvel que prueban la reconstruccién de grafos uniciclicos y
de cactus. En este {iltimo trabajo hay un error advertido por Monson (1986), que no
invalida el resultado.

Manvel y Weinstein, en 1978 (ver también O’Neil, 1974) demuestran que son
reconstruibles los grafos cuyos ciclos tienen todos un vértice en comun. Le Fever y
Ray-Chaudhuri (1976) afirman que los “2-arboles” son reconstruibles. Visto que los
cactus, los grafos cuyos ciclos tienen un vértice comun y los 2-arboles son
reconstruibles, se deduce que los grafos tales que [E(G) = |[V(G)+1 son
reconstruibies.

En 1984 Dong y Liu prueban que los grafos que tienen algin subgrafo vértice
pendiente eliminado que es r-partido completo son reconstruibles.

En 1975 Dérfler demuestra que grafos que se obtienen como producto (cartesiano,
lexicografico, etc.) de otros grafos son reconstruibles.

Von Rimscha en 1983 estudia la reconstructibilidad de grafos perfectos.
En 1987 Lauri enumera resultados sobre el numero de reconstruccion de un grafo.

Harary y Lauri en 1987 demuestran que, si se sabe que G es un grafo planar
maximal, el numero de reconstrucciénde Ges 1 6 2.

En 1988 Harary y Plantholt muestran que, si se sabe que G es uniciclico y G no es un
ciclo, su nimero de reconstruccién es 1 6 2.

Myrvold en 1989 muestra que un grafo disconexo con al menos dos componentes no
isomorfas tiene namero de reconstruccién 3 y que si todas las componentes son
1somorfas el numero de reconstruccion es c+2, donde ¢ es el orden de cada
componente.

Manvel, en su tesis de 1970 (a), da los siguientes resultados: los grafos completos,
los totalmente disconexos, los que tienen una tUnica arista, los ciclos, los caminos
elementales y grafos con propiedades particulares de los grados de sus vértices son
reconstruibles desde el conjunto de sus subgrafos vértice eliminado.

En 1981 (a) Ramachandran considera la suma de los grados del entorno de los
vértices de G, y demuestra que los grafos para los cuales dichas sumas cumplen
determinadas condiciones son reconstruibles, define grado de una arista como el
numero de aristas adyacentes con ella y demuestra que los grafos que tienen todas las
aristas con el mismo grado son reconstruibles a partir del conjunto de los subgrafos
vértice eliminado.



Los grafos disconexos o con complemento disconexo también son reconstruibles
desde el conmjunto de los subgrafos vértice eliminado, segin Greenwell y
Hemminger, 1969 y Manvel, 1970 (a)y 1976.

En 1974, Arjomandi y Corneil, reconstruyen grafos uniciclicos desde €l conjunto de
sus subgrafos vértice eliminado y en 1979, Mironov hace lo propio para grafos con a
lo sumo dos ciclos.

En su tesis en 1970, y en un trabajo de 1976, Manvel demuestra que sélo se necesita
el conjunto de los subgrafos vértice eliminado para reconstruir grafos separables sin
vértices pendientes y Zhang, en 1990 da condiciones suficientes para la
reconstructibilidad de grafos separables.

Con anterioridad, Manvel, en 1972 (ver también su tesis, 1970) reconstruye grafos
planares externos maximales a partir del conjunto de subgrafos vértice eliminado
(ver también O’Neil, 1973). Giles, en 1974 (a) mejora este resultado para grafos que
no son triangulacion de un hexagono, demostrando que son reconstruibles a partir de
la coleccion de subgrafos obtenidos eliminando sélo los vértices de grado 2 y en el
mismo afio (b) reconstruye, a partir del mazo cualquier grafo planar externo. En
1976 (a) prueba que éstos pueden ser reconstruidos también a partir del conjunto
de subgrafos vértice eliminado. En 1980 Annigeri y Kulli reconstruyen los grafos que
son maximales entre los minimalmente no planares externos.

Godsil y Mc Kay en 1981 prueban que un grafo es reconstruible si todos sus
autovalores, excepto uno, son simples y los correspondientes autovectores no son
ortogonales con el vector que tiene todas sus componentes iguales a 1. Demuestra
también que un grafo es reconstruible si no tiene autovalores comunes con su
complemento. Hong en 1982 muestra que G es reconstruible si existe algin G, cuyos
autovectores no son ortogonales al vector que tiene todas sus componentes iguales a
1 y en 1985 generaliza este resultado mostrando que G es reconstruible si la matriz
de caminos de alglin G, es no singular.

Brigham y Dutton (1980) demostraron que los C-grafos (grafos que tienen un
completo maximal en el que inciden todas las aristas) son reconstruibles si y s6lo si
los grafos bipartidos son reconstruibles y probaron también la reconstructibilidad de
cierta clase de C-grafos.

Tyurin en 1987 muestra que los grafos “descomponibles” son reconstruibles.

Bange, Barkauskas y Host, en dos trabajos de 1987, muestran que si se sabe que G es
un grafo total entonces se lo puede reconstruir desde un Gnico subgrafo vértice
eliminado.

El problema de reconstruir un conjunto de k grafos a partir del multiconjunto

formado por la union de sus mazos (shuffled deck), llamado k-reconstrucciéon por
Kocay, fue estudiado por €l en 1978 y 1979 (b) y en colaboracién con Ball en 1978,
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cuando probaron que pares de grafos disconexos con ciertas caracteristicas
especiales son 2-reconstruibles.

En todos los trabajos mencionados se sobreentiende que la coleccion o el conjunto
de subgrafos con los que se trabaja corresponden a un grafo, pero otro problema que
se plantea y parece ser tan dificil de resolver como el de la reconstruccion en si, es el
de la legitimidad del mazo, es decir, el de saber si dada una coleccion de grafos con
p-1 vértices, la misma es el mazo de algiun grafo con p vértices. Planteos similares
pueden hacerse respecto de un conjunto de grafos con p-1 vértices.

Este problema fue planteado por Harary en 1969 y estudiado por Greenwell y
Hemminger en 1969, O’Neil (1970), Smadici y Smadici en 1972, Simpson (1974),
Bondy (1978) y dos trabajos de Ramachandran de 1979.

En 1982 Mansfield estudié la complejidad computacional del problema y en el
mismo afio Harary, Planthon y Statman afirman que el problema de isomorfismo de
grafos es polinomialmente equivalente al de la legitimidad del mazo para grafos
regulares.

Un trabajo reciente sobre este tema es el de Kratsch y Hemaspaandra de 1994.

ELIMINACION DE k>2 VERTICES . VERTICES DISTINGUIDOS.

En 1969 (a) Manvel conjetura lo siguiente: Para todo numero entero positivo k
existe un entero f(k) tal que todo grafo con al menos f(k) vértices es reconstruible
desde la coleccion de subgrafos k-vértice eliminado. El mismo Manvel, en 1974 (b),
lo prueba para grafos disconexos y k=2 con la excepcion de los grafos con dos
componentes, una de las cuales es un tnico vértice.

Nydl (1981) da ejemplos que muestran que si existe, dicho f(k) debe ser mayor o
igual que 2k+1, con lo cual mejora una cota dada por Manvel en 1974 (b), también
ver Taylor, 1986 (a).

En 1984, Nydl demuestra que para n >15, no todo grafo con [(3n+15)/2] vértices es
reconstruible desde sus subgrafos con n vértices y en 1985 demuestra que si G es un
grafo disconexo tal que todas sus componentes conexas son grafos completos y tiene
a lo sumo k.In(k/2) vértices entonces es posible reconstruirlo a partir de la coleccion
de sus subgrafos con n vértices.

Por otra parte, Miller en 1976 prueba que para todo 0<c<1, casi todos los grafos de
orden p son reconstruibles desde la coleccion de subgrafos con al menos [(p/2)(1+¢)]
vértices y Nydl en dos trabajos de 1992 muestra que no puede sustituirse la palabra
“casi” de la frase anterior por “todos”.

Si p>5, a partir de la coleccion de subgrafos 2-vértice eliminado es posible reconocer
los grafos uniciclicos, los regulares y los bipartidos y reconstruir los disconexos sin
componentes de orden p-1. Ademads, para p>6, en 1974 (a) Manvel ve que se
reconoce la conexidad del grafo y en 1982 Chernyak muestra que se puede
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reconstruir la sucesion de grados y reconoce cierto tipo de grafos desde los subgrafos
3-vértice eliminado.

En 1981 Nydl encuentra pares de grafos disconexos y de grafos uniciclicos con 2n
vértices que no son reconstruibles desde la coleccion de subgrafos n-vértice
eliminado.

En 1971 Manvel y Stockmeyer muestran que todo grafo G con p>5 vértices
etiquetados puede reconstruirse desde la familia de subgrafos vértice eliminado
etiquetados.

Harary y Manvel (1970) consideran grafos G parcialmente etiquetados con p
vértices, n de los cuales son no etiquetados, definen r(p,n) con el minimo namero de
subgrafos vértice eliminado que se requieren para reconstruir G y dieron los
siguientes resultados:  1(p,1) = 1(p,2) = 3; 1(p,3) = t(p4) = 4y rp,n) =
[(n+1)/2]+2 si 1 < n < p-1, ademas conjeturaron que r(p,n)=npara5<n<p ylo
verificaron para p <7. Se puede ver (Bektasov y Kurmanalin, 1976) que 1(p,0) = 3.
Mironov prueba, en 1981, que la conjetura de Harary y Manvel vale paran< 5y en
1988 la prueba paran =6.

Huang, Wang y Wu en 1981 prueban que un grafo con exactamente 5 vértices no
etiquetados puede ser reconstruido desde los subgrafos vértice eliminado obtenidos
por eliminacion de esos vértices y Huang y Wu en 1981 mejoran ese resultado
viendo que es valido para grafos con 6 vértices no etiquetados. En 1988 Huang da un
meétodo nuevo que simplifica la demostracion de este resultado.

Wang en 1983 muestra que grafos con n vértices no etiquetados, n =5 6 n = 6,
pueden reconstruirse a partir de n subgrafos vértice eliminado, n-1 de los cuales
resultan de la eliminacidon de vértices no etiquetados y 1 de la eliminacién de
cualquiera etiquetado.

Otros trabajos sobre grafos parcialmente etiquetados en que se dan nuevas
conjeturas, manteniendo las etiquetas en los subgrafos vértice eliminado son los
siguientes: Cai, 1983; dos trabajos de Zhu de 1984; Gong, Shao y Ye de 1985; Gong
y Ye del mismo afio y Shao, Yao y Ye de 1986.

En 1987 Huang y Shao muestran que, sin =3 6 n = 4 y se conoce el niimero de
aristas de G, se puede reducir a 3 el numero de subgrafos vértice eliminado
necesarios para reconstruirlo.

En 1988 Yao prueba que si n = 5 y se conoce la sucesion de grados del grafo el
mismo es reconstruible desde 3 subgrafos vértice eliminado cualesquiera y conjetura
que si  n =5 y haciendo la misma suposicion sobre la sucesion de grados, es
posible la reconstruccion a partir de n-2 subgrafos vértice eliminado arbitrarios.

Hyyr6 en 1968 muestra que grafos bipartidos y bicoloreados son reconstruibles.
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Weinstein, en 1975, prueba que un grafo coloreado es reconstruible si un mismo
color aparece a los sumo en tres vértices.

En 1982 Wang da condiciones para la reconstructibilidad de los grafos n-coloreados.
En 1987, Shao y Ye muestran que un grafo n-coloreado es reconstruible cuando
n=p-4.

Manvel, en 1970 (a), conjetura que grafos vértice coloreados con al menos tres
vértices son reconstruibles.

En 1985 Harary formula una conjetura sobre la reconstruccion de grafos con aristas
signadas y prueba que es equivalente a la de la reconstruccion.

Taylor (1987) demuestra que los grafos vértice coloreados son reconstruibles si y
solo si los grafos son reconstruibles.

Los trabajos ya citados de Manvel y Weinstein (1978) y Giles (1974 b) emplean
resultados de grafos coloreados para sus demostraciones.

Kocay, en dos trabajos de 1980, muestra que dado un grafo G, un vértice v de G y un

grafo g con raiz, tal que |g| < 3, se puede reconstruir el nimero de subgrafos de G
con raiz en v, isomorfos a g.

RECONSTRUCCION DE INVARIANTES DE GRAFOS.

En 1984 Das prueba que si un grafo G posee ciertas propiedades puede determinarse,
a partir del conjunto de los G,, el nimero de subgrafos de G isomorfos a un grafo X
con 3 ¢ 4 vértices y la sucesion de grados de G.

En 1990 Taylor muestra que para todo grafo G con un nimero de vértices
suficientemente grande, la sucesion de grados de G estd determinada por sus
subgrafos k-vértice eliminado, donde k > 3.

Myrvold en 1992 prueba que si p > 7 es posible reconstruir la sucesion de grados de
G a partir de p-1 cartas elegidas al azar.

Tutte expuso en 1977 y publicé en 1979 un trabajo sobre la reconstructibilidad de
ciertos parametros, a saber: el numero de 1-factores, el numero de ciclos
hamiltonianos, el nimero de subgrafos cubrientes con determinadas caracteristicas,
asi como otros relativos a varios polinomios de grafos, entre ellos el polinomio
caracteristico. Los resultados referidos al polinomio caracteristico fueron extendidos
por Godsil en 1992. Pouzet, en 1977 y 1979 relaciona el polinomio caracteristico
con el nimero de ciclos hamiltonianos mostrando que si uno es reconstruible lo es
también el otro.
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Kocay, en dos trabajos de 1981 y en otro de 1982 (b) presenta un algebra de grafos
para clarificar algunos de los trabajos sobre reconstruccion de polinomios de grafos y
esta linea es seguida por Taylor en 1985.

En 1975 Cvétkovic y Gutman reconstruyen el polinomio caracteristico desde los
polinomios caracteristicos de los G, si se conoce un autovalor de G; otro trabajo
relacionado con el tema es el de Simic de 1992.

Dedo en 1981 muestra que los polinomios caracteristicos de los grafos adjuntos son
reconstruibles.

En 1979, Schwenk muestra, con ejemplos, que no es posible reconstruir un grafo a
partir de los polinomios caracteristicos de los G,.

En 1982 Farrell y Grell prueban que el “polinomio circuito” de G puede
reconstruirse a partir del polinomio circuito de los subgrafos circuito eliminado de
G.

Farrell y Wahid en 1987 reconstruyen un polinomio especial asociado con el grafo,
De Matas y Farrell en 1988 demuestran que la particion de un grafo puede
reconstruirse a partir del “polinomio estrella”, definido en un trabajo anterior por
Farrell y en 1991 Farrell da una relacién entre “F-polinomios” y la conjetura de la
reconstruccion.

En 1983 Salvi reconstruye ciertos parametros para los grafos bipartidos.
En 1993, Brattseva estudia la reconstructibilidad de ciertos invariantes numeéricos de

un grafo.

OTROS RESULTADOS SOBRE RECONSTRUCCION.

Bondy en 1969 (c) define una funcién clausura y prueba que todos los grafos sin
ciclos de longitud 3 6 4, se pueden reconstruir desde dicha funcién.

En 1982 Krishnamoorthy y Parthasaraty reconstruyen algunas clases de grafos
separables desde la coleccion de contracciones elementales.

Bhave y Sampathkumar en 1984 muestran que, con algunas excepciones, los grafos
disconexos son reconstruibles desde sus contracciones elementales e imagenes
homomorficas elementales.

Desde la coleccion de contracciones elementales, Ramachandran reconstruye en
1992 grafos conexos con p vértices y p+1 aristas y en 1994 cactus con al menos 5
vértices.

En 1984 Zelikovskij reconstruye grafos a partir de aplicaciones que consisten en
sucesiones de operaciones elementales (identificacion de vértices).

Ramachandran en 1984 (b) reconstruye la sucesion de sucesiones de grados del
entorno de cada vértice de cierta clase de grafos, a partir de las contracciones
elementales.
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En 1980 Kundu, Sampathkumar, Shearer y Sturtevant muestran que cualquier par de
grafos conexos puede reconstruirse desde sus concatenaciones, salvo excepciones
triviales.

Annigeri y Kulli en 1981 (a) prueban que un par arbitrario de grafos conexos es
reconstruible desde la clase de sus arista-concatenaciones. En otro trabajo del mismo
afio (b) muestran que los grafos disconexos son reconstruibles desde la familia de
grafos obtenidos identificando vértices pertenecientes a distintas componentes
conexas.

Sedlacek en 1979 estudia la reconstruccion de grafos desde sus arboles cubrientes y
Boyle en 1980 prueba que los grafos bipartidos completos y los subgrafos conexos
de K, son reconstruibles a partir de la familia de sus arboles cubrientes.

En 1981 Krischnamurthy da un algoritmo para reconstruir un grafo G a partir del
determinante de una matriz que es una generalizacion de la matriz de adyacencia de
G.

En 1981 y 1982 Yushmanov reconstruye grafos utilizando la matriz distancia.

Swart y Winter en 1986 estudian la reconstruccion de ciertos grafos utilizando el
concepto de matroide.

El conmutado (switching) de un grafo G en un vértice v se obtiene eliminando todas
las aristas de G incidentes en v y agregando todas las del complemento de G
incidentes en v. En 1985 Stanley prueba que todo grafo G tal que p no es maltiplo de
4 puede reconstruirse a partir del multiconjunto de sus grafos conmutados. También
trabajaron en el tema Krasikov en 1988 y 1994, Krasikov y Roditty en 1987, 1992 y
1994 y Ellingham y Royle en 1992.

Skiena en 1989 estudia la reconstruccion de grafos atendiendo al niimero de
cruzamiento de aristas, cuando éstas son segmentos de rectas.

En 1989 Mnukhin trata el problema de la reconstruccion en términos de las orbitas
de un grupo de permutaciones.

RECONSTRUCCION DE GRAFOS INFINITOS.

Como ya hemos indicado los grafos infinitos no son, en general, reconstruibles. El
tema que se plantea es, entonces, estudiar qué grafos infinitos son reconstruibles.

El problema fue propuesto, para arboles, por Harary en 1964 y Nash-Williams en
1967. En 1969 fue resuelto por la negativa por Fisher. A su vez en 1972 Fisher,
Graham y Harary e independientemente Nesetril, encontraron un contragjemplo mas
simple que ademas muestra que los arboles y los grafos disconexos infinitos no son
ni siquiera reconocibles. El contraejemplo en cuestion es el par (7, , 27, ) donde T,
es el arbol regular de grado ¥, .
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En 1974, Bondy y Hemminger muestran que un grafo infinito disconexo es
reconstruible si todas sus componentes son finitas o bien , si una de sus componentes
finitas aparece solamente un namero finito de veces.

En 1972 Nesetril reconstruye las forestas que no contienen caminos infinitos en una
sola direccion y Harary , Schwenk y Scott reconstruyen forestas casi k-regulares .

Ademas, en 1972 Harary, Schwenk y Scott conjeturan que los arboles localmente
finitos son reconstruibles, pero construyen una familia infinita de forestas
numerables, localmente finitas, no reconstruibles.

Bondy y Hemminger en 1974 observan que los arboles localmente finitos son
reconocibles y prueban que los tnicos reconstruibles, dentro de esa clase, son los que
tienen en cada vértice exactamente m caminos infinitos en una sola direccion,
para 1<m< ¥,.

En 1979 (b) Krishnamoorthy y Parthasarathy prueban que los arboles casi localmente
finitos son reconstruibles y muestran que hay forestas casi localmente finitas que no
lo son.

En 1981 Andreac muestra que los arboles infinitos, localmente finitos que no
contienen ninguna subdivisién del arbol regular de grado 3 o contienen un conjunto
finito de vértices del mismo grado son reconstruibles.

Andreae en 1994 prueba que los rboles infinitos con raiz son reconstruibles.
Thomassen en 1978 (b) muestra que los grafos infinitos, localmente finitos que no
contienen caminos infinitos en ambas direcciones son reconstruibles.

En 1982 (c) Andreaec prueba que los grafos infinitos casi k-regulares son
reconstruibles y en otro trabajo del mismo afio, (b), muestra, por medio de
contraejemplos, que no lo son los grafos infinitos conexos con complemento conexo.
Construye, también, para cada k, pares de grafos infinitos no reconstruibles con k
componentes.

Von Rimscha en 1984 obtiene resultados sobre la reconstruccién de grafos
numerables localmente finitos trabajando con el niimero de vértices de igual grado.

Nash-Williams en 1987 considera los grafos “p-coherentes” y prueba que son
reconstruibles si p > 3 y en 1991(b) lo prueba para p=2.

Las forestas con un conjunto infinito de aristas y sin caminos infinitos en una sola
direccion son reconstruibles desde el conjunto de los subgrafos vértice pendiente
eliminado, segin un resultado de Andreae y Schmidt de 1984. En el mismo trabajo
prueban que toda foresta infinita sin caminos infinitos en una sola direccién, con un
numero finito de componentes conexas es reconstruible y dan ejemplos que muestran
que no lo son aquellas con un niimero numerable de componentes conexas.
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En 1983 Schmidt prueba que un grafo infinito sin caminos infinitos tiene a lo sumo
dos reconstrucciones no isomorfas.

Otra generalizacion de la conjetura de la reconstruccién para grafos infinitos es la
llamada conjetura de la H-reconstruccion:

Dados dos grafos, G y H si G, = H, entonces cada uno de ellos es isomorfo a un
subgrafo inducido del otro.

Bondy y Hemminger (1975) prueban que los grafos disconexos son H-reconstruibles
y en 1985 Schmidt hace lo propio para los grafos infinitos sin caminos infinitos.

En un tercer trabajo de 1982 (c), Andreae muestra que la sucesion de grados de los
grafos infinitos es reconstruible y que el nimero de componentes es reconstruible si
existe un vértice cuya remocién genera un conjunto finito de nuevas componentes.
Una generalizacion de estos resultados fue dada por King y Nash-Williams en 1994,

RECONSTRUCCION DE HIPERGRAFOS.

En 1974 y 1975 Faber estableci6 conjeturas sobre la reconstruccion de hipergrafos y
obtuvo resultados parciales.

Senge en 1985 muestra que, con una tnica excepcién, los hiperarboles pueden
reconstruirse desde el conjunto de hiperarboles cubrientes maximales.

En 1987 Kocay encuentra una familia infinita de 3-hipergrafos finitos no
reconstruibles y en 1988, junto con Liu, describen la construccion de una familia de
3-hipergrafos con 2" + 2™ vértices con n,m > 1, no reconstruibles.

Hashiguchi en dos trabajos de 1992 formula una nueva conjetura de la
reconstruccion para hipergrafos coloreados que, restringida a grafos simples, es
equivalente a la de Ulam y prueba que los contracjemplos encontrados por Kocay en
1987 no satisfacen las hipétesis de esta nueva conjetura.

En 1992 Kocay plantea una nueva reconstruccion de hipergrafos y prueba que cierta
familia de grafos autocomplementarios puede reconstruirse de esa forma.

Berge y Rado (1972) y Rado (1973, 1974) estudiaron la reconstruccién de
hipergrafos infinitos.

RECONSTRUCCION DE DIGRAFOS.

En 1966 (b) Harary y Palmer demostraron que todo 4rbol dirigido, con al menos 3
vértices pendientes es reconstruible y en 1967 probaron que todo torneo no
fuertemente conexo, con al menos 5 vértices es reconstruible y conjeturaron que la
condicién de no ser fuertemente conexo no es esencial.
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En 1970 Beineke y Parker refutan esta conjetura pues encuentran pares de torneos
con 5y 6 vértices, fuertemente conexos, con un mismo mazo.

Harary en 1974 establece la siguiente conjetura que excluye dichos contragjemplos:
Todo digrafo fuertemente conexo de orden mayor o igual que 7 es reconstruible,
pero en 1975 Stockmeyer encuentra un contracjemplo de 8 vértices. ,
Stockmeyer, en 1976 y 1977 construye torneos no reconstruibles con 2° + 2™
vértices para todo n y m no simultaneamente nulos. Este trabajo contiene un pequeiio
error corregido posteriormente por su autor. En 1985 Kocay presenta una nueva y
mas simple demostracién de este resultado. En 1984 (a), Kocay construye una
familia de digrafos no reconstruibles que resultan ser los de Stockmeyer, pero el
meétodo de construccion da nueva informacién acerca de tales digrafos. Otro enfoque
del problema puede hacerse a partir del trabajo de Kimble, Schwenk y Stockmeyer
de 1981.

En 1988 Gnanvo e Ille demostraron que los torneos con p = 7, sin “diamantes”, son
reconstruibles.

En 1981 (a) Stockmeyer muestra seis familias infinitas de digrafos no reconstruibles
incluyendo ejemplos de digrafos con a lo sumo tres componentes conexas no
necesariamente reconstruibles.

Stockmeyer en 1988 construye nuevas familias infinitas de pares de digrafos no
reconstruibles.

Ramachandran, en 1989, demuestra que digrafos que contienen algin digrafo vértice
eliminado con caracteristicas especiales son reconstruibles.

En 1990 Demaria y Guido demuestran que todo torneo “normal” T,, n > 5, es
reconstruible.

Gnanvo ¢ Ille prueban en 1992 que todo torneo de orden p > 6, en el cual todo
subtorneo sobre 4 vértices es hamiltoniano y transitivo, es reconstruible.

En 1967 Harary y Palmer demuestran que la sucesion de grados positivos es
reconstruible.

En 1973 Manvel prueba que para digrafos con al menos 5 vértices la sucesion de
pares de grados es reconstruible y en 1974 (a) y 1975 demuestra que el tipo de
conexidad de digrafos en las mismas condiciones es reconocible.

Ramachandran en 1981(b) formula esta nueva conjetura: un digrafo es
N-reconstruible desde la familia de subdigrafos vértice eliminado si se conoce el par
de grados de cada uno de los vértices. En este trabajo y en otro de 1983 observa que
todos los contraejemplos conocidos de la reconstruccion son N-reconstruibles y en
1981 (c) y 1984 (a) muestra algunos resultados sobre N-reconstruccién que incluyen
digrafos separables sin vértices pendientes.

Das en 1979 y 1981 presenta resultados parciales sobre reconstruccion de digrafos
aciclicos transitivos desde el conjunto de subdigrafos vértice eliminado.
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Pouzet en 1978 prueba que los torneos con solamente un tipo de subtorneos 2-vértice
eliminado son reconstruibles.

En 1994 Nash-Williams prueba con un contragjemplo que la sucesion de pares de
grados de digrafos numerables no es reconstruible.

En 1981 (b) Stockmeyer considera que un resultado sobre el problema de la
reconstruccion es significativo si es verdadero para grafos pero no para digrafos y
observa que son pocos los resultados que se encuadran en esta situacion.

RECONSTRUCCION DE GRAFOS ELIMINANDO ARISTAS

Asi como se ha planteado la posibilidad de reconstruccion de un  grafo a partir de los

subgrafos obtenidos eliminando un vértice, Harary en 1964, enuncio la siguiente
conjetura:

Todo grafo G sin bucles y sin aristas multiples, con cuatro o mas aristas es
reconstruible a partir de la familia de los subgrafos obtenidos eliminando una
arista.

De la misma forma que para la vértice reconstruccion daremos algunas definiciones.

Un subgrafo arista eliminada de un grafo G es un grafo G, = G - {e} obtenido
eliminando la arista e.

El arista mazo de G es la familia de todos los subgrafos arista eliminada de G.

Una arista reconstruccioén de G es un grafo A que tiene el mismo arista mazo que G.
Un grafo es arista reconstruible si toda arista reconstruccion de G es isomorfa a G.

Se dijo en el caso de la conjetura de la vértice reconstruccién que los grafos K, y 2K, no
son reconstruibles, ambos grafos tienen el mismo mazo. Algo semejante sucede en el
caso de la arista reconstruccion, los grafos K; + K3 y K ; tienen el mismo arista mazo,
como asi también los grafos 2 K,y K;+ K. No se conocen contraejemplos para grafos
con mas de tres aristas.

./_\.< T

K1+K3 K1,3 2K2 K1+K1’2

En 1969 Hemminger observa que la conjetura de la arista reconstruccién puede
reducirse a la de la vértice reconstruccion, pues la conjetura de la arista reconstruccion
es clerta si y solo si la de la vértice reconstruccion lo es para la clase de los grafos
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adjuntos. Si L(G) es el grafo adjunto de G entonces los vértices y las aristas de L(G)
representan respectivamente a las aristas de G y a la relacion de adyacencia entre ellas.
Es facil ver que el adjunto del subgrafo arista eliminada G, coincide con el grafo que
resulta de eliminar el vértice a en el adjunto de G, esto es L(G,) = L(G),.

Sibien se puede pensar que la conjetura de la arista reconstruccion es mas débil que la
de la vértice reconstruccion, el problema de la arista reconstruccién no es un problema
facil.

La conjetura de la arista reconstruccion es cierta para todos los grafos si lo es para todos
los grafos sin vértices aislados (Bondy y Hemminger, 1977 Y(Bondy, 1991).

El nimero de vértices aislados de un grafo G es arista reconstruible. Es fcil ver que si n
es €l minimo niimero de vértices aislados que aparece en la coleccion de los G, entonces
n es el nimero de vértices aislados de G si el mismo contiene un ciclo o una cadena de
longitud mayor o igual que tres,esn- 1 si por lo menos una de sus componentes es una
cadena de longitud 2 y n - 2 si todas son de longitud uno.

St H es una arista reconstruccion de G, G y H tienen la misma cantidad de vértices
aislados. Si G'y H' son los subgrafos obtenidos al eliminar todos los vértices aislados de
G y H, respectivamente, como G,= H, para todo e entonces G',= H', , por lo tanto si
resultara G'=H', G seria arista reconstruible.

Las clases de grafos que se han podido arista reconstruir son pocas y de estructuras
simples, tal es el caso de:

Los grafos regulares (Greenwell y Hemminger, 1969, Manvel, 1970 (a))

Los ciclos (Manvel, 1970 (a))

Los cactus*

Los k-regulares*

Los torneos*

Los grafos conexos con puentes pero sin cadenas de longitud mayor que uno que
unen un vértice de grado uno con otro de grado mayor o igual a tres*

*Greenwell-Hemminger, 1969.

Por otra parte en sus extensos trabajos sobre recopilacion Greenwell y Hemminger
(1969) y Bondy (1991) vieron también que los grafos disconexos con por lo menos dos
componentes no triviales son arista reconstruibles.

La condicion que pide al menos dos componentes no triviales resulta de considerar los
grafos 4K, + K5 y 3K; + K3 los cuales aun cuando tienen un mismo arista mazo no
son isomorfos.

[ ] [ ] L ] [ ]
4K, + K5 3Ky +K3
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Greenwell y Hemminger en 1969 prueban que los arboles son reconstruibles desde la
coleccion de sus subgrafos arista pendiente eliminada.

También se ha probado que son arista reconstruibles algunos parametros y propiedades
de los grafos, por ejemplo:

El niimero de vértices del grafo

La sucesion de grados (Greenwell y Hemminger, 1969)
La conexidad (Greenwell y Hemminger, 1969)

El niimero de subgrafos K, *

La arboricidad*

La arista conexidad *

La funcién conexidad*

Si G es bipartido*

Si G tiene 1-factor*

Si G es planar*

El nimero de arista cubrimientos y de arista independencia*
El numero cromatico*

Si es Hamiltoniano (Bondy, 1968)

* Manvel, 1970 (a).

Manvel (1970 (a)), ademas de dar algunos de los resultados anteriormente mencionados
reconstruye a partir del conjunto de los subgrafos arista eliminados:

La sucesion de grados

La arboricidad

El numero de componentes

La arista conexidad

El nimero de arista cubrimientos y de arista independencia
Si G es Hamiltoniano

Si G es bipartido

Si G es planar

Si G tiene 1-factor

Segun demostré Greenweell (1971) y luego Bondy y Hemminger (1977) si un grafo no
tiene vértices aislados la vértice reconstruccion implica la arista reconstrucciéon. La
demostracion muestra como determinar, salvo isomorfismo, los subgrafos vértice
eliminados de un grafo cuando se conocen los subgrafos arista eliminados y para ello se
vale de las “versiones arista” del lema de Kelly, 1957, y del de Greenwell y Hemminger
de 1973.

Este resultado permite probar la conjetura para los grafos regulares, los grafos
disconexos con dos componentes no triviales, los arboles y ciertos productos de grafos
(Dorfler, 1974) y también deducir la arista reconstruccion de algunos pardmetros como
el polinomio cromatico, el polinomio caracteristico, el niimero de arboles cubrientes y el
ntiimero de ciclos hamiltonianos. Ver también Manvel, 1970 (a).
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Se han obtenido resultados estableciendo la validez de la arista reconstruccién para
grafos con caracteristicas particulares. Asi, por ejemplo, Dérfler(1974) lo hizo para
grafos que contienen completos maximales de orden k, pero no de orden k-1 y los de
orden k gozan de cierta propiedad y en una comunicacion personal a Bondy (1991),
Hoffman (1977) la demostré en el caso en que P < & +1 - (1/( & +1)) donde & es el
grado minimo y P el promedio de grados .

Notables progresos fueron logrados por Lovéasz en 1972 y Miiller en 1977. Lovasz
prueba que la conjetura de la arista reconstruccion es valida para grafos con un nimero
de aristas q > (p° - p)/4, esto es, es valida para grafos con mas aristas que las que tiene
su complemento. Miiller mejora la cota para q > p.log, p.

En 1987 Krasikov y Roditty generalizaron el resultado de Lovasz de 1972 y en 1989
Alon, Caro, Krasikov y Roditty lo hacen con el de Miiller de 1977 en términos de un
conjunto X, un grupo de automorfismos de X y las 6rbitas de subconjuntos de X, dando
un leve fortalecimiento a la cota de Miiller.

En 1987 Godsil, Krasikov y Roditty y en 1988 Krasikov y Roditty extienden los
resultados de Lovasz y Miiller para subgrafos k-aristas eliminadas, k > 2. Otros
resultados sobre este tema fueron dados por Thatte en 1995 usando nuevas técnicas.

Del hecho de que el nimero méaximo de aristas de un grafo es p.(p-1) /2, se puede decir
que para p grande “casi todos” los grafos tienen mas de p.log , p aristas, en este sentido
Miiller ha probado que “casi todos” los grafos son arista reconstruibles.

Schmeichel en 1975 dio, empleando la misma técnica, una generalizacion del resultado
de Lovasz (1972), estableciendo una condicion sobre la sucesién de grados de G: “Si
d £d§...<d, y di+dyi > p paraalgun i, entonces G es arista reconstruible”.

Nash-Williams en 1978 establece el siguiente lema: Si un subgrafo cubriente G de K,
no es arista reconstruible entonces para todo subconjunto A de E(G) tal que
|Al = [E(G)] (mod 2) existe un automorfismo ¢ de K, tal que E(G) n E(¢ (G)) = A.

Este resultado esta relacionado con los grafos k-libres, cuya importancia para la arista
reconstruccion fue remarcada por Clapham y Sheenan en 1990. Un grafo G cubriente de
K, se dice k-libre para 1 < k < [E(G)|, si para todo subconjunto A de E(G) tal que |A| =
[E(G)| - k existe un automorfismo ¢ de K, tal que E(G) N E(¢ (G)) = A. Es decir que
si G no es arista reconstruible entonces G es k-libre para todos los valores pares de k. Por
ejemplo G =K;+K,, no es arista reconstruible, los unicos subconjuntos A de E(G)
son E(G) y el conjunto vacio y en ambos casos se cumple el lema de Nash-Williams.

En 1988, Hong obtuvo condiciones necesarias y suficientes para la arista reconstruccion.
Los grafos con mas de ocho vértices y tales que la suma del nimero de vértices de grado
minimo y el grado minimo es mayor o igual que p-1 son arista reconstruibles. Este

resultado es debido a Aleksajan (1979), quien da ademas otras condiciones equivalentes,
pero el trabajo es oscuro y con demostraciones incompletas.
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Los resultados sobre grafos planares son para casos muy especificos.

En 1978 (b) Fiorini demostré que los grafos planares 4-conexos con grado minimo 5y
los grafos planares maximales con grado mayor o igual que 4 son arista reconstruibles.
Lauri en 1979 lo hizo para aquellos con grado minimo 5 y Fiorini y Lauri en 1982 (a)
para los 4-conexos con grado minimo 4 y en otro trabajo del mismo afio (b) para
cualquier grafo de conexidad tres que triangula algunas superficies y cualquier grafo que
triangula el plano proyectivo. Ver también Fiorini y Lauri (1983).

En 1980 Swart prueba que si G es un grafo planar bigrado con caracteristica euleriana
mayor o igual que -1 o si G es bipartido o si G es adjunto entonces es arista
reconstruible. Ademas encuentra varias clases de grafos bigrados que son arista
reconstruibles.

Lauri (1987) en una recopilacion muestra técnicas de reconstruccién para grafos
planares bigrados.

En 1988 Zhao, Ch. establece la validez de la arista reconstruccion para grafos planares
de grado minimo 4 que no tienen vértices de grado 5y también para grafos planares G
que no tienen vértices de grado 4 y tales que el grafo G - S; es 3-conexo, donde S; es el
conjunto de vértices de grado 3.

Bamette en 1966 demostro que cualquier grafo planar 3-conexo tiene un arbol cubriente
con grado maximo a lo sumo 3 y Bondy (1991) comenta que este hecho podria ser
usado para demostrar que los grafos planares 3-conexos son arista reconstruibles.

Zhao, Y. en 1993 (b) prueba que los grafos planares bipartidos 3-conexos maximales
son arista reconstruibles.

Fan, trabajando con grafos planares, en 1993 prueba la arista reconstructibilidad de los
2-conexos de grado minimo mayor o igual que 3, en 1994 (a) lo prueba para los 3-
conexos de grado minimo 4 con lo cual queda demostrado que todo grafo planar con
grado minimo 4 es arista reconstruible y en 1994 (b) demuestra que los grafos 3-conexos
de grado minimo 3, tales que para todo vértice v de grado 3 G, es 3-conexo, son arista
reconstruibles.

Zhao, Ch. en 1994 prueba que los grafos planares 3-conexos que no tienen vértices de
grado 4 son arista reconstruibles.

En 1994 (b) Zhao, Y. prueba la arista reconstructibilidad de grafos planares
minimalmente 3-conexos y en 1995 la de los planares 3-conexos que cumplen ciertas
condiciones sobre los grados de sus vértices.

Zhao, Y. en 1993 (a) y (¢) y en 1994 (a) prueba que los grafos 3-conexos con grado
minimo 6a + 5 (a0 > 0) y con ciertas condiciones topoldgicas son arista reconstruibles.
En 1993 Vince y Yang, aplicando nuevas técnicas, presentan algunos resultados sobre
grafos bipartidos 2-conexos y 3-conexos con caracteristicas especiales.

En 1994 (a) Zhao, Y. demuestra que los grafos 3-conexos que triangulan superficies son
arista reconstruibles.

Brigham y Dutton en 1980 demostraron la arista reconstruccion de los C-grafos.

En 1987 Ellingham dio una recopilacion sobre la arista reconstruccion inspirada en los
resultados de Lovasz mostrando algunas técnicas: métodos algebraicos y el principio de
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inclusion exclusion y Ellingham, Hoffman y Myrvold demostraron que los grafos
bigrados son arista reconstruibles.

Bondy en 1991 presento los lemas de Greenwell y Hemminger y de Kocay en su versiéon
para aristas y de ellos dedujo resultados ya mencionados anteriormente respecto de la
arista reconstruccion del mazo, de la sucesion de grados, de los grafos regulares, de los
arboles, de los grafos disconexos y del nimero de vértices aislados.

Ademas considera la arista reconstruccion de grafos bigrados y grafos K 5-libres , ya
estudiados anteriormente, basandose en los conceptos de “movimientos forzados™ y
configuraciones “excluibles”. Estos conceptos ya habian sido usados por Hoffman
(1977) quien probd que un grafo es arista reconstruible si admite movimientos forzados
bajo ciertas restricciones. En el mismo trabajo Bondy presenta el lema de Nash-
Williams (1978) que considera una de las herramientas mas poderosas en el estudio de
la arista reconstruccion. Esta técnica basada en la de Lovasz y Miiller consiste en buscar
un isomorfismo entre un grafo G y una arista reconstruccion A de G considerando todas
las biyecciones entre los conjuntos de vértices V(H) y V(G). Explicita resultados debidos
a Nash -Williams que le permiten arribar a los de Lovasz y Miiller sobre cotas inferiores
para el numero de aristas que debe poseer un grafo para ser arista reconstruible.
También demostr6 los resultados ya conocidos por Caunter y Nash Williams en 1982
considerando los grados maximo y minimo en un grafo, a saber :

Un grafo de grado méximo A es arista reconstruible si p.Al(A- P21 < &P

Un grafo G de grado maximo A y promedio de grados P es arista reconstruible si
2log,2A)< P.

Un grafo G de grado minimo 3 y grado maximo A es arista reconstruible si
2logy(2A) <6+1 «(1/(8+1))

Si G es un grafo bigrado de grado minimo 8, 8 > 7 entonces G es arista reconstruible.

Las ideas de Caunter y Nash Williams (1982) y las de Ellingham, Hoffman y Myrvold
(1987) han sido usadas por Krasikov y Roditty (1990 (b)) para determinar condiciones
suficientes de la arista reconstruccion en términos del grado minimo y del promedio de
grados de un grafo cuyo conjunto de grados tiene cardinalidad 4, estableciendo que estos
grafos son arista reconstruibles si 8 < 8 o P > log,68. También probaron (1990 (a))
que el cuadrado de un grafo es arista reconstruible si el promedio de sus grados es por lo
menos 9.5.

Ellingham, Pyber y Yu (1988) demostraron la arista reconstruccion de los grafos K ;-
libres e indicaron que el método por ellos usado llevaba a la arista reconstruccion de los
Kin-libres si el grado maximo A > R(m), (nimero de Ramsey). Krasikov (1990)
mejora el resultado demostrando la validez para grafos tal que A > ¢;.m (log;m)*? y
para grafos con promedio de grado P > 2 log,m + logylog,m + ¢, , donde ¢, y ¢, son
constantes. Anteriormente Caro, Krasikov y Roditty (1985) mejoraron el resultado de
Miiller para los grafos K, ,, - libres.

Liu y Zhuang en 1994 probaron la arista reconstructibilidad de los grafos cuyos vértices
tienen grados 8, 8+ 1y &+ 2 para & > 8 y con restricciones sobre el nimero de
vértices para 3=7 y 5=26.
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Lovasz en 1983 probo que grafos con p vértices y por lo menos 2p aristas que contienen
un camino hamiltoniano son arista reconstruibles, para p suficientemente grande y
conjetur6 ademas que la condicion sobre el nimero de aristas podria ser eliminada.
Pyber en 1990 prueba la validez de esta conjetura, pero usando el lema de Nash-
Williams demuestra que si un grafo hamiltoniano G no es arista reconstruible debe
tener como minimo (247?) /p ciclos hamiltonianos.

Avellis y Borzacchini en 1988 generalizan resultados ya conocidos usando el concepto
de G-grafos que comprende grafos, digrafos e hipergrafos.

En 1990 Thatte conjeturé que toda sucesion finita de grafos conexos con el mismo
nimero de vértices y aristas puede reconstruirse desde la familia de sus arista mazo y lo
probd para algunos tipos de grafos. En 1992 Miklos muestra que no es valida para grafos
conexos cualesquiera y en 1993 Thatte la prueba para el caso de digrafos cuyo grafo
sostén es regular.

En 1994 Thatte demuestra que si su conjetura es valida entonces lo es la de la arista
reconstruccion.

En el area de los grafos infinitos se han hecho algunos progresos. En 1976 Thomassen
probo que para todo cardinal infinito ¢ existe un grafo infinito con ¢ aristas que no es
arista reconstruible. En 1978 (a) se preguntd si la reconstruccion implica la arista
reconstruccion para grafos infinitos numerables. Andreaec (1982(d)) contesta
negativamente al problema planteado por Thomassen y en otro trabajo en 1985 dié
varios teoremas acerca de la arista reconstruccion de grafos infinitos localmente finitos
con un nimero finito de componentes. En 1991(a) Nash-Williams recopilé resultados
referidos a la vértice y a la arista reconstruccion de grafos infinitos, presentando ademas
algunos problemas todavia no resueltos.
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