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£ 1. PRODUCTOS INFINITOS.

Sca dada una sucesidn {an}
ducto infinito al "producto

escribe

A, .d,ee.a

2

Si con P indicamos el prod

podriamos decir que el prod

te a un nimero p la sucesid

que
p

Sin embargo esta definicidn
tuviera un factor igual a c¢
comportamiento de los demas

més adecuada.

DEFINICION 1.1 Dada la suce

ﬁ
= a
Pn k=1 k

a) si a # 0 para todo n, e

nimero p # 0 tal que lim P,
n-+o

En tal caso p es, por defin
P

b) Si existe un numero n ta

el producto a, converge

I =8
ot

n

En este caso el valor del pz:

lan:

©
I =

n

al.az. . .an.

el

de nimeros reales o complejos. Se llama pro

de todos los elementos de la sucesién" y se

a

«©
I
=1 n

n n

. bl .
ucto parcial n-ésimo, esto es,

n
By.8y...a =k£1ak'

(o]
ucto infinito I _a, converge si

es convergen
n= :

n {pn} de productos parciales y convenir en

=18

a .
n

n

-
-

1

no seria acertada ya que todo producto que

ero seria convergente sin tener en cuenta el

factores. La definicidn siquiente resulta

’ ’ Ld )
sion {an} de numeros reales o complejos, sea

I producto a, converge cuando existe un

=18
—

P.
icidén, el valor del producto. Esto es,

I= an

o)
I

n=1

1 que para todo j > n es aj £ 0, se dice que

Si converge

roducto es, por definicidn

[e0]
M a..
j=n+1J




El producto
n

a, se dice d

=8
—

TEOREMA 1.1 La condicidn ned

ﬁ)

n=1

a

n Sea convergente es qu

>n0

n entonces

DENOSTRACION ¢

a, # 0 para todo 1i.

n .
Sea p = Il a . Por hipdtesis,

k=1 k

existe un w > 0 tal que lpnl

una sucesidn convergente sat

do € > 0, existe n

1 tal gue

lpn+k - pn‘ < EeM

Dividiendo la desigualdad pd

Supongamos ahora que para tg

2

n n, es la .a

n+l"%n+2" " %n4k

Tomemos ¢ =%, sea né el corre

s .a

n

Entonces

Por consiguiente

§ st

Por lo tanto si {p;} converge

Veamos que efectivamente {p;}

Supongamos que

ivergente si no es convergente.

resaria y suficiente para que el producto

le para todo € > 0, exista un n0 tal que si

a  -1| < g, para k =

n+k ‘1'2\-'3.Q.

a

n €S convergente.

o
Hl Podemos suponer gue

n

p, p # 0. Por lo tanto,

existe el lim p
n-»o n

> sinz2

w, no(w). Ademids, como {pn} es

isface la condicidén de Cauchy, esto es, da-

>

sinzn

1 entonces

1, para k = 1,2,3...

[4

v

r |pnl, nzn, Vn , se tiene que:

0 i’
a - 1] s EW ¢
n+k fp |
n
do € > 0 existe un Ny tal que para todo
—1| <g, para k = 1,2,3...

spondiente no, y consideremos el producto
-eea ’ sin > né.
g 5 para todo n 2 né
3
L < ' < =
= Ipnl = 2 hd

su limite es distinto de cero.

es convergente.




<

sea g o» 0y escribamos parg

«a
n

SN T

n suficientemente grande:

8, @, ...
1
%+ rb+2 n+1 n+k p ‘pn+k
Srarhre2s % P, <o
0 0 n
Multiplicando por |p;| se obtiene:
] ' ! =
[pn+k -p!l qe lpn| < e . para todo n z ng.

Esto es, {p;} satisface la ¢

coino hemos observado, su 1lim

o]
el producto Il a_  es converge

n=1

COROLARIO 1.1. Si a

1 n

es

=8

n

OBSERVACION 1.1 Escribiendo

e
forma an = 1 + u , la convergencia de Hl (1+un) implica, por el corola-
n=
rio anterior, que lim u_ = 0.
n->o
(o]
TEOREMA 1.2 Sea u 2z 0 para |todo n. El producto Il (1+un) es convergen
. n=
o0
te si y sbdlo si es convergente la serie | u .
n=1

DEMOSTRACION: Se tiene en cuenta la desigualdad
1 +x e

, f
la cual es valida para toda x real. (Esta desigualdad sigue del teo-
rema del Valor medio para f(x) = e¥X) f

n n
Sea S_ = ) u yp = I (1+u,).
k=1 k no k=1 k

Es evidente que:
(1.1) pn zZ 1 + Sn'

Por otra parte, teniendo en

te,  se tiene que:

ondicidn de Cauchy, luego es convergente y

ite es distinto de cero, lo que implica que

nte.

convergente entonces el lim a 1.

n>eo N

los factores de un producto infinito en 1la

cuenta la desigualdad mencionada anteriormen




p

0 = (1+ul).(1+u2

[ee]

)

n=1

Sea entonces u

, converg

_ Entonces, como {pn} es mond

desigualdad (1.1) se deduce g

1im p

n-oo

(1.1) se

-« >
Reciprocamente, si
n

no decreciente, de

DEFINICION 1.2 El producto

si es convergente el producto

OBSERVACION 1.2 Por el teor

solutamente convergente si

TEOREMA 1.3 Si el producto

a) (1+un) converge

=8
s

n
(o]

by I (1+un) converge inco
n=1

c) Cualquier reordenacidn c

DEMOSTRACION. a) y b). Supo

Il
1

n=

Esto es, (1+|un|) es co

dicidn necesaria de converg

>

para todo n n

0

|(1+|un ). (1+]u ).

n+2

De

](1+u Yo (1+u  _)...(1+u
! n+1l n n

+2

1A

b...(1+un)

S <

(o]
.

existe el 1im S
n -+

¢énte. Esto es,

n

tona no decreciente, es convergente y de la

e si p es su limite, p es distinto de cero.
p, p # 0, como la sucesidén {S } es mondtona
n

deduce que {Sn} es convergente. QED.

(o]
I (1+un) se dice absolutamente convergente
n=

=8
—

(1+Iun|).

=]

o]

ema anterior, el producto I (1+|un|) es ab
n=
@
y sblo si es convergente la serie leun .
nn=

(o 0]
1l (1+un) converge absolutamente entonces:
=1

n

ndicionalmente.

onverge al mismo limite.
[e ]
ngamos gue Hl (1+un) converge absolutamente,
n=

nvergente y por lo tanto se verifica la con-

encia: existe un n

para todo € > 0, 0

tal gue

L(+u ) - 1| <e, k =1,2,3...

n+k

)-1

<
=

ik (1+|un+1|).(1+|un+2[)..J1+[unHJ)—1|




B e TR Y

se ve que se verifica también la condicidn suficiente de convergencia

o0

para el producto II  (1+u, ),
n=

c) Sea kl’ k ,...kn,... una |permutacidn de los indices 1, 2,...n,... ¥ °

2

pongamos:

pn = (1+u1).(1+u2)... 1+un); p; = (1+uk ).(1+uk2)...(1+dkn).

Supongamos:

limp |[=p # O y 1im p; = p' # O.

n—+®° n-+®°

Probemos que p = p' de lo cuwal seguiri c).

Es posible calcular el cociénte pr'l/pn y, eliminando los factores comunes,

obtendremos:

. (1+uk1) (1+uk2) . (1+uk ) (1+ui )...(1+ui )
_n _ n_ 1 r
P, (1+u1)(1+u2)...~1+un) - (1+uh1)...(1+uhr) ’

u=)

i_<i_<...<i y h_<h_<...<h
12 r 1 2 r

donde k1 = kl(n) Yy h1 = hl(n) tienden a « con n.

Como

|uh1|+...+|u |
r

R PR B e A R T I -V B IR & R L P D -1—>0 o
1 r 1 T n->o
obtenemos E
1im (1+u, ... (1+u, ) = 1
n>e h1 ' hr ’
1
lo que implica que lim —= =|1, o sea, lim p' = 1lim p . QED.

nso P, nsc N n+oc N




TEOREMA 1.4 Si Vo

(%

0 para |[todo n, el producto I (1-v
s6lo si la serie

n=1

e~ 8
<

,) converge si y
onvergente.

DEMOSTRACION.

Supongamos qu

- 3

o] [ee)
e la serie ) v
n=1 n n=1

[e 0]
entonces el producto I (1-

|-v,| es convergente,
n=1

teorema anterior, es incond

v,) es absolutamente convergente y, por el

icionalmente convergente.
Para probar la reciproca us

aremos la desigualdad
-X
1-x e para x > 0.
Supongamos que Hl (1-v, ) c
n=

poner, prescindiendo de alg

IA

onverge. Entonces el 1im v

= 0.
nseco B
Sea

Podemos su-
Ll . ) )
unos terminos si fuese necesario, que 1—Vn> 0.

S

n = VitVgte.ev .
Considerando la desigualdad| anteriormente mencionada se tiene que:
(v 4V _ +...4v ) -S
Py = (1-v) . (lovy)eif(1-v ) s e ! 2 noe M
(o]
Ademas, como I (1-v,) conv
n=1

0 -
erge, existe lim p, =

= p > 0.
n-»co
Por consiguiente Sn no pued

=)
Y

e ser divergente, esto es, existe el
= 8.
n

1im
QED.

n->oo




4 2. PRODUCTOS FUNCIONALES.

Consideraremos productos in

donde a veces escribiremos:
a (z

n
con z perteneciente a una c¢

sucesidén de funciones holomo

TEOREMA 2.1 Sea {un(z)} una

(o]
que § |u (z)| converge uni
n=1 M
[o 2]
ces el producto H1(1+un(z)
n=

holomorfa en G, si ¢(z) es

4

g €EG si y sb6lo si existe

DEMOSTRACION. La ceonvergenc

[e o]
convergencia puntual de Hl

n

=
=B
—

p (z) (1+u, (z)) entonc
n

Debemos probar que la conve

lomorfa en G.

La hipbdtesis implica que ex

n

)

k=1|uk(z)|

Por otra parte, como pn(z)

n
lp,(z)]| = kE1(1+|uk(2)|

Escribamos

Pn(z)

finitos de la forma

T a(z)
n=1 D

)

1+un(z),

ierta regién G del plano complejo y {un} una

rfas en G.

sucesidn de funciones holomorfas en G tal

formemente sobre G a una funcidén ¢(z). Enton
) converge uniformemente a una funcidén F(z)
acotada alli. Ademis F(zy) = 0 para algin

no tal que 1+url (zo) = 0.

0

0

ia uniforme de leun(z)l en G implica la
n=

(1+u,(z)). Esto es, existe F(z) tal que si

es 1im p (z) F(z).
n*e Il
rgencia a F(z) es uniforme y que F(z) es ho-

iste una constante C > 0 tal que

< C, para todo z € G, para todo

n
= I (1+u, (z)), entonces
k=1
)
Z
) = ek=1luk( )| S eC = M

b (2)(1+u_(2)),




entonces

Como

lp,_;(2)u, (
los términes de la serie }p
de la serie M,J} luk(z)l, 1o
uniformemente convergente.

te a una funcibén F(z) que e

nes holomorfas. QED

En lo que sigue usaremos el

LEMA 2.1 Sea G una regidn s
una funcidn holomorfa no nu

ca de log F(z).

TEOREMA 2.2 El producto inf

[¢ ]
convergente la serie ) Lo

n=1
DEMOSTRACION: Sea
n
Py = kglak
Observemos que
n
p,. = 1
n k=1
(=]

Por lo tanto si la serie )

n={1

es convergente.
Reciprocamente: supongamos

11

n-

(z) = pn_l(z).un(z).

n
“P_1) = P + Z Pp_q - U lz)

k=2

z) | é‘M|uk(z)l,

" 1(z)uk(z) estdn acotados por los términos
gue implica que la serie Zpk_l(z) uk(z) es
Por consiguiente pn(z) converge uniformemen-

s holomorfa por ser limite uniforme de funcio

siguiente resultado:

implemente conexa del plano complejo € y F(z)

la en G. Entonces existe una rama holomdrfi-

» . ® : 4 b .
inito I an es convergente sl y sO0lo sl es
n=1

g o supuesto que a # 0 para todo n.
n

; S

n = kglLog ak

S
e = e " # 0 para todo n.

Log o es convergente, la sucesidn {pn}

ahora que

mp =p , P#O

@ o]

LTI, LT




Yy que

S =Logp + 1 2fnq ; 9 nimero entero.
n n n
Como
n
izl Arg o, = Arg p_ + 27q_
entonces
Arg 0Ln+1 - (Arg pn+l—Arg;%3 = 2Tr(qn+l—qn)
Como an+1 Y PP # 0 resulta que
Arg an+1+0
y que
A - A +0.
t9 p1+1 rd pn
Entonces
9h41” qn+0' (n>e).

Esto es, existe un nimero entero g y un entero n

do n > ng- Por consiguient

TEOREMA 2.3 Sea {an(z)} un

. Le
en una regidn G, tal que
n

(agqui log an(z) es una fun

cidn del logaritmo que puet

uniformemente acotadas all

verge uniformemente a una

(La demostracidén se deja a

EJERCICIO 2.1 Demostrar el

Sea {un} una sucesidn tal ¢

equiconvergente con la ser

Log(1l+u )
1. _ | gé)'
2 u 2
n

0
<) Sn converge a S = Log p + i2mnq. QED.

tal que 9,=9 para to-

5 sucesidn-de funciones holomorfas, no nulas,

log an(z) converge uniformemente en G

n==Js

1

~idén holomorfa obtenida con alguna determina-

e cambiar con n) y sus sumas parciales estan

0

i. Entonces el producto infinito Hlan(z) con
n=

funcidén p(z) holomorfa en G.

l lector).

siguiente resultado.

=2

que 0 < Ju_ | < 1. Entonces | |Log(1+u_ )| es
n n=1 n

(2]
ie )

. Iunl.(Sugerencia: Si 0 < |ug| < l/, en-

1




Z 3. TFOREMA DE WEIERSTRASS

Introduciremos las siguient

u U2 llp
+7 +"'+B
E(u,p) = (1-u)e (| para p=1,2,3...; uegC
Convenimos en que
E(u,0) = 1 - u.
2 o
Yy si <~aribimos pn(u) = u+§ +...+; sy no=1,2,3...
P (u)
E(u,n) = (1-u)e n
LEMA 3.1 Sea |u] s e <1 ylp =0,1,2... Entonces
1 +1
|Log E(u,p)) | R |u|®?
, - [+’ Zl'l
En efecto recordemos que en lz| <1, Log(l1-z)=- Zl oo
n=
Entonces
2 WP 2 fuld
Log E(u = Log([l-u)+u+5 +...+— = =
Por lo tanto
+1 j 1 +1
|lLog E(u,p)| s [WIP™" ] Jul’ = I—"|U|p : QED
j=0 €

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Sea

{zl,z ;-++} la familia de c

2

0 < !zl| < |z,| < cont

* a ay

5|

multiplicidad. Entonces exi

f(z)
dende m es el orden de mult

DEMOSTRACION. Observemos qu

nita 6 infinita. En lo que
pues los casos restantes es

mostracidn del teorema.

8
g
E
d
:
%
&
g

es funciones:

f(z) una funcidn entera y no nula. Sea

eros no nulos de f(z) ordenada de manera tal gque
ando los ceros tantas veces como su orden de

ste una funcidén entera g(z) tal que

m

., e8(2)

n=8

E(z/znln)l

n=1

iplicidad de 0.

e la familia {21'22""} puede ser vacia, fi-

sigue supondremos que la familia es infinita,

tdn contenidos en la argumentacidn de la de-

10




Probaremos primero que E

i =8

para todo R.

Fijado R, sea nO

El lema 3.1 implica, tomand
i

A
N

! |rog E(2/, ,n)|
n=n0 n n

(o)
Por lo tanto la serie .} I«
te en el circulo |z| = R.

Del Teorema 2.3 sigue que e

mente a una funcidn holomor

Como R es arbitrario, ¢(z) «

son los de f(z) y sdlo ello

Sea

h(z) =

entonces h(z) es una funcidi
jo. Segin el lema 2.1, exisf

es,

por consiguiente

tal que [z1

Z/z ,n) converge uniformemente en lz| = R,
n

| > 2R para todo n 2 n,-

1
b €=, que:

1A
e

(LY TS

=]
o

(=]
1 .
Iz/z ln+1 <27 (:)n+1’ si |z|
n n=ng <

x;E(Z/Z , N) converge uniforme y acotadamen-
n

[v2)
L producto Hl E(?/, , n) converge uniforme-
n= n

fa ¢(z) en |z| = R.

os una funcidn entera y sus ceros no nulos

Ly
D e

£(z)
E(?/ 5, n)

m C3) !
Z I

n=1

1 entera, sin ceros en todo el plano comple-

te una rama g(z), entera, de Log h(z).‘Esto

Log h(z) = g(z),

g(z)

h(z) = e . ‘ QED.

OBSERVACION 3.1. En la demostracidn se ve que la condicidn

(3.1)

Ne~8

n

. n+1l
12/, |

1 n

implica la convergencia uniforme del

T ¢
-1

n

Supongamos que exista g entero, g z 0 tal que

11

4
5
i
&
3
£
A
3
4
9
]




—
a0
.
N
~—
=

(La condicidén (3.2) dice que el crecimiento de f(z) no es muy rapido).

Entonces

IA
[}

o
lie~18

lLog E(%, ;q)l
nO n

B

A

para |z| = R.

e o]
Por consiguiente, 1 E(?/]
n=1

y ese producto puede reempl

trass.

Para tales g escribiremos:

"P(z

DEFINICION 3.1 Se llama "gé

It
=8

y el producto P(z)

ro p".

OBSERVACION 3.2 Si la fami]

verifica la condicidén (3.2

puede expresarse:

f(z)

donde P(z) es el producto ¢

(Esta es la forma que nos |

DEFINICION 3.2 Sea f(z) une

cial si existen dos constant

| £(4

2

°° +1 g+l 2 1
2N R TR S
n=n0 n n-nolz‘
n
1 ¢ 1
Ir|?"" 1
. n=n, lznlq+1

, q) es convergente en |zZ| < R para todo R,
n

[e o]
azar a I E(Z/Z , n) en el Teorema de Weiers
n=1 n

nero de P(z)" a b = inf Iqi ) 1 < wl

1 n=1|zn|Q+1 J

/, + D) se llama "producto candnico de géne-
n

lia {2z } de ceros no nulos de una funcidn £f(z)
n

, el resultado del Teorema de Weierstrass

= 2", eg(z). P(z)
inf{ 1

(o2
randnico de género py p = : 21 |——|q+1
= z
n

Q

n

interesara).

1 funcidn entera, f(z) se dice de tipo exponen

res A y B tales que

)] s A eBIZI

12
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DEFINICION 3.3 Sea f(z) un

<

f(z) en |z| r.

El siguientc resultado ser

TEOREMA 3.1
O(r),

Si f(z) es un
si £(0) #£ 0.

n(r)

EJERCICIO 3.1 Si f(z) es t

A

b
B

2l

funcidn entera, n(r): = ntmero de ceros de
&

demostrado mas adelante.

funcidn entera de tipo exponencial entonces

8l que n(r) = O(r) entonces Zig*l < o o bien,
n

yls-(Q < @, (Esto es, p=0 o0 p=1).
1 ‘1 .
§ 4. CRECIMIENTO DE UNA FUNCION ENTERA. ORDEN. EXPONENTE.
Sea f(z) una funcidn entera y sea
M(r) = max |[f(2z)]| = méx |£(2) |
|z|=r |z|] s 7

Si f(z) no es una funcidn

en r que en virtud del Teo

Mas aln, usando el teorema

constante entonces M(r) es

TEOREMA 4.1 Si M(r) = O(z"

nor o igual que n.

Demostraremos un resultado

TEOREMA 4.2 Sea {r .} una st
J

Entonces f(z) es un polinor

DEMOSTRACION

(n+k)
f (¢

(n+k)
f (0)|§

Como, por hipdtesis, existe

constante, M(r) es una funcidn no decreciente

rema de Liouville satisface la condicidn

Lim M(r)

[l 500

(o]

jel mddulo maximo se ve que si f(z) no es

estrictamente creciente con r.

) entonces f(z) es un polinomio de grado me-

ligeramente mas general.

1cesidn tal que %am si jsey M(r )=0(r").
J J

nio de grado menor o igual que n.

)y = (n+k)! [ f(z) 3
) = o n+k+1l  95-
|z|=r, ©
3
(n4k)! £(8)| 2T,
27 max ' n ' k+1
ICIzrj C rj

> una constante C > 0 tal que

13




y r -« cuando j»», entonceg
J

Luego, el desarrollo de f(z

£(z) =

DEFINICION 4.1 Se dice que

f(z) tiene orden finito de
que

be

M(r) = e

DEFINICION 4.2 Se llama ord

p = inf {k::ﬂro(k) tal

OBSERVACION 4.1 De acuerdo

e > 0, existe rl(e) tal que

f
max | éﬁ)l
IC|=rJ'
(n+h)
+ para todo k 2z 1, las derivadas f

(0)=0.

) en serie de Taylor seri de la forma

fj(O) zj
. . QED
0 j!

)

J

la funcidn f(z) es de orden finito, o bien,

crecimiento, si existe un nimero positivo k tal

k
r para r > rb(k)

en de F(z) al numero

k

que M(r) é‘er , Si r > ro(k)}

con la definicidn anterior, para cualquier

p+E€ .
M(xr) = ef si r > rl.
EJERCICIO 4.1 o = 1im Lok Log M(r) f(z) £ 0.
r->® Log r

EJERCICIO 4.2 Verificar la

F

siguiente tabla

Pol

de tipo expon

TEOREMA 4.3 Sea f(z) una fu

p+E
n(r) = O(r Y, para todo ¢

Se demostrari mas adelante)

uncidn| p

inomio| O
z

e 1

cos z] 1

1

cos vz | =

2

encial] = 1

z
e

e 00

ncidn entera de orden finito p. Entonces

> 0, si £(0) #0.

14
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DEFINICION 4.3 Sea {z } una sucesidn de nimeros complejos no nulos.
n
“e llama exponente de convérgencia de la sucesidn {zn} al namero
.
T 1
A = infja P O: - < m}
Q
a1y, |
n
[o o]
si la serie o ©s divergente para todo a > 0, A . o,
n=1|Zn]
Si la sucesidn es finita, M = 0.
EJERCICIO 4.3 Verificar la|siguiente tabla.
{z } A
en 0
1 ®
1
B8>o0}n® |pg—7 L _.
ntilz_|
n
n(logzn)%B 6 ? _l_X
nl |2 |
log n S

TEOREMA 4.4 (Hadamard) Sea

el exponente de convergenci

f(z). Entonces ) = p.
DEMOSTRACION Supongamos {Zn} ordenada tal que 0 < [zll < |22| S ...y
sea a > p.
Sea B tal que a > B > p.
. . p+e
El teorema 4.3 implica que [n(r) s Cr r C=cte, r 2 a > 0.
Sea p+e=B, luego n(r) s CrB.
Sir = [znl entonces
n|s n(r) = Clz |B

Por lo tanto

1 a/, L1 ay; s “}

— s C/B (*/g 1) 3

a
Y /B
15

f(z) una funcidn entera de orden finito Py A

a de la sucesidn {z } de ceros no nulos de
n




o
En consecuencia la serie
n=
implica gque A s p. QED.

TEOREMA 4.5 Sea f(z) una fy

de ceros no nulos de f(z).

forma
(*) £(
donde p £ p y es el menor €

DEMOSTRACION: Sea g entero

> A, por lo tanto la se

g+1

la tesis. QED.

[e o]
Al producto P(z) = HlE(Z/

n
da univocamente determinado
"factorizacidn ca

es la

(%)
estd univocamente determina
COROLARIO 4.5-1. Si p es el

ces p £ A £ p+l.

Zn

1‘;“|a es convergente para todo o > p, lo que
' ,

ncidén de orden finito p. Sea {Zn} la familia

Entonces el producto de Weierstrass toma la

[0

mE(%, , p)
n=1 n

Ian—q;l < ™

zmeg(z)

z) =

ntero q tal que §
n=1

tal que g + 1 > p z g. Por el teorema anterior:

® 1

rie | -~

“=llz |q+1
n

es convergente lo gque implica

,p) se lo denomina "producto candnico" y que

por la sucesién de ceros no nulos {zn}.

nonica" de f. En ella cada uno de los factores

do.

género del producto candnico P(z), enton-

LEMA 4.1

2m .0
J Log|l-e*"|de = 0

DEMOSTRACION: Probaremos priimero que si r < 1, entonces

0

La funcidén h(z) = Log(1-z)

Re Log|(1-2) =

es una funcidn armdnica en

2m .
J Log|1-re ®|das = o

es holomorfa en {z:|z| < 1}, por lo tanto

Log|1-z]|
ese recinto, luego si z=reie, r <1,

se ve-

16
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rifica:
1 2T

o [O Log|i-re™ |d® =

Probemos ahora que para tod
por una funcidn integrable.

besgue implicard la demostr

Tal acotacidn sdlo es neces

lores de 6 proximos a cero.

De acuerdo con la figura se

y |1-r| < €, € convenientem

Log|1-2]| =0
z=0

" ie ”»
b r < 1, la funcidén Log|i1-re | estd acotada
El teorema de convergencia dominada de Le-

hcidn del lema.

aria para valores de r prdximos a uno y va-

tiene la siguiente desigualdad para |6]| < €

>nte pequeno:

[\

%

1 > |1-re* | 1-
Por consiguiente:

Log|1-re

siendo el segundo miembro d
(_Tr’ TT). QED-

EJERCICIO 4.4 Mostrar gue
m
j Lo
0

Sea f(z) una funcidn analit

FORMULA DE JENSEN,

Z_,j...2_ los ceros de f(z)
2 n

1 1
2 2|sen 8] = Tr|9|

91 5 |Logn| + |Logle]|

e la desigualdad una funcidén integrable en

g sen 6§ d 6 = -T Log 2.

ica en |z]| < R tal que £(0) # 0. Sean Z 1

en {z:]2z]| s r} con 0 < r < R. Entonces:

17
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21 .
1 i
on J Log|f(re
0

{(Si f tuviera un cero de (

. f(z)

la funcidn K -
Z

Obsérvé

cidad).

DEMOSTRACION Consideraremd

a) f(z) # 0 para todo z: |

)

1 r
dd = L £f(0 L T
)| oglf(0)] + 1 rog o))

prden k en cero, la fdérmula puede aplicarse a

pse que los ceros se cuentan segin su multipli

s tres casos:

z| = r.

N i® - o
En tal caso n = 0. La fung¢idn Long(re )I e€s armonica y por consiguien

te verifica que:

1 [3" i6.
o l Log|f(re )|d8 = Log|f(0)].
a

b) f(z) # 0 para todo z: |

Sea

g(z) # 0 para todo z: |z |

1

Por otra parte:

1

2m i6
o ]0 Log|g(re ") |de = Py

El Lema 4.1 implica que

1 (27 i9
= J Log|f(re ")|d6 = Log|f(0)

zI <r.

"

—-Z

V4

(z) f(z) H
g(z) = f(z . N

£ r. Por consiguiente, a) implica que

i

27
0
o [ Log|g(xe” ") |d6 = Log|g(0)| = Log|£(0) |
0

2n i(e—ek)
Log|1-e
0]

2m
i6 o
Log|f(re ) |de- P ae .

Log|1-e lae = o,

1 [ZW i(6-6 )

c) f(z) es tal que 2z, € {z} |z| s r} para k = 1,2,...n.

k
Sea

n r-z .z
f(z) M —_k_

F
(z) k=1r(zk—z)

18
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Si |z | < r entonces F(z
2 _
r -"Zl<
Si = r entonces
izkl (Zk-
2 _
Como para estosk, r —zkz n

puntos que no sean los Z)

tamente los mismos ceros ¢

Notemos que si |z] r ent

y por lo tanto

Luego F(z) cumple la hipdt

|

27
La

LoglF(O)| = o

0

Como
Log|F(0)

obtenemos la tesis. QED.

Probaremos ahora los teore

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3

ponencial. entonces n(r)

Si £(0) 0 y m es el orde

f(z)

La funcidn

es tal que

Luego, sin pérdida de gene

Estimaremos

z
K 0.
r

y F(zk)

o se anula enz #£ z , concluimos que en otros

es F(z). # 0 en |z| =1, yen|z| = r tiene exac

ue f(z).
onces

2
r_

Zkz

;(zk—z)

IF(z)] = |f(2)

esis de b); o sea,

1
27

2m i 8
Loglf(re1 ) |a6.

glF(rel?) a8
0

mas 3.1 y 4.1 ya enunciados.

.1
O(r).)

(Si f(z) es una funcidn entera de tipo ex-

n de multiplicidad de cero, entonces

z'g(z) vy g(0) # 0.

2(z)

h(z? " g(0)

h(0) 1.

ralidad se puede suponer f(0) 1.

19




n=n(r)

) Log|7—

k=1
La funcidn
n(t) = 1

¢s no decreciente en (0,r)

derar la integral de Stiel

r r
J Log(t)dn(t) =J Log(t)dn(
0 €

Por consigquiente:

n=n(r)

) LOg!J;I = n(r) Log
k=1 Zx

/

Llevando esta expresidn a

£(0)=1, obtenemos:

(*)
Como f(z) es de tipo exporn

| £(z)| = |f(re

Teniendo en cuenta (*) y e

2r
n(r) Log 2 = J E%§ldt < J
r
1 [2”
s == (Log A + 2 Br)d6 =
2™ g

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4

tonces para todo € > 0 es

|£(z)| = |£(x

Del teorema anterior:

n=n(r)
. I = ).Log r- ) Logl|z |
2 n(r).Log Ly g K

12 de ceros de f(z) en |z]| s t,

Y @ puros saltos; por lo tanto podemos consi

tjes:
'-——-—
n=n{r) :
t) = )} Loglz, |. —_—
k ' |
k=1 ] \
)
¢ [
. )
' . !
[
0 ry r2 r3

1

r r
r - j Log (t)dn(t) J n(t) dLog(t) =
€ €

r r
nlt)yy - J Efﬁldt

€ t 0

la férmula de Jensen y teniendo en cuenta que

n(t)

N dt

1 27 .
p J Log|f(re'f)|as = f

0 0

encial, entonces

i Br

)| s ae (A,B ctes)

sta Gltima desigualdad se obtiene:

2r 2r 2m
(r) () 1 i0
ot s I it = ——I Log|f(2re” " )|d6 =
t 27
r 0 0
o(r). QED.

.3 (Si f(z) es entera de orden finito p, en-

p+eE

n(r) = O(r )).

18 rp+€

e )| s e , sir oz rgle).

20
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(**) n(r) I

implica

si r es suficientemente d

D+E

n{r) Kr '

<

-Los dos teoremas que sig

Pr P Per P A
TEOREMA 4.6 (Borel) Sea

<

<

5

que A

y sea A el ex

no nulos de P(z). Entonce

TEOREMA 4.7 Sea P(z) un g

Entonces, para tod

que

|P(z) ]| 2 €

El siguiente resultado n
nar si una funcidn enters3

cimiento de su parte real

TEOREMA 4.8

e > 0,

18

existe una sucesid

(Hadamard,

que

ReH( 7z

entonces H(z) es un polin

DEMOSTRACION. Sea H(z)

Sean >0, ¢ >0y elijan

2m i 5
Log |£(2re””) |6

(2r)P*E

<

n(r) Log 2

rande, y por lo tanto

para todo r y cierto K. QED.

uen se demostrardn mi&s adelante. Recordemos
p + 1.
P(z) un producto candnico
ponente de convergencia de la familia de ceros
s A '

0.

roducto candnico de orden de crecimiento p.

o € > 0 existe una sucesidn {rj}, rj+w, tal

p+e

para todo z: |z| r

J

’

lejora un criterio ya visto y permite determi-

es un polinomio atendiendo solamente al cre-

93). Sea H(z) una funcidn entera. Si para todo
tal

r,K =

n de circunferencias de radios r=rj, '

+€
rp

)

Y

para |z| = r,

iomio de grado no superior a p.
) a 2" con

n=0 n

A 4z
2n1<bf”C’cn+1

r.(eg):
J

a
n

oS

21




de = 0

Entonces

({5 2 ReH(z) ds =(7[5 H(z) dz
T —hT

|z|=r z |z|=r “
luego, si n > 0,
a |= 1- ReH(z) (z Y
n Ti n+l

|2]=r g

' n 2m i@
T ‘a |r g J IReH(re )y|d8.
0

\

Por otra parte, si n = 0, |se tiene:
R i0
2 Re a0 = = ReH(re )dé6.
n
0
Luego,
2 2’IT .
2 Re a, + |a, | s = [ (Ov ReH(rele))de < 4 P*E
0 . n m
_ 0
Se deduce entonces que a |= 0 para todo n > P QED.

n

Para una funcidén entera f|(z) de orden de crecimiento finito 0 se veri-

fica:

P S A S p < o,
Luego en el producto infinlito que aparece en el teorema de Weierstrass

podemos sustituir el factor E(Z/Z , n) por E(Z/, >p) donde p es el géne-
: n n

ro de f, o sea, el menor entero g tal que z ]z |—q—1>< ®,
n= n

Entonces:

(o]

f(z)‘= zmeg(Z) 1 E(Z/Z . p).
. n=1 n

TEOREMA DE HADAMARD 4.9 Sea f(z) una funcidn entera de orden de crecimien

22




L mg
to finito p y f(z) = z e

z)

P(z) la factorizacidn candnica de f(z).

Entonces g(z) es un polingmio de grado no superior a p.

DEMOSTRACION Como el expornente

de convergencia de la familia de ceros

no nulos de P(z) es igual|a A, del Teorema 4.4 y del Teorema 4.6 (Borel)

resulta que

orden de |crecimiento de P(z) = A s p.

Por el Teorema 4.7, dado ¢

> 0 existe una sucesidn de circunferencias de

radio r = rj, rj+W, tal qgue
_rA+e
lp(z)] > e para todo z: |z| = r.
Luego
A+€ +€
Log |P(z)| > -r z —rp
Como
8(2) _ __f(z)
zm P(z) !
entonces
Re g(z) f(z)
e =
sz(z)

Considerando la (ltima desigualdad y la hipétesis resulta que

Re g(z) = Log|f(z)| - Log r" - Log|P(z)]| s 3r

p+e

Luego, del teorema anterior sigue que g(z) es un polinomio de grado no

superior a p. QED.

EJERCICIO 4.5 El orden de [crecimiento de un producto de funciones ente-

ras es menor O igual que el maximo de los drdenes de los factores.

COROLARIO 4.9-1 Si f(z) es
max (A, grado de g(z)).

de orden de crecimiento finito p entonces p =

En efecto, ya hemos observado que X s p, por lo tanto AV grado g(z) < p.

El Corolario sigue ahora del ejercicio precedente.

COROLARIO 4.9-2 Sea f(z) de orden de crecimiento finito oy tal que p no

es entero. Entonces A =py

DEMOSTRACION: grado g({z) =

p = [p]I

[p] implica p = A.

23
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Luego, si p no es entero

Entonces

se

tiene

p = [p]

[0 < x < [Pl + 1.

w z
EJEMPLO 4.1 Sea P(z) = H](1~§)e &. P(z) es un producto candnico de gé-
n=
nero p = 1 y como el exponente de convergencia de zn = nes A =1, su
orden de crecimiento es pl= A = 1.
-] 2 —Z/
Lo mismo vale para P{(z) = H1(1+;)e n,
n= ,

o0
EJEMPLO 4.2 P(z) = I [1- -7 es un producto candnico de género

n=2 n (log n)

2 ® 1 p
p=0 pues z_ = n(log n) y| ] 7| < o; ademds A = p = 1.
n n=2|znl

. sen 1 Vz p .
EJEMPLO 4.3 La funcion f(g) = T g /o ©s una funcion entera y tiene or
den de crecimiento p = %@4
. . f : b Z
Ella admite una factorizaqgidn candnica de la forma f(z) = C. H1[1——§];(C

n= n

constante)

(pues grado

Como £(0)

vya que £f(z)

g(z)

s

1
s 50

n

O se anula en el origen y g(z) es constante

1 entonces C

sen 1w

W

1.

Por lo tanto

sen m /z _ z

Lom vz n£1[1_—§]

; n
oo [oo] \

d mw T [11 - [1-EJ'1~ L ]
n=1 n< n=1 njy (-n)
n + o0 \

1im 0 (1—!.W = qaw I [1-Y%].

nf>oo j:—-nl J] n=-o o
3#0 n#£0
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EJERCICIO 4.6 Demostrar ¢

bién lo es. (Sugerencia:

EJERCICIO 4.7 Demostrar ¢

cimiento. (Sugerencia: usg
Newton)
EJEMPLO 4.4 Sea f(z) = Fz

(Y es el nimero de Euler)
El orden de crecimiento 4

elloc basta probar que f(z

f'(z) tam-

usar la expresidon integral del coeficiente'al)

ue si f(z) es de tipo exponencial,

ue f(z) y £'(z) tienen el mismo orden de cre-

ar teorema de Cauchy y férmula de Barrow-

1 bt =

~— - z.e"’. 1 (1+z)e M,

z) n:]_ H

e f(z) es p = 1. Probaremos que p = 1. Para

—

T(z)T(1-2) =

1
‘Supongamos que ff;; es de

Esto es, existen constant
Luego
IT(z) sen mz| =
. 1 .
Si z = n+7- se tiene que:

2

{(n-1)! = T'(n)

BA

T(z) no es de tipo exponencial.
i . _ i
— : I'(z) sen 7nz = f??t;;

tipo exponencial.

es A y B tales que

Blz]|

N

IF 1(z)| < Ae

eB!l—zl;

ﬂ|F‘1(1—z)| < C C: constante.

IT(n+lp) | sc B(=Y%) = ¢ BOn-1)

lo cual es un absurdo, pu

EJERCICIO 4.8 Sea f(z) un
crecimiento finito y no e
(Sugerencia: Usar el Coro

La definicidén siguiente

DEFINICION 4.4 Se dice qu

cial si

es para n suficientemente grande es

(n-1)! > C' eB(n_l)

a funcidn entera de orden de

ntero. Entonces‘f(z) = 0 tiene infinitas raices.
lario 4.9-2).

es equivalente a la Definicién 3.2.

e una funcidn f(z) entera es de tipo exponen-

1Im Log M(r

b aln g r

25




cs finito, donde

El nimero

es llamado el "exponente

Teniendo en cuenta esta {
de tipo exponencial y con

las dos desigualdades sigdg

para |z|=r suficientement

para una sucesidn de vald

)
J

Llamaremos EO a la clase

EJEMPLO 4.5 Las siguients

cos{oz+a). P(z), donde P(

TEOREMA 4.10 Si f(z) pert

donde f(z) = cO + c1 Z +

DEMOSTRACION. Probaremos

'l—{‘ljn-LO M(r

r->c0 r

La Gltima equivalencia eg

Stirling

M(r) = R

suplf(z)
2] =x

o = Tfm Lea M(r)

r=>o r

de f(z)".

ltima definicidn, f(z) es una funcidn entera

exponente 0 si para cada € > 0, se verifica
uientes:
O+€E)r
M(r) = e( ) )
e grande,
S O-€)r
M(r) > e( ) J’
res arbitrariamente grandes de r: rl, r2,...
de funciones enteras de exponente 0.
, Oz
s funciones pertenecen a EO: e . P(z);

z) es un polinomio arbitrario.

enece a E0 entonces

—_nn
o = 1im V/nllc

n oo nl

+ooe

primero que

———— n
—> 1im = V]cn| £ 0 <—=> 1im Qé!lcnl s 0

n+o € n->o

inmediata teniendo en cuenta la fdrmula de

n

26
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o lo que es lo mismo

ng

lo que permite probar gque

1im
n->o

Supongamos ahora que lim

n=®
Esto implica que dado &€ >
M(r) =

y en virtud de la desigua
|cn| <

se tiene que

IA

le, |

11

Para n nO(e) puede eleg

(

n! vV2mn (Pe_)"'

n.n
=V2mn (;) [1+0(1) 1,

n Tn
n Vic | = im Vnt|c_|
e n n->e n

Log M(r
T

£ 0.

0 existe ro(e) tal que

3(0+€)r, para todo r > ro(e),

ldad de Cauchy:

M(r) (n=0, 1, 2...),
rﬂ
a(0+€)r para todo r > r (g).
T n 0
r

irse r de manera que

b+e).r =n, r > ro(e).

Por lo tanto, para r = —1 es:
- O+E
n
l"C I s "‘"e‘-'— —_— = y C ‘ s O+€.
n [_E_ n e n
LOfrE

luego

Probemos ahora que

[— n

lim Vnt!|c
n

Como f(z) = co+clz+czzz+.

n
lim (%) \/ic | =@
e

n->° n

.., entonces

2 .
M(r) s |c0|+|c1|r+|c2|r +eas

27
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La hipdtesis implica que d

en consecuencia

lc.|r?) s

J

para r > rO(c) y para todqg

Por lo tanto

17
T

Probaremos ahora los teorn

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4
y A e

ceros no nulos de P(z). En

>

Bastarda probar que X 0.

Sea P(z) E(%,

14

n n

I =8

1

Sea n

0 tal que para todo n

Log|P(z)]| = Log |E

r 22r

)

ado £ > 0,

; Log M(r
Q0

para todo n > N(g) es:

(0+E)"

A

A

0, QED.

r

emas 4.6 y 4.7 ya enunciados

.6 (Sea P(z) un producto candnico

Del lema 3.1, con €

1
2 Y

Log|E(%, , p)| s 2
n

Entonces,

L)

Log |E(%, ,
rz>2r ogl ( én p)
n

Consideremos dos casos: A

Sea A

P+ 1; la serie | T

1 exponente de convergencia de la familia de
tonces A = p)
z # z para todon, r = |z|, r = |z |
n . n n
>n_es r > 2r, entonces
0 n
(% » P+ I  LoglE(%, , p)| = [, +1,
n r >2r n
n
u = =, se deduce due: ]
n 3
p+l . '
(5}n) ' si r > 2r. ;
p+1
s 1 23 = 2Pt L
. r >2r T, r >2r (r )p+}
n n n
=p + 1, A <p +1
es convergente, por lo tanto
p+1 -
rnl
A
= O(r
I, = o™
28




51 A <p+ 1, seaeg >0 tal que A + € < p +.1, entonces la serie

Z-L~;+€ es convergente. Jomo
ok
+e-p-1
2rp+1. —l"—p+1 = 2rp+1 rﬁ E-P . 1 s
rn>2r (rp) " rn>2r ré+€
| —p-1
< 2rp+ (2r)x+é P . ~£¢E '
rn>2r rn
entonces
Ate
= 0
22 (r )
’ A+€
Luego, hemos probado que ¢n ambos casos (A=p+1, A<p+1) es 22 = O(r * ),

donde € es un numero cualquiera positivo y suficientemente pequeiio.

Probemos ahora que también

At+€E
Y o= I LoglE(% ,p)| = o(x"" 7).
1 r £2r n
n
) z r
-Sea p > 0. Escribamos u = ;_, |u| = ;_ .
n n

Si r £ 2r entonces

)9l
ul = % y 1 = (2|u|)p-k cuando k £ p
Por consiguientg
k p-k, p
lul™ = 27 "|ul
y de aqui ,
2 . -1 -2 :
lul+|ul +...+|_1.1|p < |u[p(2p +2° +o..41) S 2p|u|p. :
P i
Entonces, | b
v
2 p -1 ;
‘ < (1a Jul+lu] +. .. ]ul B L I A T L C L A S I )
IE(ulp)l = ( Iu|)e 2 P . =

Cop+l
e2p . |u|p .

<
=

Por lo tanto, como A+e>p tenemos:

+1 +1 . +e-
;s 2Pt (B)P = 2P P g MER L g g
1 r 2r | T, r g2r 0 Ate
n n rn
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< 2P+l P (o) MHe-p 1= oM,
r s2r rAtE
n
si p>0.
Si p=0
((lul® ’
e , si ful z c(e)

[E(u,0)] = 1+]u]

HA

£
[(1+c(€)) e‘ul si |ul < c(e)
donde c(€) es un nimero que depende de €
Luego, como lul z %Q:
[
Log|E(u,0)] = o(|ul ).
En consecuencia:
£
A —-A-€ A
I, sk 7 (—) =x Y| *.r < K(2r)" ¥ 1
r 2r Iy r sgr 0 n r S2r T)ye
T
n
Estc es
Zl = O(rx+€) en todo caso.
Entonces
Ate
Log|P(z)]| = D(r )

<

De esto Gltimo se deduce ghe 5 QED.

LEMA 4.2 Sea al(z), az(z),

una regidn G tal que = ¢ Gi

o0
Supongamos que el producto ’Hl
3:
funcidén holomorfa F(z).
Entonces en todo punto donge F(z) # 0 es:
)
-]s;":z: B -OD Q(Z)
F(z) j=1 aj(Z)

La serie de derivadas logaritmicas tiene a lo sumo un nimero

... una sucesidn de funciones holomorfas en

aj(z) converge uniformemente en G a la

finito de
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términos con singularidadels en G. Si descartamos estos, la serie rema-

nente es uniformemente conyvergente sobre compactos de G.

DEMOSTRACION. aj(z) # 0 en

Sea n > nO Yy

fn(z) = Q (z)...an(z) ,

no

Gsiijzn..
si j o

f(z) = % m fn(z).

f(z) es holomorfa en G pues es limite uniforme de fuﬁciones holomorfas.

Sea K un compacto en G. Como f£#0 en K, existe € > 0 tal que |[f(z)]| > €

alli. Luego, si n 3 nl(sj tendremos

fn(z)l > ¢, en K.

Ademds la sucesidn de derivadas {f;(z)} tiende uniformemente a f'(z) en

K. Luego:
t
f'_(.Z! ]_' fn(z)_
£(z) T p3e f (2)
n <n I

1

si z € Ky la convergencia

Como

v g(z) consta de un nimero

inmediatamente, QED.

Una aplicacidn "interesante

rema debido a Laguerre:

TECREMA 4.11 Sea f(z) una f

de orden p < 2 y con ceros
a} Si £'(z) tiene ceros est
b) Estrictamente entre dos
f'(z).
DEMOSTRACION
p 3

En cualquiera de los dos ca

f(z) = zm

n (X',(Z) [o+) . ]
= 1im Z L = Z ( ’
n-- J:no uJ(Z) J=l’10 OtJ. Z)

es uniforme sobre K

F(z) = g(z) . f(z2)

finito de factores el resultado buscado sigue
del teorema de Hadamard es el siguiente teo

uncidén no constante, real en el eje real,

reales si existen. Entonces:

Oos son reales,

ceros de f(z) existe exactamente un cero de

p < 2—-——>p=0 (o] p=1

sos podemos escribir:

z %% Az+B
(1-,)e ™ . e
n

=8
[
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Sca z u+iv. Como

’

tenemos

de donde sigue gue:

C=
Sea ahora f(z)# 0. Entonce
£'(z) m
(1) f(z) = 2 + A+
En consecuencia,
f'(z)
(2) Im £(z)

4
Supongamos Vv£0 e Im(f /) (z

Luego

Asi a) queda probada.

Derivando (1) obtenemos:

d
dz

f
£

(

de lo cual sigue que en el

. 1
tivos de f(z), (¥ /) (z) ti
se anula en el seg

cutivos de f, 1o hace sdlo

Otro resultado interesant

Un producto candnico de gé

nencial y exponente cero.

Hemos visto que si una fu

~f(u)

Au+B
e

o

=3

es real y que A:X.

s, aplicando el Lema 4.2 obtenemos:
b3 1 m T 1 1
2 L z (z-z )" z ¥ A+ ) (;~ Tz —z)

o]

1
n=1 (u—zn)2+v

v

2+ 29 -

0. Entonces de (2) sigue que

m=0 y {Zn} =@
Az
f(z) =Ce .
L) _ m_ To__1
22 n=1 (z-2z )2 '
n

segmento comprendido entre dos ceros consecu

ene derivada negativa. Luego f'(z), que
mento abierto cuyos extremos son ceros conse-

una vez. QED.

-l

=

gque no demostraremos es el siguiente:

nero cero es una funcidn entera de tipo expo

ncidn entera H(z) verifica:
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+E

Re H(z) < rP , 81 Jz| = ¢ > ro(e) para todo € > 0,

entonces H(z) es un polinomio de grado £ »p.

Esto puede deducirse tambifgn del teorema de Borel-Carathéodory que de-

mostraremos a continuacidn

. De este teorema se deduce para toda funcidn

entera la siguiente desigumldad:

1, /R
- M
2 ("h)

A

max Re f(z) + 2 |£(0) |
|z]=R 2 |

la cual implica el resultado de Hadamard mencionado.

Pero antes recordemos el -epunciado del siguiente lema:

LEMA DE SCHWARZ. Sea f(z) holomorfa en |z| s R; |f(z)] < M en |z| = R,

y £(0) = 0. Entonces |f(re

TEOREMA DE BOREL-CARATHEODPRY Sea f(z) analitica en |z| = R,

M(r) = max |£(z)|, max
z|=r z|=r
Entonces:
M(r)

DEMOSTRACION. Si f(z) es ¢

se verifica que

(R-r) M(

Sea f(z) no constante, f{

Como

resulta que A(r) es estric

Re f(z) = A(r). Sea 0 < r < R.

2r R+

r
r_r A(R) + 3, l£(0)]

L)

onstante, o sea, si M(r) = If(0)|, entonces

r) s 2r A(R) + (R+r)|£(0)]

D)=0.

aA(r) _ Ief(z)|

Z\l=X
tamente creciente. Por lo tanto

A(R) > A(0) =0

Sea
_ f(z)
*lz) = SAR)-£(2)
Como .
Re (2A(R) - f(z)) # o en |z| s R,

¢(z) es holomorfa en |z]| g

i¢(z

R, $(0)=0 y si f(z):u+i§ se tiene que:

|2 U2+V2

= §1,

(2A(R)-u) 24v?
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lo que implica, por el lema de Schwarz, que

i [o(z)] s %
Por lo tanto
2A(R)d(z) < 2A(R) .1
[£(2) | ’ 1+¢(z) = R-r
[ os o(z)| _ _lea] r]
pu 1+6(2)| ~ 1-[e(z)] * R-r

Sea f(z) no constante, f£(0) # 0. Apliquemos la Gltima desigualdad a
f(z) - £(0).

Luego
2r 2r
l£(z)-£(0)] s r_p Mmax |Re (£(z)-£(0)) s == (A(R)-|£(0)]), QED.
* ]z |=R - R-r
COROLARIO 1. Si A(R) =z 0, entonces
R
M(F) £ 2 (A(R) + [£(0)])
COROLARIO 2. Si A(R) 2z 0 entonces
2"2 0y R
Tex £ ()| s (T—)—I,’—,,l— (A(r) + |[£(0)])
z\l=r -I
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