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PROLOGO

Estas lecciones corresponden a un curso optativo que dicté en el
primer semestre de 1994. El manuscrito original se formé con los
prolijos apuntes tomados en clase por el Lic. Edgardo Ferndndez
Partiendo de ese material la Dra. Agnes Benedek redactd una
afinada versidén final y compuso las notas presentes. Salvo por
dos teoremas, todos los temas fueron expuestos a los oyentes.

El material del curso, con la sola excepcién de un ejercicio, se
encuentra aqui o alld en el excelente libro de

R. A. Horn y Ch. R. Johnson, MATRIX ANALYSIS, Cambridge
University Press, 1985, 561 pgs..

Es presentado también en

F. R. Gantmacher, MATRIZENRECHNUNG, VEB Deutscher Verlag der
Wissenshaften, Berlin, 1958,

y por cierto en la ultima versidén de este cldsico de la teoria
de matrices, editado por Springer (1986) y titulado
MATRIZENTHEORIE.

El tema es estudiado especialmente en

E. Seneta, NONNEGATIVE MATRICES, Wiley, New York, 1973.

El propdsito del curso es demostrar el teorema de Perron.
probado originalmente para matrices positivas, es decir,
aquellas cuyos elementos son todos positivos. Y a partir de alli
presentar su extensidén, esencialmente debida a Frobenius, a
matrices primitivas, que son las no negativas e irreducibles que

poseen un uUnico autovalor de médulo maximo.
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ANALITSITS MATRICIAL
b4
MATRICES NO NEGATIVAS

por A. Benedek, E. Fernandez y R. Panzone.

0. DEFINICIONES BASICAS Y NOTACION

Denotamos con Mn,m(c) al conjunto de matrices de n filas y m

columnas. Los elementos de las matrices serdn numeros complejos.

Si n=m escribiremos Mn(C) en lugar de Mn,n(c)’

Definicién 1. 1) A\ es un autovalor de A € Mn si existe un vector

columna x # 0, un autovector correspondiente a A, tal que

(1) AX = AX.

2) Diremos que el autovalorAes simple si dos autovectores

verificando la ecuacion (1) son linealmente dependientes.

3) Con 0(A) indicamos el conjunto de autovalores de A y lo

denominaremos espectro de A.

4) El radio espectral de A, que denotamos con P(A), es el numero
P(A) = sup {|X|: A € o(n)).

5) Diremos que P ¢ M es una matriz de permutacién si sus

elementos son ceros o unos y tiene en cada fila y en cada

columna exactamente un 1. Sea a.

.v el elemento = 1 en la fila
io(i)

i. Entonces o0(i) es una permutacién (iporqué?) vy

_ _ e Y
det (P) = #* alo(l)"i ana(n) = *1 . Vale ademds que P = P,

(Con AT indicamos la traspuesta de A). O sea P es ortogonal.
6) Diremos que A € Mn es reducible si:

a) n=1, A=0, o bien

b) n>1 y existen una matriz de permutacién P y un r,

1l < r £ n-1, tal que
B C
0 D

T

P'A P = CeM

, con BeM_, DeM ’
r n-r

r,n-r’
Ejercicio. En una matriz reducible aparecen por lo menos n-1
elementos nulos.

7) A € Mn se dice irreducible si no es reducible.
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Consideremos el sistema lineal Ax=y, A € MY reducible, n >1.
Sea A la matriz que aparece en 6)

B C
ODI

A=pPap=

De aqui, si definimos %= PTx e ¥ = PTy, resulta A% = y.

Escribiendo: X = ; l, y = ’ ; ', el dltimo sistema se re-

duce a Bz + Cu = » gque son dos sistemas de orden (n-r) y r
DY = ¥

respectivamente.

I. UN MODELO DE MIGRACION.
Comenzamos tratando un modelo donde aparecen naturalmente

las matrices no negativas. Es un problema de migraciones entre n

estados vecinos Ci’ 1=1,...,n. Suponemos que entre los
habitantes no hay ni muertes ni nacimientos Y que cada mes una
proporcion fija aij de los habitantes de Cj se traslada a Ci:

a'.
c.—11s ¢,
j i

Esto es, denotando con pgm) la poblacidén de Cj en el mes n,

(m)
J
mes. Como la suma en i de estas partes debe dar toda la
n
poblacidn p(m), debe cumplirse §y a.,. =1, 0 < a,. < 1.
] i=p 13 ij
(m+1) _ (m) (m) (m)
Pj T 3Py Y a5,5P) inPn -

p = parte de la poblacidén de Cj gue pasa a Ci en ese

ij

Ademds, + ... + a

Escribiremos esto en forma matricial. Sea A la matriz A = [a..],

(m)
y p(m) la matriz columna: p(m)= Py

:(m)
p n

Se tiene entonces, p(m+1) = A p(m)z A(Ap(m—l)) = ...= Am+1p(0).

Vamos a tomar el caso mas simple, n = 2. En este caso,



1 -« B
A = o 1 - B con 0 < a, B £ 1.
Esta matriz tiene como autovalores AN = 1l-o-8 y Ay, = 1.
Observemos que 1=|x2|2|x1|, luego el radio espectral de A,
P(A), verifica P(A) = 1 = autovalor de A. Si ademds a,B > 0
entonces A es irreducible y el autovalor P(A) es simple.

Supongamos simplemente que a+B > 0. Entonces los autovalores son

distintos y se verifica: x = ‘ 2 es autovector para A= 1,
z = _i ‘ es autovector para l=(1—a—B). En estas condiciones

A es diagonalizable, es decir existe una matriz no singular

S tal que S 'A S es una matriz diagonal: A = | * 0
0 1-a-B

B 1 -1 1 11
Dicha matriz es S = l o -1 ' y S ™= | a -B |.

a + B
Definicién 2. B ¢ M se dice semejante a A € M., (A

Q
o
n
"

existe una matriz no singular S € M_ tal que

B=2s"1as.

~ es una relacién de equivalencia. A es diagonalizable si es
semajante a una matriz diagonal. Si S es unitaria (ortogonal)
diremos que B es unitariamente (ortogonalmente) seme jante a A.
Vamos a completar el ejemplo. Supongamos que 0 < a + B < 2.
Esto implica que |[A,| < 1. Por tanto,

1|
A=s5Ast , A" = 5 A™ 7L,

Estamos interesados en el comportamiento asintético de 1la

poblacién. Se calcula inmediatamente

m 1 0
A= 0 (1-a-8)" de donde
m m -1 1 0 -1 1 BB
lim A7 = S.1im A .S = S o 0 = o718 e o
Para p(m) se tiene:



Lim p{™=1in (" p(®)) —(1in A™p = [(p{O+ p{?))/(arn)]

Hemos verificado entonces en este caso los puntos del siguiente:

B
o

Teorema 1. Sea A > 0.
1) P(A) es un autovalor, i.e. Ix # 0 tal que Ax = P(A)X.

2) Si A es irreducible entonces x>0. m

3) Si A > 0 entonces P(A) > o es simple y [ ;%XT ]

converge a una matriz de rango 1 cuyas columnas son

proporcionales a x.

m .
4) En todo caso vale: —%— Y al converge (media Césaro).

J=1
Ejemplo. Si a+B = 2, o sea si a=1, B=1,
_jo 1 25 ] 1 o 29+1_ | o 1
A = '1 0 , A = ' o 1 , A = l 1 0o ‘ , luego
Lim ((1/m) 7 ad ) - | 15 12 |
51 1/2 1/2
2. OTRAS NOTACIONES Y DEFINICIONES.
1) Sean A,BeMn. Diremos que A > B si aij > bij para todo par ijf

En particular, llamaremos matriz positiva a A si aij>0 Vi, j.
Andlogamente diremos que A 2 0, A no negativa, si aij >0
Vi,j. A > B sii A - B > 0.
2) Diremos que S € Mr’ r<n, es una submatriz principal de A € Mn
si existen 1< kl<"'< k < n tales que ;4= akikj.
12 4172,

n
3) Sea A € M_; HAH2:= (X la )

1,7]=1 1)

4) Si A e M_ 12| es la matriz cuyo elemento ij es |a

/M ijl'
Ejercicios.

i) [A] 2 0. |A|=0 sii a=0.

ii) |aa| =|al.|A|, si a € C.

iii) |[a+B|< |A|+]B].

iv) a>o0, A # 0 no implica A > 0.

v) A 20, B 20, a,b > 0 ==> aA + bB >0.

4



Vi) A2 B, C >0 =—> A + C > B + C.

vii) A 2 B, B> C =—> A > C.

viii) Si x es un vector columna, |Ax| < |A]|x].
ix) [AB|< |a|]|B].

x) |a"] < [a™.

xi) 0 < a < B, 0<C=<D==>0 < AC < BD.
m m

Xii) A > 0 ==> A 20 A >0 =— A > 0.
xiii) A > 0, x > 0, x # 0 == Ax > 0.

Xiv) A 2 0, X > 0, AX = Q0 =——> A = 0.

xv) |a] < |B] —> [ A, < | B |,

xvi) | 1Al D, = | a |,

xvii) La inversa de una matriz positiva no-singular tiene
elementos negativos.

Teorema 2. Sean A,B ¢ M tales que |a| < B. Entonces

P(A) < P(la]l) < pP(B).

Demostracién. Mas adelante se demostrard que para cualquier

matriz A € M, P(A) = lim ( | aA™ "2)1/m. Usando este resultado,
m—oo

el teorema sigue si se observa que (x),xi),xv),xvi), ejercicio),

2% 1< ] a "< 8"y por 1o tanto |a™, < |a|™], < |87,

Corolario 1. Si 0 < A < B entonces P(A) = p(|Aa]) < p(B).

A
Corolario 2. Sea A > 0, A ¢ Mn' Sea A una submatriz principal.

Entonces P(A) < P(A). (En particular a;; < P(A), Vi)

Demostracién. Sea A e Mr' Indicamos con 2 a la matriz que se
obtiene a partir de A si en ella se cambian los elementos que
no figuran en A por O. Entoncés 0 < ﬁ < A, y por lo tanto
P(g) < P(A). Observando que los autovalores no nulos de A y g
son los mismos (iporqué?) tenemos P(K) = P(a),

Yy el corolario sique.

0 1
0O o©

Corolario 3. 0 < A < B —> P(A) < p(B).

~e

Ejemplo. A = ’

0(A)= (0}. P(A) = 0 = m&x {aii;i=1,2).

Demostracién. Por el corolario 2, P(B)Y > 0. Entonces el
corolario 3 vale en el caso en que P(A)=0. Supongamos P(A) > 0.
5



Sea a > 1 tal que 0 < A < A < B. Usando el teorema 2
tenemos pP(aA) < P(B). Pero pP(ar) = a.fP(A) (iporqué?), luego
0 < P(A) < a.P(A) = P(ad) < P(B), QED.

3. MATRICES ELEMENTALES Y OPERACIONES CON ELLAS.

Consideremos las siguientes operaciones sobre matrices de M
1) Intercambio de 1la fila i con la fila 3

2) Multiplicacidén de 1la fila i por el escalar o

3) Reemplazar la fila J por ella mas ¢ veces la fila i.

Llamemos Ei 5 al resultado de aplicar a la matriz identidad I

’

la operacioén 1), M (c) la operacidn 2) v S.

la 3). 0O sea
j,i(c) ).
1 . . 1
_ S o DU R i _
Ei,j N O R Mi(c)* c i
1 10 j .
S | 1
i 3 i
1 .
S R i
S‘ . - -
1,3(c) :
C 1. 3
‘1

i
Dada una matriz A ¢ Mn’ la matriz producto E A es
el resultado de aplicar 1) a A, M (C)A es el resultado de

aplicar 2), s A es aplicar 3) a la matriz A. Por otra

J,i(c)
parte AE, 5 es el resultado de intercambiar las columnas i y
j de A, AMi(c) multiplicar la columna i de A por ¢ y finalmente

ASj i(c) Sumar a la columna i la columna J multiplicada por c.

Como toda matriz de permutacién p se puede obtener efectuando un
numero finito de trasposiciones de filas de 1la matriz identidad,

resulta que P se puede escribir como producto de matrices



1

P = E(1)E(2)...E(k), donde E(i)=E, como E(3)T= E(3) = E(3)

Jskso
T -1 11

resulta P* = P = E(k)...E(2)E(1).
* t
Definicién 3. 1) Denotamos con A la matriz adjunta de A que se

*
define como la matriz traspuesta conjugada de A: a, .=

a.,
ij Jji
. v ) ] % _1
2) U ¢ Mn se dice unitaria si U = U -.
4. CAMBIO DE BASE EN ESPACIOS VECTORIALES.
Sea V un espacio vectorial n-dimensional Yy Bl= (vl,...vn} una
base en V. Esto es, todo elemento x ¢ V se puede escribir, y de
n
manera unica, en la forma x = Y a.,v. , a.e C.

Establecemos una correspondencia uno a uno entre los elementos

de V y los vectores columna Mn 1 por la aplicacién
4

X —> [x]B = [al . an]T. Sea T una transformacidn
1

lineal de V en si mismo y 82 = (wl,...,wn} otra base en V.
Si tenemos un vector x e V expresado en la base Bl Yy expresamos
TXx en la base 32 tenemos por la linealidad:

[Tx]B2 =[ Z oy ij lp = Z aj[ij]B
J ]

2 2

tlj
Sea [ij]B2 = . \%

i 11 7" “in

B2[ T ]Bl .
t . t ... t
nj nl nn

Entonces, [Tx]B2 = Bz[T]B1 [x]Bl.

La matriz Bz[T]Bl se denomina la representaciodn B,-B, de T.
En particular si B, = B, , habiendo identificado los elementos
de V con vectores columna, un operador lineal T corresponde a

la multiplicacién del vector [X]B por la matriz B [T]B .
: 1 1 1

Veamos ahora el cambio de base. Para ello basta tomar T 1la

transformacién identidad, Ix = x. En efecto,

[x]1, = [Ix], = (1] [x] , donde
B, B, B, "B By



p [Ilg = [Ivylg --v [V 15 1.

2 1 2 2
Reemplazando [x]. = (1] [x] en la identidad anterior,
B B B B )
1 1 2 2
resulta [x] = [I] [1] [x] Vx € V.
B, By "By By °B, "B,
En consecuencia, B [I]B B [I]B = matriz identidad,
2 171 2
y (11, = [I]—l (luego, estas matrices no son singulares).
B B B B
2 1 1 2
Ahora es de verificacidén inmediata que:
[Tx] = [T] [x] = [T] [I] [x]
B2 B2 B2 32 B2 B2 B2 B1 B1
de donde [T] = [T] [I], - Andlogamente,
B2 Bl B2 3282 B1
[T] = [T] (T] [I] - O sea, (T] & [(T], -
B1 Bl Bl B2 B2 B2 32 Bl B1 Bl B2 32
Dada una base B, y S e M, no singular, existe una base B, tal
que [T], = S. En efecto, escribiendo S = [s. ... s_] donde los
B2 Bl 1 n
s, son vectores columna, definimos v, € V mediante {[v.]_ = s,..
J ] 1°B, ]
Como S es no singular, la familia (Vl,...,vn) es linealmente
independiente (probarlo!) y es la base B, requerida.
Sea V = Mn l(= Cn). En V se define el producto escalar <X ,y>
r
* — ) ]
X, y> =y . x =) xj yj . Una base B2 = (wl,...,wn} se dice
ortonormal si <w,,w.> = §,.. Vale
1777 1j
Teorema 3. Sea B2= (wl,...,wn) una base ortonormal. Entonces B1=
={V,,...,V_} es una base ortonormal si y sdlo si S := [I]
1 n 82 Bl
es una nmatriz unitaria.
Demostracion.
11 " Sin
s ... S _
Sea S = 21 2n = | Sy --- S,
Sni1 """ ®nn
Entonces s. = [v. 0 sea V. = S.. W,.
J L J]Bz' ! ] % 1] 1



Luego WV > = < § Sik Vi % sjr wj> = % % Sik sjr <wi,wj> =

_— . *
sik sir = elemento rk‘de la matriz S S. Entonces Bl es

ortonormal si y sdélo si S*S = 1 , QED.
Vamos a enunciar aqui un teorema que probaremos mds adelante:
Teorema 4 (Schur). Sea A € Mn(C) con autovalores Al,...,xn.
Existe una matriz unitaria U e Mn’ tal que

U AU =T=[t;,]
es una matriz triangular superior, (esto es, tij= 0 si § < 1i).

Ademds tii= xi , Y si A y los autovalores son reales, U es real.

5. IRREDUCIBILIDAD Y CONEXION.
Definicién 4. Diremos que A ¢ M tiene la propiedad FC (fuerte

conexién) si para p#q, 1 < p,q £ n existen k ,km (1<m<n)

tales que k1= p ., kmz q vy akjkj+1# 0 para % =1,...,m1.
Definicidén 5. Dada A € Mn’ indicaremos con M(A) la matriz [mij]
definida por: mij =1 si aij # 0, mij= 0 si aij= 0.
Ejercicio. Son equivalentes:

1) A € FC 2) |A] € FcC 3) M(A) € FC.
Definicién 6. Asociamos a cada matriz A ¢ Mn(C) un grafo T'(A)
formado por n nodos Pl""’Pn’ unidos por flechas ( = arco

orientado ) de la siguiente manera:

Si aij no es cero se tiende un flecha de Pi a P..

J
Ejemplo.
-1 -2 1
Para la matriz A = 0 3 4 , T'(A) serd el de la figura
5 6

p

0
a 2
12 ’- . a
a — 22
11{ p,. a h\\»
32 £a
’ . 23
13 w%w P3

a

La flecha que une un nodo a si mismo se la denomina rulo o ciclo
trivial.



Definicién 7. Por un camino se entiende una sucesidén de flechas

PPy, PsPy,-

"’PrPh' Por longitud de un camino entendemos

el numero de arcos que lo componen. Un camino que comienza y
termina en un mismo nodo y no llega dos veces a ningin nodo se
denominard ciclo.

Diremos que el grafo I'(A) es fuertemente conexo si para cada par
de nodos Pi, Pj’ distintos hay un camino qgue comienza en Pi y
termina en Pj' Dejamos al lector verificar que vale el

Teorema 5. A € FC si y s6lo si I'(A) es fuertemente conexo.
Ejemplo. A y B son irreducibles, A,B ¢ FC. C ¢ FC y no

es irreducible.

1 1 o
A = ' r'(A): . .
0O 1 o -
B= F(B): . T e
1 0 1 l P« ~, P
1 2
o 1 0o Péégjjiﬁr
1 1 I
C = r(cy: . b o
0O O Pl P2

Teorema 6. Sea A € M (C). Las siguientes proposiciones son
equivalentes: a) A es irreducible;

b) (I + M(a) )" 15 o;

c) (I + |al )yt so

d) I'(A) es fuertemente conexo

e) A ¢ FC
Para la demostracién necesitamos el siguiente
Lema 1. Sea m < n-1. (|A|m)ij > 0 si y sélo si existe un
camino de longitud m que parte de Pi Yy llega a Pj'

s . m 2 . .
Demostracién. ( |A|™) es suma de términos nonegativos de la

ij
X llaklkzl...lak j" El lema sigue.

forma Iai
1 m-1

Demostracién del teorema. Observemos que si hay un camino de P
a Pj entonces hay uno de longitud < n. En efecto, si un camino

tiene longitud > n entonces hay un vértice Py donde llega dos

10



veces. Si se suprime el tramo que parte de Pk por primera vez
Y llega a Pk por ultima vez, resulta un nuevo camino de Pi a

Pj en el cual no se repite el vértice Py - Después de suprimir

en esta forma todos los vértices repetidos, el camino tendra
longitud < n.
c) e==>a). ( T+ [aAl)V"h =1+ (n-1) Ja] + ..o+ A"t s 0

si y s6lo si Vi # j hay un h, 1 < h £ n-1, con ( |A|h)

< .. > 0.
En vista del lema, esto equivale a que hay un camino deliongitud
menor que n desde Pi hasta Pj' La observacidén precedente conclu-
ye la prueba.

b} <==> c¢), se deja al lector.

d) <=—=> e), es el teorema 5.

Veamos que c¢) =——> a) probando la contrarreciproca.

Si A'es reducible existe una matriz de permutacién P tal que

pPT X P = A con & tal que Sij= 0sii>r, j<r, para

cierto r, 1 £ r < n. La matriz | A Ih tiene nulos estos mismos
elementos ({porqué?). Entonces (I + | A l)n—l no es positiva,

n-1

ni lo es PY(I + | A ) e = (pT(1 + | 2 |) "t -

= (1 + | a )M

Veamos que a) ===> c) también probando la contrarreciproca.
Sea (I + | A l)n—l no positiva. Existen entonces p # q
tales que (|A|h)pq = 0 para h = 1,...,n-1. Entonces no hay

camino de Pp a Pq en el grafo T'(A).

Separamos los nodos en dos clases:

S, = (P, : P. = P_ 6 existe un camino de P, a P )
1 J J aq J g
82 = (Pj : Pj 4 Sl}. Ccomo Pq € S1 Yy Pp € 52 , ambos son
no vacios. Si Ph € Sz, entonces no hay un camino desde Ph a

i § s 57 = i . .
ninguan Pj € Sl (iporqué?). O sea, ahj 0 s1 Ph € 82 Yy Pj € Sl

Renumeremos los nodos de manera que

S, = (P P_) S, = (P

1 1’7 Tr 2 r+l""’Pn}

donde ﬁj = Po(j)’ 0 una permutacién de {1,...,n).

11



Entonces el nuevo grafo corresponderd a la matriz A = [5ij]
- .

con a, o sea, A =P AP , P matriz de permutacién.

. = a_,. .
1] o(1)o(J)’
Como en ese grafo no hay camino de ningin nodo de 82 a uno de

Sl’ vale: gijz 0 para i > r, j £ r. Luego, A es reducible, QED.

6. NORMAS VECTORIALES.

Sea ¢ el espacio vectorial de las n-uplas de nimeros complejos
pensados como vectores columna. Sabemos que todo espacio
vectorial de dimensién n es isomorfo a ese espacio.

X

Representamos con x los elementos de c" . X = Il
én
Definicién 8. Llamamos norma en C" a una funcién
I - | ¢+ ¢ —— [0, ») con las propiedades:
1) x| =0
2) |Ix] = 0 sii x=0
3) fle.x|l = |c|.[[x} (homogeneidad )
4) | x +y | < Ixl + llyl (desigualdad triangular)
Denotamos con B _(0):= (x; x| < r) y 1lamaremos bola unitaria
al conjunto B, (0) = ( x; [x[| <1 ).
Teorema 7. Dos normas || . |, [ . ], sobre c" son siempre

equivalentes. Esto es, existen constantes positivas C; Y ¢,
tales que para todo x ¢ C": c,-[x] = x|l < c,.[x].
Demostraremos este resultado luego y en un contexto mds general.
Sin demostracién enunciamos dos teoremas :
Teorema 8. Sea B := E:?ﬁT_la bola unitaria en Clwrespecto a
una norma. Entonces el conjunto B verifica:

a) B es acotado y cerrado (compacto).

b) B es equilibrado : |c|=1, ceC, x ¢ B === cx € B.

c) B es convexo : si X,y € B entonces rx+(1l-r)y € B

para todo numero real r € [0,1].

Reciprocamente,

Teorema 9. Si B c ¢" es un conjunto compacto, equilibrado,
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convexo tal que 0 es un punto interior de B, entonces hay una
norma tal que B es la bola unitaria respecto a ella.
(Un punto x se dice interior de un conjunto H si existe un
numero D>0 tal que para todo y de longitud 1 y todo d, 0<d<D,
vale que x + dy € H).
Definicién 9. Una norma se dice mondtona si

[x] < |y| === |Ix| < |vl-
Una norma se dice absoluta si ||x}| = |||x|]-

Teorema 10. Una norma es mondtona si y sélo si es absoluta.

Demostracién. Sea ||.| monétona, z € c”. Tomando x = z, y = |z|
resulta [x| = |y|. La monotonfa implica entonces |x| < |yl v
Iyl < lIxll . o sea, fzl| = |[z]].
Supongamos | .| absoluta. Sea o € [0,1].
Probaremos primero que: si x = [xl .. xn]T € Cn e vy =
T

= [%y.-. X, axp X, ...x ] entonces hyll < lIxl-

. _ T
En efecto, llamando z.—[xl... X1 Xk Xk+1"'xn]
tenemos |x| = |z| y por lo tanto [x| = |z]|.

Pero y = nggl X + iiggl z. De la desigualdad triangular

Iyl < ((1-a)/2 + (1+a)/2).|x|| = ||x||. Si reemplazamos a por un

nuimero complejo o’ con el mismo médulo obtenemos un vector y’

tal que |y’|| = |lyll] < {x]]. Ahora la monotonia de la norma sigue
fdcilmente, QED.

< s a. ¢ . P n
Definicién 10. Definiremos aqui algunas normas usuales en C .

2 ,1/2
ey s= L 1 Iy = T 1% ) /
Estos son casos particulares de
"x”p = () xilp )1/p donde el nimero real p € [1, ®).
i
sip=w, |xl, = max (|x;]; i=1,...,n).

7. NORMAS MATRICIALES.

Sea A ¢ Mn(C). Se la puede identificar con un elemento de cl

2

y esa identificacidn respeta las operaciones de suma y producto
por un escalar. Ya definimos qué se entiende por una norma
i3



(vectorial) en Mn(C). Repetimos los axiomas 1) a 4)
1) fialf =z o

2) lall = o < > A =0

3)  Meall = [<]iiall

4)  la+Bll < lial + sl

Definicién 11. Si una norma en Mn(C) verifica, ademds de 1)-4),
5) NABJl < Nafl-liBll (submultiplicatividad)

diremos que ||.|| es una norma matricial.

Nota. Sea {|.]| una norma matricial. Entonces valen:

> lall = 1a%) < fap? > 1 < [[a]l-

ii) en particular la matriz identidad I verifica [|I|| > 1.

iy a2 = a # 0

v e s -1 -1 -1

iii) 1 < T =la a7 < fall-faTh. Tuego AT = 1/al.
. k k . knl/k

iv) a5l < Mall*, o equivalentemente, || aX|I2/% < jay.

Proposicién 1. Las normas "A"l = Y la,.]|, HAH2= (Y |a
i, 3 i, ]
son matriciales mientras que [A]l = mdx (]a,

no lo es.

Demostracién. [aB|,= ¥ | % aikbkjl <y I 'aikllbmjl =

i,3 1,3 k,m
=55 lagdIbgsl = 8l -0l -
1,k m,j
"AB"? =)y |7y a.kbk.l2 Aplicando la desigualdad de Schwarz,
i,y xR
2 2 2 2 2
laBllS < ¥ (L lag I T v 1% = [als ||
2 i,5 K ik m mj 2 2
Veamos que | .| no es matricial. Sea J = ‘i }'; entonces
2 2 2
=2, 1%, = 2 2 1912 - 1.

Ejercicio. Probar que |[JAf| := n.[|A]l  es matricial.
Ejercicio. Sea U una matriz unitaria. Probar que si A ¢ M
entonces HUA"2 = HAH2 = ”AU"2’ (H."2 es unitariamente
invariante).

Ejercicio. Probar que "Anp es matricial si y sélo si 1<p<2.

n . .
Dada en C  una norma vectorial ||.||, se le puede asociar una
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norma matricial ||.|} en M _(C) definida, para A ¢ M _(C), por

n
Al == sup { fax|| : x e c”, |x|=1 ).
La norma matricial asi definida se dice inducida por la

vectorial dada.

Ejercicio. Probar que [[Al| = max (fJax|| :[x]=1) = sup lax|l/lx] =
X#0

il

sup {[|ax]; |x[l<s1 }. Verificar que [|a]] es una norma vectorial.

De aqui, [ax| < J|allix]l v [lAll es 1a menor constante k tal que,
para todo x € C", fax|l < kx.|x[|. Veamos que es una norma
matricial. vale |(aB)x| = [[a(Bx)| < [lalliBx]| < [allBllx), luego
llaBll < fialiiiBli, oEp.

Observacién. Si ||.|| es una norma inducida e I es la matriz
identidad, entonces ||I|| = 1. Apliquese el ejercicio precedente.
¢ Cudles son las normas inducidas por "'"1’ ".”2, -1, 2
Denotaremos con m.mp a la norma inducida por "'"p'
Teorema 11. Vale:
i) mAml = m?x % Iaijl
ii) mAmm = méx Z Iaijl

i J N
iii) MAm2 =max { JN : N € 0(A A) ), (ésta se denomina también

la norma espectral de A ).

Demostracién. i) Designemos con C(A) el miembro derecho de i),
y escribamos A = [al... an] donde cada aj es una matriz columna.
Tenemos, ”Ax”l = | Xjaj+ ...t x al ”1 <y Ixj|||aj”l < C(A5"X”1-
Luego, C(A) > mAml. Para probar la desigualdad contraria sea x=
= ex = el vector con x.=1 y x4=0 para j#k. Entonces, ”x”l=l,

ax = ay, implican [ax|,/Ixl,= Jayll,< all,, o sea, c(a) < ial, .

ii) Designemos con C(A) ahora el miembro derecho de ii).

Como antes, [ax|_ = méx | % X5 aij' < Il m?x % lai |.

J

i

Luego, [|all < c(A). Para probar la desigualdad contraria, sea

k la fila tal que C(A) =) Iakj' , Y sea x el vector tal que
— 3

X5 = Ay /lakjl si akj#O, X4 = 1 en caso contrario.
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Entonces [x| =1, mientras que |ax|_ > |} ay le =) ]akj|=C(A).
j j

Luego [|afl,, = c(A), lo que prueba ii).

Para ver iii), obsérvese en primer lugar que si A es autovalor
de A*A entonces, para un cierto vector no nulo X, A*Ax = AX.
De aqui, x A"Ax = \x"x , o sea, A\ = HAx"z/"xH2 > 0. Luego

el miembro derecho de iii) estd bien definido. Lo denotaremos
con C(A). Valen las igualdades

2 . 2 < * *
Al = max (laxl3 : xl, = 1) = max ("A%Ax i fxl, = 1) -

= max (x U a%aux ; "x"2 = 1), para U una matriz unitaria fija.
(recuérdese que U mantiene la norma y es 1:1). Usaremos una
matriz U de manera que u*a*au = p = diagonal (tal U existe en
virtud del teorema 4, ya que una matriz triangular y autocadjunta
es necesariamente diagonal), siendo los elementos diagonales de

*
D los autovalores de A A : A

LAy
Entonces mAmg = max (x Dx ; Hx"2=1) = max () Ajllez; "x”§=1)=
= c(a)?, QEp. ’

Ejercicio. Sean U y V unitarias. Entonces HlUAV]H2 = MAmz.
Teorema 12. Si |[|.[| es una norma matricial entonces p(A) < [|A]].
Demostracién. Sea A € o(A) tal que |[A] = P(A) ¥y x # 0 tal que
AX = AX. Sea X la matriz [x,x%x,...,X]. Entpnces AX= AX y se
verifica que [|ax[| = |x|.lx}l < (lall.lix|l. como X # o,

Ixt < |lall, QED.

Corolario. Para cualquier norma matricial pP(A) < MAkml/k.

Demostracion. El1 teorema de Schur implica o(Ak) = (Ak;x € o(A)),

de donde sigue que P(AX) = PN(a) < [|a¥||, oED.
8. MATRICES UNITARIAS, HERMITIANAS Y NORMALES.

Definicién 12. Dados n vectores (xi}gz en C" se dice que

1
. *
forman una base ortonormal 51‘xixj = 6ij'
. . . . *
Recordemos que una matriz se dice unitaria si U U = I.

Definicién 13. U € Mn(R) se dice ortogonal si UTU = TI.

Teorema 13. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
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1) U es unitaria.

2) det U0y Uu" = vl

3) vut= 1.

4) u* es unitaria.

5) Las columnas de U forman una base ortonormal de Co.

6) Las filas de U forman una base ortonormal de c".

* * .
7)Y V x € cn vale : (Ux) (Ux) = x x. (O sea U mantiene la

longitud euclidea).

Ejemplo. Si n = 2, las matrices ortogonales se pueden escribir
como
cos © sen © 1 0
T(®) = —~sen © cos © é 0 -1 T(®), © ¢ [0,2m).

Dejaremos al lector probar las equivalencias de este teorema ya
que la mayoria sigue aplicando la definicién, y sélo observamos
un hecho general que servirad para ver que 1), 2) Yy 3) son
equivalentes: Si A, B ¢ Mn(c) Y BA = I entonces det A # 0

Yy AB =1 (o0 sea B = A—l). En efecto, Ax = 0 ==> BAX = 0 = ¥x.

Luego, det A # 0 y el sistema lineal Ax = y tiene solucidén
(Unica!) para cada y e cn. Existe entonces una matriz Bd tal que

ABy = I y se verifica B = B(ABd) = (BA)Bd = By. Luego B = N
Ejercicio. Las matricas unitarias forman un subgrupo de
GL(n,C) y las matrices ortogonales un subgrupo de GL(n,R).
Teorema 14. 1) Si {Uj} es una sucesidén de matrices unitarias,

entonces existe una subsucesidn (Uk } tal que elemento a ele-

J
mento U, —> U , que también es unitaria.

2) Si A es unitariamente equivalente a A (esto es, JU tal que

2 2
1= =¥ Ibg.]”.

= u" t
A = U BU ) entonces .Z.Iaij i

i, i,3
1) es una consecuencia del teorema de Heine-Borel y es dejado al
lector. Para demostrar 2) presentamos algunas herramientas.
Definicién 14. Se denomina el polinomio caraceristico de A al

polinomio ménico de grado n definido por
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t -a;; -ap, “¥1n
p,(t):= det T8y, b8y, . - - Ay, = det (tI - A).
_anl _anz SRR ann

Vale, det (tI - A) = (—l)n.det (A - tI). Observando el desarro-
llo del determinante se pueden precisar algunos coeficientes

de este polinomio: p,(t) = t" - tr(a) Nl + (-1)" det a,
( tr(aA) = traza de A := ) ajj ). Si xl,..., An son

los ceros de este polinomio, i.e., los autovalores de A,
entonces : pA(t) = (t - Al)...(t - xn).

Si la matriz B es semejante a A, i.e., existe S no singular tal

que B = S_lAS, entonces pA(t) = pB(t). En efecto, esto sigue de

(tI - B) = S_l(tI - A)S, pues el determinante del producto es
el producto de los determinantes, (T. de Cauchy). En particular,
las trazas de dos matrices semejantes son iguales (!).
Demostracién de 2). ) |a, |2

* *
s =) Y a,, a,. =tr (AA) =
iy j 1Y

tr (U'B*UU BU) = tr (U'B*BU) = tr (B*B) = ¥ |b,.|2, QED.

1]
Definicidén 15. 1) Se dice que*A € Mn(C) e;,gormal si A*A = A A*
2) A se dice hermitiana si A = A.
3) A se dice unitariamente diagonalizable si 3 U unitaria
tal que U*AU = D = matriz diagonal . En simbolos, A 8 p.
4) A se dice ortogonalmente diagonalizable; en simbolos, A 2 D,
si 4 0 € ortogonal tal que OTAO = D = matriz diagonal.
Volvamos a las normas matriciales: recordemos que el teorema

11, iii) dice que la norma inducida por [.|,, II.ll,, verifica

MAmg = P(A*A) y A*A es hermitiana.

Vale el siguiente teorema espectral para matrices normales:
Teorema 15. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) A es normal

b) A XD

c) ¥ la

n
.|2 = 3 |x.|2 , donde A. son las raices de p,(t).
iy ) j=1 J A
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d) 9 n autovectores ortonormales de A.
Para matrices hermitianas se puede decir mds:

Teorema 16. Si A es hermitiana entonces adends de a), b), c) y
d), valen:

e) todos los Aj son reales;

f) Si A € Mn(R) entonces A

W0

D.
*
Ejercicio. Sea A hermitiana tal que x Ax 2 0 V x ¢ c".

Entonces valen: 1) o(A) C [0Q,») : 2) tr A = ==> A = 0.

9. PROBLEMAS.

Los problemas formulan, en su mayor parte, resultados tedricos
gue complementan la teoria que vamos presentando.

] = A € Mn(R),
1

1) Ver que, si % aj5 = 1 parai=1,...,n, [aij
entonces 1 € o(A) vy e = [1,...,1]T verifica Ae = e. Si 3 A

entonces ) aij =1 para j = 1,...,n. Dado un polinomio f(t),
i

las sumas de los elementos de una fila de f(A) son iguales.

2) A e M _(R). Si N € a(A) N R, O % x ¢ c" tal que Ax = A\X,

. n :
X = utiv, u,v € R, entonces Au = Au, Av= Av. ¢ ES u o v un
autovector de A ? ¢ Son u y v autovectores de A ?

3)
A, O

Si1 A = 0

A22 entonces o(A) = G(All) U o(A22).

4) La k-ésima funcién elemental en los n variables Xy e X, S€

k
define como Sk(xl,...,xn) = E 1 X
i < ‘o .
1_11<12...<1k_n J=1 J
Por ejemplo Sl(xl,...,xn) = %' xj , Sn(x

Sean Al,...,xn, los autovalores de A € Mn(C) y pA(t) el polino-

,xn) = X ...X

177 1 n

mio caracteristico de A. Vale: pA(t) = (t—xl)...(t—xn) =
n-1 - n-2

An) t + sz(xl,f..,xn) t P o sn(xl,...,x )

— n_
= t Sl(% n

17!
5) Hay [ E ] menores principales de orden k de A, (esto es,
determinantes de submatrices principales de orden K). La suma de
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ellos se denota con Ek(A). En particular, El= Y a.., En= det A.
J

J]
n n-1 n-2
Vale: t) = - E t + ~... + E .
ale: p,(t) = t" - B (a) E,(2) t 1(3)
Luego, sk(xl,...,xn) = Ek(A).
6) Sea p(t) un polinomio p(t) = antn + ...+ a, con ceros Al’
Kz,..., xn. El momento k-ésimo de { Al,..., An) es
By = x? ...+ AE. Si R es bastante grande y |t| > R entonces
(t-ap P =t et a7 4. . por lo tanto
2 -1 -1 -2 -3
f(t):= Y (t -~ \,) = n.t + p. .t + u..t + , |t] > R
21 1 1 2
Vale: p’(t) = p(t).f(t). Luego, de esta igualdad sigue que:
n-1 _ n-2 -
n.an.t + (n l).an_l.t +... + al
_ n -1 -2 -3
= (ant + ... + ao).(n.t + ul.t + “2't + ... ).
Luego valen las identidades de Newton:
k an-k + “1 an—k+l + “2 an—k+2 + ...+ Py an =0 s1 1 <k <n
y también valen:
B @g F Bp_q @gt oo B 80 4 F B @, = 0 si k=1,2,.

7) Asumiendo que tr Ak

afirmaciones: i) tr Ak = tr Bk para todo k <n

1l

uk(A), probar gue son equivalentes las

ii) A y B tienen los mismos autovalores.
(Sugerencia: Como los polinomios caracteristicos son ménicos,
de las identidades de Newton sigue que los momentos determinan
los coeficientes y reciprocamente. Luego, pA(t) = pB(t) sii
M (a) = p (B), k=1,2,... ).

8) Si A € Mn(C) es unitariamente equivalente a una matriz trian-
gular superior T, los elementos tij no estédn univocamente
|2

determinados pero ) |t.. s{ lo est4.

i<j
9) Sea j 2 n2. Demostrar que a’ puede escribirse como un
polinomio en potencias < n2 de A.
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10. MATRICES POSITIVAS. 12 parte del Teorema de Perron.
Lema 2. 1) A € Mn(R) , A 2 0. S8i ) aij = ¢, lindependiente de i,

entonces P(A) = |[|a]l_, (esta es 1ajnorma inducida por |.[_)-
2) Si la suma por columnas es independiente de j, Z aij = cC,
entonces P(A) = MAml. t
Demostracién. 1) Vale, 1 1
A % = C % , luego ¢ es autovalor,
1 1
c = ||all . Entonces p(a) 2 c = [||af|,. como [|.[|, es matricial,

1) sigue del teorema 12.
2) sigue por dualidad ya que p(a) = P(a7) v [IAll= Al -

Teorema 17. Sea A € Mn(R)’ A > 0. Entonces:

i) a:= min Z aij < pP(A) < méx Z aij
J 1 ]
ii) min Z aij < P(A) < méx Z aij
J 1 J 1

Demostracién. Las cotas superiores resultan aplicando el T. 16.

La cota inferior en i) es trivial si ¢ = 0. Sea entonces o > O.

o sea,

Definamos bij:= @ ay g / Zkaik . Entonces bij aj 4
0 < B £ A, B verifica hip6étesis del lema anterior con c = ¢.
Luego a = P(B) < P(A) y se probd i). La cota inferior en

ii) sigue de i) usando nuevamente que P(A) = P(AT).

Corolario. 1) A > 0, ) aij >0V i=—> pP(A} > O.
J

2) Si A > 0 entonces pP(A) > O.
3) Si A es irreducible, A > 0, entonces P(A) > 0 (pues si A es
irreducible entonces no puede tener una fila de ceros).

Teorema 18. Sea A > 0, x > 0. Entonces:

i) min ( % aij Xj )/xi < pP(A) < m?x ( % aij xj )/xi

ii) min ( Z aij/xi ).xj < P(A) < méx ( Z aij/xi ).xj
] 1 J 1

Demostracién. Sea S la matriz diagonal Siy = Xy- Entonces
S—1 es la matriz diagonal (S—l)ii = l/xi. Tenemos
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1AS)ij = ...xj/xi. Como P(S_lAS) = p(A), obtenemos el

(s~ al:l

teorema aplicando el teorema precedente, QED.

Corolario. Sean A > 0, x > 0, o,B > 0 tales que ax < Ax < Bx.
Entonces a £ P(A) < B. Ademds, si ax < Ax entonces a < P(A) vy
si Ax < Bx entonces P(A) < B.

Demostracién. Las hipétesis del corolario implican que

o <min ( Y a,., x. )/x, :max ( J a,. x. )/x, < B
i 5 13 73 i i 3 1373 i

y se aplica el teorema 18. Si las desigualdades fueran
estrictas entonces también se verificarian con a+e y B-¢ y
tendriamos a < a+e < P(A) £ B-e < B, QED.

Definicién 16. Dada una matriz A ¢ Mn(C), diremos que Al es un

autovalor de multiplicidad algebraica L, si

= _ L -
pA(t) = ( t Al) . t AZ)... con Al# AZ,.
Diremos que A, es de multiplicidad geométrica K, si

K = la dimensidén del subespacio { x; Ax = A% ).

En general no coinciden y vale: mult geom (xl) < mult alg (Al).

En efecto, sea A ={x; Ax = Alx}. Sean Ogeennn Qg vectores
linealmente independientes que generan A. Sean BK+1""’Bn’

n
elementos de C tales que {al,...,aK,BK+l,...,Bn} es una base en
n . . .
C . 81 definimos S = [al... Qe BK+1 ... Bn] (= la matriz cuyas

columnas son los vectores o, Bj), resulta S no singular vy
1

AS = [ Alal. AlaK ABK+1 .o ABn]. Como S S = I, tenemos
-1 AT . %
B:=S "AS= | ... vl donde la matriz identidad I ¢ MK'
. C

Entonces pA(t) = pB(t) = (t - xl)K.det [ tT - C 1. Luego K < L.

Teorema 19. Sea A > 0. Entonces P(A) > 0, P(A) € o(A) y 3 z > 0
tal que Az = p(A).z.

Demostracién.En el corolario al teorema 17 se vidé que P(A) > O.
Sea N € o0(A) tal que |A| = P(A). Entonces Jx # 0 tal que Ax=\x,
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y vale: P(A).|x]| IN[ x| = |ax| = |ax] < aAlx]|.
Definamos 0 < y := A|x| - P(A).|x]. Si probamos que y = 0 el

il

teorema quedara probado pues z | x| satisface la tesis.
Supongamos que 0 < y. Entonces 0 < Ay = A(A|x|) - p(A).Alx],

0 < Alx| =: z, verifica P(A).z < Az. Luego, por el corolario al
teorema 18, P(A) < p(A), absurdo, QED.

Teorema 20. Sea A > 0, A € o(A), A #P(A). Entonces |A| < P(A).
Demostracién. Sea N € o(A), N #P(A), |[A| = P(A), con autovector
x. En la demostracién del teorema 19 se probd que |x| es

autovector correspondiente a pP(A). Entonces vale:

lxxj| = | % aj; %y | = P(A)[le = % aji|xi| . Pero esto sdlo
ocurre si todos los xi estdn sobre un mismo rayo, esto es
1 e tal que x; = lxil.elg. Esto es lo mismo que x = e1®|x|.

Entonces |x| es también autovector para A, lo cual implica que
A es real positivo, absurdo, QED.

Teorema 21. P:=P(A) tiene multiplicidad geométrica igual a uno.
Demostracidén. Supongamos que w, 2 € autoespécio de pP.

Por la demostracidén anterior sabemos que existen 637, ©; tales

que: e 101 3 =: p >0, €12y =: g > 0. Sea 0 < B := min qj/pj
J
y sea r € R" definido por rj 1= qj - B.pj. Entonces r > 0 veri-

fica Ar = Pr, de donde se deduce que, o bien r= 0, o bien r> 0.
Como, por la definicidén de B, r tiene una componente nula, debe
ser ¥ = 0. Entonces q = Bp, 0 sea w = ei(ez_el)z, QED.
Hemos entonces demostrado el
Teorema de Perron (1* parte). Sea A € Mn(C), A > 0. Vale:

a) P(A) > 0, P(A) € o(A)

b) 3 x > 0: Ax = P(A)x

c) si N € o(A)\{P(A)) entonces |A| < P(A)

d) P(A) es un autovalor de multiplicidad geométrica uno.

1 | et =
Corolario. Sea A > 0. 3! x > 0 tal que Ax_= P(A)X_ Y % X5,5 = L

A este xO se la denomina autovector de Perron.

Dado A > O, AT es también positiva, teniendo un autovector de
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Perron yo, ATyO = P(AT)yo= P(A)yo. Trasponiendo resulta
yg A = P(A).yg - y.es el vector de Perron a izquierda de A,

P(A) se denomina la raiz de Perron.

Vamos a dar un criterio para encontrar la raiz de Perron de A.
Teorema 22. Sea A positiva. Si x es un autovector correspondien-
te a A\, x 2 0, entonces A= P(A) vy X > 0. O sea, N es la raiz de
Perron y x/"x"1 es el vector de Perron.

Demostraciéon. Las hipdétesis implican que Ax > 0, de donde sigue
que A > 0, X > 0. Ademds se verifica que Ax < Ax < Ax. Aplicando
teorema 18, i) obtenemos A < P(A) < A, QED.

I1. PROBLEMAS.

1) Sabemos que si ||.|| es una norma matricial y

A € o(A), A € M (C), entonces IAl < llall. sea £(z) un polinomio
no constante, entonces existe un polinomio ménico p(z) tal que
f(z) = K.zk.p(z), K # 0, p(z) = 27+ an_lzn—1+ .. + agy, ao# 0.
Para acotar las raices de f(z) basta acotar las de p(z). La

matriz acompanante de p se define como:

n-1 n-2 1 0
(1) C(p) = 1 0 . e . 0 0

0 1 0 0

(0] 0 1 0

Ella verifica: pc(p)(z) = p(z) (Calcular det (zI - C(p)) por

cofactores de la 1°® columna). Luego, p(z’) = 0 = |z’| < {ic(p)|
cualquiera sea la norma matricial [|.|] sobre M_(C). En particular
si |I-ll = m'ml’ vale ( cota de Cauchy )
(2) lz'] < méx ( |ayl, 1+}a1|, 1+la, |, , 1+|an_l| ).
si ft-Ml = MW-W,. vale ( cota de Montel )
(3) |z | < méx ( 1, |ay| + |a1| + ...+ |an_l| ).
2) Sean
g 8 8 8 qh-1 "%n-2 80
s = , R=10 0 0
0 1 0O ©
0 0 1 0 0 0 0
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* * * * 2 2
Entonces S R= R 8= 0 y [Is"sfl,= 1, [Ir Rl =|a0| + oL+ {an_ll .
( Para esto ultimo mostrar primero que mAmg = mA*Amz = MAA*mz
. %
usando que [IBll, = max (|y*Bx| : lyl,= Ixl,= 1) ).
2 * * * *
Entonces [lc(p)|l; = fic(p) c(p)l, = ll(s+R) (S+R)I, = [Is's + R'R||,<
< mS*Sm2+ MR*Rm ,- Luego vale (cota de Carmichael and Mason )
, 2 2,%
(4) fz7] < (1 + lagl“+ ... + |an_l| )
_ _ _ N+l _ n _ n-1
3) Sea q(z) = (z-1).p(2) 2 + (an_l 1).z2 + (an_2 an_l)z
+ ...+ (3,~ a;).z - a . Luego lz7] < méx (1, Iaol + |a0 all +
+ooo+ Ian_l—1|. Como 1 < |ao|+|al—a0|+ +[an_2—an_1|+|an_l—l[,
(5) |z7] < |a0|+|al—a0|+...+|an_2—an_1| lan_l—ll
4) Teorema de Kakeya. Sea f(z) = anzn + ... + a,z + agy.
a2z a . 2 2 a,20; f(z') =0 == |z'| < 1.
(Sugerencia: usar (5)).
NB. Valen cotas por abajo, v. g.:
2 2 4 .
’ > 2
lz7| > [aol / (1 + |a0| + ... 4 lan—ll )?, (Carmichael and

Mason).

12. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES.

Supongamos al= A, A € Mn(R). Consideremos x'Ax = Y a,.x,x.
ij

pensado como funcidn numérica sobre (X € Rn; xTx=1 }. Como este

. . . . T
conjunto es cerrado y acotado, la funcidén continua x Ax alcanza

v . — T — T —
su maximo (:= A) alli, o sea 3 X, tal que x x =1, X AX = N\,
mientras XTAX < N\ si xTx =1. Entonces f(x) := xTAx - xxTx <0
para todo x € rR" y f(xo) = 0. Luego, las derivadas parciales de
f(x) respecto de x. se anulan en el punto Xq Vi -
of - _d _ 2 _ :
axj X5) = 0= axj L (255X %y AL Xy ) xzxo‘ 2(zajkxo,k A Xo,j)

Vale entonces Axo = Axo, O sea A es autovalor y Xo autovector

de A. ( El mayor autovalor !)
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Ejercicios. 1) Si g(t) es un polinomio, entonces:

AX=AX, X # 0 =—=> q(A)x = q(A)x. Luego og(g(A)) 2 (q(A): Neo(A))
2) Sea A € Mn(C). A es singular si y sélo si 0 € o(A).

( Sugerencia: det A = 0 sii J x # 0 tal que Ax = 0 ).

3) si 3 A_l ( es decir A es no singular) y X\ € o(A) entonces

A#O y AL 1.

4) A se dice idempotente si A%= A. ver que en este caso A € 0(A)

€ o(A
implica A = 0 o 1.

5) A se dice nilpotente si a9 =o para algun . Ver que en este
caso o(A) = (0}.

6) Si A es hermitiana entonces o(A) c R,( sugerencia: conjugar

la identidad X*AX = kX*X, calculando su adjunta ).

7) Si pA(t) t= det (tI - A), ver que det (A - tI) = (—1)npA(t).
8) Si A e Mn(R) entonces pA(t) tiene coeficientes reales.

Ver que si A es un autovalor no real, X\ € o(Aa).

9) 81 T € Mn(C) es triangular superior, tij= 0 para i>j,

entonces o(T) = (t..

IERi i=1,...,n), det T = U tii'

i
10) p,(t) (cf. 7) = p,(t) = t"- (tr a)t" he 4 (-1)"det a.
Como pA(t) = (t—Al)...(t—An), ver que tr A = % Ay det A = g Ny
11) Ver que un autovalor A\ es de multiplicidad algebraica k, si
12) Si A € Mn(R), n impar, entonces A tiene un autovalor real.

13) Si A ¢ Mn(C) entonces tr A" = )} xjm,(sug.:usar T. de Schur).
]

14) Si A es diagonalizable entonces q(A) también lo es.
Teorema 23. A = D , D diagonal, equivale a que existe un
conjunto de n autovectores de A, linealmente independientes.
Demostracién. (=). Sea S no singular tal que S 'AS = D.
Entonces AS = SD. Si escribimos S = [xl SN xn], donde cada x.,
es un vector columna, tendremos ij = djj'xj' Luego cada xj
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es un autovector, siendo la familia (xl,...xn} linealmente in-

dependiente por ser S no singular.

(). Sea (xl,...xn} una familia linealmente independiente de
autovectores correspondientes a los autovalores Al,..., An. Sea

S la matriz 8§ := [Xl“’ Xn]' S es no singular ({porqué?) y vale
AS = [Alxl .. Anxn] = SD, donde D es la matriz diagonal djj= Aj
Luego S'AS = D, QED.

Enunciaremos sin demostrar dos interesantes téoremas.

Teorema 24. Sean A y B diagonalizables. Las proposiciones

i) AB = BA
ii) 3 S no singular tal que S 'as = D, s™lps = Dy
son equivalentes. (Este teorema vale también para familias
conmutantes !)
A 0
0 B

recta de A y B). C es diagonalizable si y sélo si A y B lo son.

Teorema 25. Sea C = '

, con A € M, Be Mm’ (suma di-

Teorema de Schur. Sea A ¢ Mn(C). Existe una matriz unitaria U

tal gque U*AU = T es una matriz triangular superior tal que
o(A) = (tjj; j= 1,..., n}. Si A € Mn(R) y o(A) c R, se puede
elegir U real.

Demostracién. Por induccién sobre n. Para n=1 es cierto. Supon-

gamos que vale para n-l. Sea xle o(A) y xl un autovector

de norma 1 ( esto es, ) |xi|2= 1 ). Completamos con vectores 2,
RN hasta formar una base ortonormal {xl,zz,...,zn) ( método
de Gram-Schmidt). Sea Ul = [xl Zg oo zn]. Ul es unitaria y vale
* % * *
x, Moyt
_ . _ 0 1
U, A Ul = :, [)\1xl A22 oo Azn] = : E B
Zn 0
B € Mn_l(C) y vale: pA(t) = (t—)\l).pB (t). Entonces
o(A)Y = 0(B) U (A }. Por la hipétesis inductiva J V e M _;r V
*
unitaria, tal que V BV = T, = triangular superior, con elementos

1
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de o(B) en la diagonal. 1 _+0_._._._0
: . 0 e
Definamos Vl.— . E v , U &= Ulvl
6 )
Ent vau = v u¥ AUV, =
ntonces =V, U 1V, =
1 + 0. . . 0O )\l T 1 v 0O . . .0
o . - .77 o .+ - - 7 o .« - 7 -
= - 1 * - 1 . 1 =
. ' v . 1 B . ] \Y
- ) - ] - ]
o 0 0o
* *
Mot
0 1 . '
= %
. E vy es la matriz T requerida.
0o

Si A € Mn(R) Yy Ale R entonces existe un autovector real X,

Yy en la demostracidén anterior se pueden tomar z 'Zn reales.

Entonces U, y B son matrices reales y por la higétesis inductiva
V tambien lo es, y por lo tanto U € Mn(R), QED.

Ejercicios. 1) El resultado vale con triangular inferior.

2) Demostrar que.z. ti. estd determinada por A, aungue la matriz
T del teorema del;ghur no estd univocamente determinada.

3) Probar que el producto de matrices triangulares superiores
del mismo orden es triangular superior.

Enunciamos sin demostracién un complemento del T. de Schur.
Teorema 26. Sea J C Mn(C) una familia conmutante de matrices,
{las matrices de J conmutan dos a dos). En este caso,

JU unitaria tal que VA € 7, U AU es triangular superior.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el

Teorema de Cayley-Hamilton. Toda matriz A € Mn(C) satisface su

propio polinomio caracteristico. Esto es pA(A) = 0.

Probaremos primero un lema.

Lema 3. Sean Ry T € Mn(C) de la siguiente forma:

]
E T donde Tles triangular superior € Mn_k(c),
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y T es triangular superior, verificédndose t(k+l)(k+l) = 0.
Entonces R’ = RT tiene la misma forma que R, sélo que la matriz
0 en el &ngulo superior izquierdo es de orden (k+1).
Demostracién. Obsérvese que las primeras k columnas de R son
nulas. Luego cada fila de R comienza con k elementos nulos,
mientras que las primeras (k+1) columnas de T terminan con (n-k)
ceros. Luego RT tiene sus primeras (k+1) columnas nulas, ademas
de ser triangular, QED.

Demostracidén del T. de Cayley-Hamilton. Sabemos por el teorema
de Schur que existe U unitaria tal que u*AU = T = triangular.
Entonces pA(A) = pA(U*TU) = U*pA(T)U y bastara probar que
pA(T) = 0. Pero pA(t) = (t—xl)...(t—xn) implica

pA(T) = (T—xlI)...(T—xnI) = Tl"'T Cada Tj es triangular y

n
su elemento (Tj)jj es nulo. Probaremos por induccidn que Rj:=
=Tl"'Tj tiene sus primeras Jj columnas nulas. En efecto, esto es
cierto para j=1, y suponiéndolo para Jj, resulta cierto para j+1
como consecuencia del lema. Luego pA(T) =R, = 0, QED.
Corolario 1 (al T. de Schur). Si g(t) es un polinomio entonces
o(d(A)) = { g(A) ;5 X € a(A) )} =: d(o(A)).

Demostracién. Si A B T entonces q(A) ¥ q(T). Pero g(T) tiene en
su diagonal principal a q(xl),...,q(xn). Luego estos son los
autovalores de q(T), que por otro lado son los de g(A), QED.
Corolario 2. tr a* = r A?.

Demostracidén. Sigue del Ej 10, pg. 26 y del corolario anterior

con q(t) = tk, QED.

Ejercicio. Si A es equivalente a B entonces tr Ak = tr Bk.

Observemos que, como dim Mn(C) es nz, las n2+1 matrices AO, Al,

2 2
. An, son linealmente dependientes. Luego, A" es combinacién

lineal de las potencias Aj, j= 0,...,n2-1 ({porqué?). Pero el
teorema de Cayley-Hamilton nos dice que AP se puede escribir
como combinacién lineal de las potencias Aj, j= 1,...,(n-1).

Es mas econdmico!. En otras palabras al= g(A), donde q(t) es el
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n

polinomio de grado < n, g(t) := - pA(t).

Corolario 3. Si k > n entonces A" se puede escribir como un

At

polinomio en A de grado < n.
. . k k-n,n k-n . .
Demostracién. A7 = A A= dq(A) = polinomio de grado < k.

Reiterando obtenemos un polinomio de grado menor que n.

Corolario 4. Si A ¢ Mn(C) y det A # 0 entonces existe un poli-

nomio de grado menor que n, g(t), tal que A—l= g(A).
Demostracidén. Recordemos que pA(t) = tn+ a, tn_1 +...+ a,

donde a = (—1)ndet A. Si det A # 0 entonces por un lado J A
y por otro lado a, es no nulo. Multiplicando 0 = pA(A) por A~

1 .
, es decir,

1
1

obtenemos: 0 = An_l + alAn_2+...+ an_lI + anAu
la tesis con g(t) = (an ~ pA(t))/(ant), QED.
Vimos en teorema 23 que si A tiene n autovectores linealmente
independientes entonces es diagonalizable mediante una
transformacidén no singular..El teorema de Schur dice algo més y
algo menos: la transformacidén es unitaria pero el resultado que
se asegura es la triangularidad. Caso particular del T.23 es el
Teorema 27. Si A € Mn(C) tiene n autovalores distintos dos a dos

entonces es diagonalizable.

Demostracién. Sea o(A) = {Al,;..,xn}, Yy sean x(l),...,x(n) los
correspondientes autovectores. {x(l),...,x(n)) es un conjunto
linealmente independiente. En efecto, si no fuera asi habria un
r > 1 tal que {x(l),...,x(r)} seria linealmente dependiente
pero (x(l),...,x(r—l)} linealmente independiente. Sean

(1) (r)_
(al,...,ar) # (0,...,0) tal que 4% +...+ o X 0. Luego,
aplicando A obtenemos alxlx(l)+ el + arxrx(r)= 0. Si multipli-

camos la primera igualdad por A, Y la restamos de la dltima,
resulta al(xl— Ar) x(l)+... + ar—l(xr~l_ xr)x(r~l)=0. Esto

lleva a una contradiccidén, QED.

Definicién 17. 1) El espacio nulo de una matriz B es el conjunto
de vectores x tales gque Bx = 0. (Si B es no singular, su espacio
nulo constara sélo del vector 0).
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2) Si A € o(A), llamaremos autoespacio de A correspondiente al
autovector A al espacio nulo de (A - AI). Lo denotaremos con Nx.
O sea, NA:={x;Ax = AX)})={autovectores de A corresp. a A} U {0}.
3) Se dice que un subespacio W C c" es invariante por A, si

V x €6 W, Ax € W. O mas brevemente, AW C W.

Ejercicios. 1) N, es invariante por A.

2) Un subespacioxinvariante por A minimal es el generado por un
unico autovector de A.
Definicién 18. De A ¢ Mn(C) diremos que es defectiva si existe
A € o(A) tal que su multiplicidad geométrica es menor que su
multiplicidad algebraica.
Ejercicio. A es diagonalizable si y sélo si no es defectiva.
Definicién. Se dice que y es un autovector a izquierda de A
(correspondiente al autovalor A), si y*A = A y*.
Ejercicio. Son equivalentes las proposiciones:
i) y es autovector a izquierda de A (corresp. a A)
ii) y es autovector de A* correspondiente al autovalor A
iii) y es autovector de aT correspondiente a \.
Recordemos la definicidén de vectores ortogonales en .
Definicidén 19. x, y € c” son ortogonales si y*x = <x,y> = 0.
Teorema 28. Sean A\, u € C, N # u, y autovector a izquierda de
A correspondiente a A\, x autovector de A correspondiente a pu.
Entonces x es ortogonal a y.
Demostracidn. y*A = Ay*, Ax = pux implican y*Ax= A<X,Y>= U<X,yV>.
Esto sdélo puede valer si <x,y>= 0, QED.
Ejecicio. ¢{Porqué ni 1) ni 2) prueban el T. de Cayley-Hamilton?
1) p,(t) det |tI- A|. Luego, PA(3) = det |aT - A] = det 0 = o©.

2) pA(A) =0 VN € 0(A). Por cor. 1, pg.29, pA(A) tiene por unico
autovalor a 0. Luego pA(A) = 0.

13. CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE SCHUR.

El radio espectral no es una norma, pero...

Teorema 29. Sea A € M _(C). Dado ¢ >0, 3 una norma matricial |}.]|
tal que pP(A) < |lall € pP(A) + €.
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Demostracién. La primera desigualdad ya fue probada en T. 16.
Por el teorema de Schur, A = U*AU con A triangular, U unitaria.
Definamos, para t > 0, la matriz D, como la matriz cuyos
elementos diagonales son: t, tz,..., " y los restantes = 0.

Entonces D;1= Dl/t y AD_ es la matriz cuya columna Jj-ésima es

la columna j-ésima de A multiplicada por tJ, para j= 1,...,n,
mientras que DtA es la matriz cuya fila j-ésima es la fila

j-ésima de A multiplicada por tJ. Por eso DglADt es la matriz

tiangular superior cuyo elemento ij es Aijt]_l,
mentos diagonales los autovalores de A. Como los elementos no

siendo los ele-

diagonales tienden a 0 cuando t - +0, podemos elegir t >0 tal
-1

que [[D_"AD ||, < sup (|x.] + &) = p(A) + €.
t t"1 j ]

Definamos ahora la siguiente norma (Ejercicio: verificar que es
una norma matricial):

liBll

...1 *
lall := |, vav b

= fiogtusu™D

e

-1 *
s BS"Il donde S := U D . Entonces

-1
= flo "D ll; < P(a) + &, QED.

My

ey
Definicién 20. La matriz A se dice convergente si Ak —> 0,
(elemento a elemento).

Teorema 30. A es convergente si y sélo si PF(A) < 1.
Demostracién. Sea P(A) < 1. Por el teorema 29 existe una norma
matricial tal que |[Afj < 1, y vale mAkm < mAmk——> 0. Pero todas
las normas son equivalentes, luego, HAk"w——> 0, o sea A es con-
vergente.

Supongamos ahora que ”Ak"w——> 0. Si A € 0(A) siendo x un

. k k
autovector correspondiente, entonces A”x = A’’X —> 0, 0O sea,

V3 Akxj - 0 . Luego |A]| < 1 y P(A) < 1, QED.
Corolario 1. Sea A € M _(C), € > O. d Cc = c(a,g) tal que,

|51 < coray + &) Vi,
Demostracién. Sea A = FT%TfI—E . Entonces P(A) =_?T£§é%—z < 1.

Luego A es convergente y (Z\k)ij -~ 0 para k - o, Vi, j. Como toda
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sucesidén convergente es acotada, resulta la existencia de una
constante C que acota a |(A k)ijlzl(Ak)ij| (P(A) + &)—k, QED.
Corolario 2. Sea ||.]| una norma matricial. Entonces

P(a) = b (JlA5IHK.

k—>00

Demostracién. Por T. de Schur y T. 16, (P(A))k= P(Ak) < mAkm.
Entonces pP(A) < (MAkm)l/k. Por otra parte, usando el corolario

anterior, "Xk"m——> 0 para k - . Luego, Hik"w < C vy vale

por la equivalencia de normas, mikm < C. Usando la definicién de

kHl)l/k < (P(A) + &).él/k .Sigue el corolario, QED.

Veremos que el corolario 2 vale en condiciones mds generales.

A resulta (|jA

Definicidén 21. Diremos que una funcidén f sobre c" es una
prenorma si f es a valores reales y verifica:

1. Ff(x) =20

2. x # 0 = f(x) > 0 (positividad)

3. f(ax) = |a|f(x) (homogeneidad, que implica f(0) = 0)
4. f(x) es continua como funcién sobre ch = R2n.

Teorema 31. Sean fl Yy f2 prenormas. Existen constantes positivas
my M tales que Vx m.fl(x) < fz(x) < M.fl(x).

Demostracién. Sea ¥ := {(z € C; Iz, = 1). £ es compacto y por
el teorema de Weierstrass la fuhcidn h(z):=f2(z)/f1(z), positiva
en ¥, tiene un méximo M y un minimo m en ¥, ambos necesariamente
positivos. Esto es 0 < m £ h(z) < M para z€Z. La homogeneidad de

fiY 75, implica que h(az) = h(z) para a y 2z no nulos. En parti-

cular, si @ = 1/|z| entonces el punto ez € £ y vale m £ h(z) < M
Vz # 0; y el corolario sigue, QED. 5
Corolario 2. Si f es una prenorma en Mn(C) = ¢ entonces
k,,1/k
P(B) = tm (£(A))T/E
k-»oo
Demostracién. Sea f,(A) := liall una norma matricial. Por cor. 1

existen constantes positivas m, M, tales que

1/k 1/k

k k k k k,,1/k | ST
nfla™ < Fa™) < mjjlazl y  (mlla™) < (F( )Y R < aqan
y aplicando el corolario 1, teorema 30, obtenemos la tesis, QED.
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Ejercicios.

1) Sea A 2 0, no nula. Si existe y > 0 tal que Ay = Ay entonces
n n
P(A)=méx min —%— Y a,. x,=min max L ) a $4%y (cf.T.18).
x>0 1<i<n i 3=1 '3 I x>0 1<i<n *i =1 1) D

|

2) Sea A > 0, no nula. Si existe y > 0 tal que Ay = Ay entonces
A= P(A).
3) Sea A > 0, no nulo. Si existe y > 0 tal que Ay = Ay entonces
A es semejante a una matriz no negativa con las sumas por filas
iguales a una misma constante.
4) Si A > 0 y x es el vector de Perron de A entonces:
n
P(A) = Y a,. X, X..
i,3=0 *3

14. SERIES DE MATRICES.

Definicidén 22. Sea A ¢ Mn(C). A se dice estrictamente diagonal-

mente dominante (mds brevemnte, A € EDD) si se cumple que

n
|aii| > R, = 'Zi | (’ en la ) indica que se omite j=i).
: J=

a,.| .
ij
Teorema 32. (Criterio de invertibilidad de Levy-Desplaques).

Si A € EDD entonces A es invertible.

Demostracion. Sea D matriz diagonal tal que dii= Tenemos

A e s
11

gue D—lA es la matriz cuya fila j-ésima es la fila Jj-ésima

de A dividida por ajj' Si definimos B:= I - D_lA resulta b..= 0,

bij = - aij/aii para i # j. Calculamos [[Bf| = m?x % |bij| =

= max Rj/laijl < 1. Veremos (corolario al teo. 34) que entonces
i - -

(I - B) 1 existe. Pero A = D(I - B), luego A 1 existe, QED.

Completamos con algunos resultados sobre series de matrices.

Teorema 33. sea a{3) « M_(C) Vj e Ny | .| una norma vectorial.

Si la serie ) "A(h)" es convergente entonces existe A= ) alh)

= &m,(A(l)+ .. + A(N)) para N — o, (elemento a elemento).
Demostracién. Como todas las normas son equivalentes, resulta
all, == max (|aij|; 1<i,j<n) < M ||A||, VA € M_. Luego g |a§?)| <
<MY HA(h)H < o ¥Yi,j=1,...,n.de donde sigue la existencia de
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5 al®)

L i3 = aij , QED.

Teorema 34. Sea A € M_(C), l.lI una norma matricial, a,z 0, h eN.
si ) ahMAmh< o entonces ) ahAh converge.
Demostracién. Basta observar que ) MahAhm <y ay Al b y

aplicar el teorema anterior, QED.

Corolario. Sea A ¢ M_(C), [I.ll una norma matricial y [aff < 1.
Entonces I-A es invertible, siendo (I—A)_l= I+ A +...+ Al
Demostracién. La serie ) mAmh es convergente; por el teorema
anterior, existe B := flm (I+A+...AN). Pero entonces AB = B - I,
N—aoo
o sea, (I - A)B = I, de donde sigue que B = (I-A) 1, QED.
A e .h 0
Ejercicios. 1) e := ) A"/ h! estd bien definida (A := I).
h=0

2) sea A € M_(C), [|.|l una norma matricial tal que [JI-a]] < 1.

o0
Entonces, A es invertible siendo A—l = ) (I—A)k

k=0

15. TEOREMA DE PERRON, continuacion.
Teorema 35 (de Perron, 2° parte). Sea A ¢ Mn(R), A > 0. Vale:

k
1) ﬁm [ ?%XTJ = I, donde L := Xx yT con x > 0, autovector de A,
—00

y > 0, autovector a izquierda de A (ambos para el autovalor
P(A)), normalizados por la condicién xTy =1 = yTx.

2) P(A) tiene multiplicidad algebraica igual a 1.
Demostracién. Veamos 1). Recordemos el Teo. 22 que asegura que

necesariamente un autovector positivo corresponde a pP(a). Obser-

vemos que Lij = Xiyj implica que Lx = xyTx = x(yTx) = x. Luego,
X es autovector de L para el autovalor 1. Ademds L2 =(xyT)(xyT)=
= x(yTx)yT= xyT =L, de donde L™ = L para m = 2,... y si A=P(A),
AL = A Xy =XAxy =\L=xyA=LA. Entonces aA™L = ra™ =

= (>\)m L, de donde (A - )\L)2 = A2 - 2A2L + sz = A2— XZL Yy por

induccidén (A - )\L)m =A™ - \™L. sea ahora ¢ # 0 autovalor de
(A - AL). Entonces existe w #0 tal que (A - AL)w= puw. Aplicando

L a ambos miembros resulta 0 = pLw. Entonces, Lw = 0, resultando
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Aw = pw. Hemos probado entonces que o(A - P(A)L)\{(0) c o(A).
Veremos que vale ademds que: dg(A ~ P(AYL)I\{0} c o(A)\{P(A)}.

En efecto, sea X = P(A). Si A es autovalor de (A - AL) con
autovector w, la demostracién anterior nos dice que ALw = O,
luego, A\w = (A - AL)w = Aw. O sea, w es autovector de A
correspondiente a A = P(A) y por lo tanto es miltiplo del vector
de Perron x: w = ax. Pero entonces Lw = xyT(ax) = ax # 0,
absurdo. Luego, A no es autovalor de A - \L.

La inclusidn o(A - P(A)L)\(0) c o(A)\{P(A)) implica que el

radio espectral de (A - P(A)L) es menor que pP(A). O sea

A A m
P P(A) L ) < 1. Luego ( FCA) L ) —> 0 por teorema 30.

A m
L - L
P(2) )
Veamos 2). Sea k:= multiplicidad algebraica de A = P(A). Usando

m

Pero ( = ( ?%XT y™ - 1™, v 2) sigue pues L™ = L.

*
el teorema de Schur, A = U AU con A triangular superior cuyos

elementos diagonales son A,...,A,Ak+l,...,xn, siendo |xj| < A
para j = k+1,...,n.
Por esta razdn (——%—)m es triangular superior cuyos elementos
diagonales son 1,...,1, (xk+1/x)m,...,(xn/x)m, gue para m - ®
*
convergen a 1,...,1,0,..,0. Como Am = U AmU, resulta de 1) que:
1
k - *
"1
_0 _____
*
L =1U 0. U.
0

Como U vy U* son matrices de rango n y la matriz central tiene
rango por lo menos k, resulta que (rango de L) > k. Pero como
Lw = (xyT)w = x(yTw) = Bx con B = (yTw), sigue que rango de L es
igual a1 y 1 > k, QED.

Enunciamos un teorema que probaremos méds adelante.

Teorema de Ky Fan. Sean A, B € Mn(C), tales que B > |A|.

Entonces, todo autovalor de A yace en la regidn:
n
igl{ zeC: |z - aiil < P(B) - by, ).
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Observacién. Si A zno, podemos aplicar este resultado con B = A,

resultando o(A) c igl( ze€C: |z - aiil < pP(A) - a;; )-

Este resultado es mds preciso que o(A) c { zeC : |z| < p(a))!
Mencionamos otro resultado interesante:
Teorema 36 (E. Hopf). Si A > 0 , X\ ¢ o(A)\{P(A))}, entonces

5

max (aij) + min (aij)

max {a,.) - min {a,
IAl/P(a) < = =

< 1.

Definicién 23. Diremos gque una matriz A ¢ Mn(C) pertenece a 1la

clase E de las matrices estocasticas si A > 0 y ) aj4 = 1
para i = 1,...,n.
T

Si Ae Ey A

mds brevemente que A ¢ DE.

€ E, diremos que A es doblemente estocastica, o

Ejercicio. Si U es una matriz unitaria y ag4t= luijlz,
la matriz [aij] € DE. En particular, toda matriz de permutacidn

entonces

P pertenece a DE.
Teorema 37 (Birkhoff). 1) Sea A ¢ Mn(C), A € DE. Existen

matrices de permutacién Pl""’PN y constantes al,...,aN ,
0 < aj <1, ¥ aj = 1, tales que A = a, Pl+... + ay PN.

2) N < n%- 2n + 2.

Antes de probar el teorema repasaremos algunas nociones sobre
conjuntos convexos. n

81 Xy,..., X € ", N> 0, T N=1ly x = iglxixi entonces

se dice x que es una combinacidén convexa de los X, -

Un conjunto K c c” se dice que es convexo si dados x, y € K,

0 < a <1, entonces ax + (1-a)y € K. Se puede probar que K es
convexo sélo si contiene las combinaciones convexas de todo
subconjunto finito de K. La convexidad se mantiene por sumas e

intersecciones: K1+ K i= {(z=x + vy ; xeKl, yeK2 )} es convexo

2

5 lo son. Idem Kl n K2.

Por capsula convexa de un conjunto K entendemos el menor

sS1 Kl vy K

conjunto convexo S que contiene a K. La denotamos con Co(K).

Se demuestra que Co(K)={z:z=combinacidén convexa de puntos de K).
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Definicién 24. Sea K un convexo cerrado. Un punto p € K se dice
punto extremal de K si p = ax + (l-a)y, %,y € K, 0<a<l sdélo se
cumple si x = y = p. Se tiene el siguiente

Teorema 38. Todo convexo compacto (cerrado y acotado) tiene
puntos extremales.

El siguiente es uno de los teoremas mds importantes del andlisis
convexo:

Teorema 39 (Krein-Milman). Si K es un convexo compacto y
E:=familia de puntos extremales de K entonces Co(E) = K.

Demostracién del T. de Birkhoff. El1 conjunto DE de matrices

2
doblemente estocdsticas es convexo, compacto ¢ c"”. Las matrices
P de permutacién son los puntos extremales de DE. En efecto, los

A,B e DE, 0 < a <1, P=oqaA + (1l-a)B, resulta pij= !

y la dnica manera que pij pueda valer 0 o 1 es que a;

elementos de una matriz AeDE verifican 0 < aij < 1. Entonces si

'=b' l= L L]
37°13 Pij
Veamos que si A € DE no es de permutacién, no es extremal en DE.

A tiene un elemento a., . , 0 < a, . < 1. Como Z a, = 1,
1131 13131 x ik
hay un j, # j; tal que 0< a, 3 <l. Como la suma de la colum-
1J2
na j, es 1, hay un i, # i; tal que 0 < a, 3 < 1. Seguimos asi
2

hasta que aparece un subindice ya encontrado anteriormente.
Nos quedamos con la secuencia de indices comenzando en el
indice repetido cuando aparece por primera vez y terminando
cuando aparece por segunda vez. Tendremos asi una sucesidén de
indices de la forma: i931,4932,1999,--. +ih-1Jh-1-ih-171"

dos a dos distintos, tales que los elementos de A
correspondientes a esos fndices son positivos y menores que uno.
Sea a el minimo de estos elementos. Sea B la matriz cuyos
elementos iyjx son iguales a +1, los elementos ixJk+1 son
iguales a -1, (Jn := 31 ), y los restantes elementos nulos.
7 A € DE.

Como A = % AL+ A y A# A, sigue que A no es extremal, QED.

Definiendo A := A+ aB , A_:= A - aB resultan A, 20, A_20y

las sumas de sus filas y columnas son +1. Luego, A
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NB. Si E es finito entonces Co(E) = Co(E).

16. LOCALIZACION DE LOS AUTOVALORES.

Vamos a demostrar el teorema de Gersgorin, que nos dice donde

estdn localizados los autovalores de una matriz, A € Mn(C).

Para ello enunciamos un teorema sobre la dependencia continua

de los ceros de un polinomio respecto de sus coeficientes.

Teorema 40. Sean n>1 y p un polinomio con ceros xi, i=1,...,n,
n

p(x) = ayx + ...+ a;x f ag, a, # 0, a;e C.

Entonces, para todo ¢ > 0 existe un 6§ > 0 tal que para todo

. . n

= + oo + .- a,
polinomio q(x) bnx + blx b0 con |b1 al| < &
hay una forma de numerar sus ceros Byr «-- ’“n de manera que
se verifique |xi - “il < €.

Corolario. Los autovalores de una matriz A ¢ Mn(c) dependen con-

tinuamente de los elementos de la matricz.

Teorema 41 (Gersgorin). Sea A ¢ Mn(C) Yy Ri(A):= Y
. j#L

Vale:

1) Los autovalores de A estdn localizados en la regidn

laijl-

n
G(Aa) := U { |2z - aii' < R{(D) ), (unién de n discos).
i=1

2) Si k de estos discos forman una regién Gk(A) conexa maximal,
entonces en Gk hay exactamente k autovalores.

Demostracién. Sea )\ un autovalor de A y x # 0 tal que Ax = AX.
Sea p tal que |xp| = mdx { |x;| 7 i=1,...,n ) > 0. Entonces

j pp’ ¥p jgp ®p3 *3°
Usando la desigualdad triangular y la definicidén de p:

Axp = % a5 X3 implica que (A - a__)

Ix - app[lxp] < Rp(a) prl. O sea, para algun p, |\ - appl < Ry
Luego, A € G(A).

2) Supongamos que Gk = i§1(|z ;;?iil < Ri(A)} es conexo,
disjunto de G(A)\Gk . Sea D 1la matriz diagonal tal que

dii = a; ., i=1,...,n, vy B la matriz definida por A = D + B.
Definamos A_ =D+ €B, 0 < € < 1. Tenemos Rﬁ(Ae) = ¢ Rﬁ(A).
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Obsérvese que los discos que forman la regidén de Gersggorin de

A, tienen el mismo centro que los de G(A) y radio menor. Luego,
k discos de los que forman a G(Ae) estdan en Gk y (n-k) discos en
G(A)\Gk. Por el teorema 40 podemos numerar los autovalores de

A€ de manera que xi(Ae) sea una funcidén continua de € para

cada i= 1,...,n, sobre el intervalo [0,1].

Luego, dado 1, Ai(AE) pertenece a Gk para €=0 si y sdélo si

lo hace para todo €, 0 < € < 1. Como A. = D, vale gque Ai(AO) =

0
Por lo tanto, para €=0 hay exactamente k raices en G

= a,.. .
Enté;ces lo mismo vale para todo €, en particular para e=1,kQED.
Obsérvese que lo que hemos hecho es probar que el nimero de
autovalores de A en Gk es una funcidén continua de € a valores
enteros, que debe ser constante pues su dominio es conexo.
Definicién 25. La regién G(A) se denomina la regidén de Gersgorin
(para filas) de A. Los discos individuales en G(A) se conocen
con el nombre de discos de Gersgorin.

Observemos que A vy S_lAS tienen los mismos autovalores, aunque
sus regiones de Gersgorin son en general diferentes.

Por ejemplo, si S es la matriz diagonal: s,,=

1i= Py > 0, se obtiene
/ Py

facilmente que (S_lAS)ij =
Aplicando el teorema de Gersgorin a esta matriz y a su

s A
P3%i5

traspuesta, se tiene el siguiente

n
) _1 1 ’
Corolario. a) o(A) c G(S "AS) = U {(lz - aii' < - Z pjlaijl}
1i=1 1]
-1, .. T n
b) o(A) c G((S "AS)") =jgl(|z - ajjl < pj %I(Iaijl/pi)}'
Ejemplo. Sea A = I é ; . Entonces o(A) = {1, 2). Si aplica-

mos el teorema de Gersgorin tenemos que G(A) es el disco de
radio 1 y centro en 1. Sin embargo usando el corolario obtenemos
una mejor acotacién: o(A) ¢ (|z - 1|<r)ju(2}) con r = p,/P, -
Veamos la siguiente aplicacidn:

Teorema 42 (Ky-Fan). Sea A € M _(C), B 2 |A]. Entonces
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n
o(a) c u | |z - ag .
1=1

Demostracién. 1) Probaremos que vale la tesis en el caso B > 0.

| < P(B) - by ).

En este caso por el teorema de Perron existe x > 0 tal que
Bx = P(B)x. Entonces

" la,. X <Y’ b,. x. = (Bx)., - b
% | lJI 3 % i3 X5 = (Bx)y
Por lo tanto, si aplicamos el corolario anterior con pi= X,

= (P(B) - bii)xl

o X,
ii™i
obtenemos la tesis para el caso B>0.

2) Sea B 2 |A|. Designemos con £ la matriz con todos sus

elementos = 1. Sea BE:= B + €f. Vale 0 < B€ > A. Por 1)

n
o(A) © U |z - aiil
i=1

P(BE) - (bii+ €y - P(B) - bii' Y sigue la tesis, QED.

< P(BE) - (bii+ e)‘). Pero para € — O,

17. MATRICES NO NEGATIVAS.
Recordemos el
Teorema de Perron. Si A € Mn(R), A > 0, vale:
a) pP(A) > 0;
b) P(A) € o(A);
c) 4 x>0 : Ax = P(A).X
d} P(A) es algebraicamente simple;
e) Si N € o(A) == [A] < P(A);

m
£) | P%X)] ——— L, L:= X yT, AX = P(A)X, ATy = P(A)Y,

x>0, vy >0, xTy = 1.
Vamos a estudiar cuales puntos siguen en pie para A 2 0.
Ejercicio. Recurriendo a las matrices 0 l', ‘1 0 0 1|

14

0O O 0 1 1 0O

probar que, excepto b), el teorema precedente no vale si la

hipotesis A > 0 se reemplaza por A > O.
Probaremos que con modificaciones valen a), d) y c).
Teorema 43. i) Si A € Mn(R), A > 0 entonces P(A) € o(A) y Jx >0,
no nulo, tal que Ax = P(A)X.
ii) Si existe un entero k > 1 tal que Ak > 0
entonces P(A) > 0y 3§ x > 0 tal que Ax = P(A)X.
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Demostracidén. i) Lo haremos aproximando A por la matriz positiva
A(€) := A + €f, €>0, a la cual se aplica el teorema de Perron2
Sea x(€) el vector de Perron de A(€). Entonces x(€)>0, ) x(e)i =
=”x(e)”§ = 1, A(e)x(€) = P(A(€)).x(€). E1l conjunto ({(x ;”x"2= 1)
es compacto por lo que podemos encontrar una sucesién (€ ) > 0

tal que x(ek)i————>vxi para k —> «. Pero entonces J xi =

= fm Hx(ek)"2 = 1. Luego, X # 0. Ademas, por el teorema 2

P(A) < P(A(ek)) < P(A(Gk-l))’ Se tiene entonces que la sucesidn
P(A(ek)) es monétona decreciente y converge a un limite p 2 pP(A)
Adends, Ax = Px. Pero entonces Ped(A) y P<P(A). O sea, P=P(A).
ii) Sea x un autovector no negativo correspondiente a pP=p(A).

Entonces Azx‘= A(Px) = sz, .o, Akx = ka. Si Ak > 0, entonces

Pk es su raiz de Perron y X es un miltiplo de su autovector
de Perron; luego, P > 0 vy x > 0, QED.

Ejercicio. Sabemos por teorema 18 que si A > 0, x > 0 y Ax < Bx,

entonces pP(A) < B. Usando A = o 2 | y X = ‘ é ', probar que

el resultado no vale si x 2 0, x ¥ O.
Mostrar también que P(A) # min max _%T _E ay 5%y

x>0 1 1 3J=1
Complementamos el teorema 43 (d) y e) del t. de Perron)
Teorema 45. Sea A € Mn(C), A >0, Ak > 0. Entonces pP(A) es
algebraicamente simple y todo A € o(A)\{P(A)) verifica |A|<P(A).
Demostracién. Por el teorema de Schur, o(Ak) = | Ak: A € o(A) ).
Si P(A) fuera miltiple para A, P(A)k seria miltiple para Ak,
contradiciendo d) del T. de Perron. El resto sigue de e), QED.
Recordemos que una matriz A > 0 que verifica Ak > 0 tiene la
propiedad FC y luego, por el teorema 6, es irreducible. La

0 1
1 0

de sus potencias es positiva. Caracterizamos a continuacién

reciproca no es cierta: A = ‘ es irreducible pero ninguna

esa clase de matrices irreducibles.
Definicién 26. A > 0 se dice primitiva si es irreducible y posee

s6lo un autovalor de médulo médximo.
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Teorema 46. A € Mn(R), A >0, es primitiva si y sélo si existe

un numero natural k > 1 tal que Ak > 0.

Demostracién. &= es el contenido del teorema 45.

== . Observemos la demostracidén del teorema 35, 1). (O sea el

teorema de Perron 22 parte: fm [F%X)]m = L:= x yT). En dicha

demostracién sélo se usan los siguientes hechos:

1) P(A) es geométricamente simple,

2) P(A) es el unico autovalor de médulo maximo,

3) A (resp. AT) tiene un autovector x>0 (resp. y>0),
correspondiente a pP(A).

1) y 2) siguen de la Def. 26 y el Teor. 43. En el Teor.47 se

verd que 1)-3) valen para toda matriz irreducible no negativa.

Aceptando esto podemos repetir la demostracién mencionada y

concluir que
b, [F%X)] = L:= x yT, donde x > 0 e y > 0 implican L > 0.

Entonces para m suficientemente grande A™ > 0, QED.
Probaremos ahora los resultados del teorema de Perron que se
mantienen para matrices irreducibles.
Teorema 47 (Perron-Frobenius). Sea A > 0, irreducible. Vale

a) p(A) > o0,

b) P(A) € o(A), _

c) d x > 0 tal que Ax = pP(A)x,

d) P(A) es algebraicamente simple.
Demostracién. a): Las hipétesis implican que o := min Z a.. > 0.
Por teorema 17, i), resulta P(A) > a > O. o
b): Ya lo demostramos en teorema 42, i).
c): Sabemos que J x > 0 tal que Ax = P(A)x. Luego, (I + A)n_lx =
= (1 + p(a))™" 1x. pero por teorema 6, la matriz (I + A)n_} es
positiva y por lo tanto (I + A)n_lx > 0. Sigue c).
Para probar d) necesitamos un lema.
Lema. Si A € Mn(C) Y A € 0(A) tiene multiplicidad algebraica k
entonces (A + 1) € o(I + A) con multiplicidad algebraica k.
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Ademdas, P(I + A) £ 1+pP(A)Y. Si A > 0 entonces P(I + A) = 1+pP(A).
Demostracion del lema. Observemos que pA(t) = det [tI - A] =
det [(t+1)I - (I+A)] = pI+A(t+1). 0O sea, pA(t) =1 (t - Aj) =

I (s - (Aj+1)) = Prya(s), s=t+l.

Entonces, si A es un cero de multiplicidad k de pA(t), A+1 es un
cero de multiplicidad k de pI+A(s). También o(I+A) = (u = 14+x;

N € 0(A)) vy por lo tanto P(I+A) < 1+P(A). Si A > 0 entonces

P(A) € o(A) y 1+P(A) € o(I+A). Luego, P(I+A) = 1+P(A), QED.
Demostracidn de d): Si P(A) es de multiplicidad algebraica

k entonces 1+pP(A) es de multiplicidad k para I+A. Pero

I+A es positivo y 1+P(A) es su autovalor de Perron. Por teorema
35, 2), k=1, QED.

Aislamos a continuacidén un resultado que ya hicimos notar en la
demostracién del teorema 46.

Teorema 48. Si A 2 0 es una matriz primitiva entonces

m
limn, [_F%XT = xyT=:L , donde x>0 es autovector de A

m—00
para P(A), y>0 es autovector de AT para P(A) tal que yTx = 1.
18. GENERALIZACIONES DE ALGUNOS RESULTADOS A MATRICES
NO NEGATIVAS.
Sea A € Mn(R), A >0, e R, a20.

Teorema 49. i) Supongamos que Jx>0, no nulo, gque verifica

Ax > ax. Entonces pP(A) = c.

ii) Sea x > 0, no nulo, tal que Ax > P(A)x. Si Jy>0 tal que

yTA = P(A)yT entonces vale Ax = P(A)x.

Demostracidén. i) Sea A(g) := A + gE. Entonces A(£)>0 y existe un
vector y(g) > 0 tal que y(&)TA(&) = P(A(&))y(&)T. Ademéas

A(E)X - ax > AX - ax > 0. Multiplicando por y(&)T resulta:

P(A(E))Y(E) % = ay(e)Tx = (P(A(€)) - a)y(e) x > 0. Luego
(P(A(E)) - @) > 0. Como los autovalores de A(&) convergen a los
de A, resulta que P(A(g)) - P(A) e 1) queda probado.

ii) Por hipdétesis Ax - P(A)x 2 0. Si fuera # 0, entonces multi-

plicando por yT resultaria yT(Ax - P(A)Yx) > 0. Pero
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vy (AX = P(A)X) = (P(A)- P(A))y'x

0, contradiccidn, QED.

Teorema 50. Sea A > 0. Vale P(A) = mdx min L Y oa,. X. ,
x>0 i *i3 *t1 3
(el minimo se toma sobre los X, # 0 y el mdximo sobre los x

no nulos).

. . p 1
Demostracién. Sea x>0, no nulo, y sea a := min —/— Z a X
i

X 13 7]
(sélo sobre los i con xi¢0). Entonces, ax £ Ax pu;s
ax; < Z aij xj Vi. Por el teorema anterior o £ P(A). Como
A > 0, existe x > 0, x #. 0, con Ax = P(A)x. En consecuencia, el
mdximo de los o se alcanza sobre ese x y es P(A). El1 teorema
gqueda asi probado.
Recordemos que el teorema 2 asegura que |C| < D ——
p(c) < p(lc]) € p(D). Veremos que pasa si esas desigualdades son
igualdades.
Teorema 51. Sean A, B ¢ Mn(c), A>0, irreducible. Supongamos que

|IB] <A y P(A) = P(B). Si A = eiQP(B) € o(B), entonces

id -1

existen nuimeros reales © @n tales que B = e DAD con

17"
el®1 0 X1/ 1% | 0

0 . _iep 0 .

’ Bx = AX.
*n/ %5

Demostracion. Existe x#0 tal que Bx = Ax. Entonces,

|Bx] = pP(A)|x] < |B||x| £ Alx|. Por ii) del teorema 49 (la
irreducibilidad de A asegura la existencia del y > 0) sigue

que las desigualdades son igualdades y que |x| es autovector de

A y también de |B|. Por el T. de Perron-Frobenius resulta

|x| > 0. Entonces estan bien definidos 1%k .= xk/lxkl y vale
x = D|x|. Escribimos: Ax = eiQP(A)x = ei@P(A)D|x| = Bx = BD|x].
Luego, P(A)|x]| = e_iQD_lBD|x|>=: B|x| .

Observando la matriz B vemos que |B| = |B| y las identidades
anteriores muestran que A|x| = B|x|, |B| < A.

Entonces tenemos % aij'le = % bij'xji = |§ bij|xj|| Vi. La
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dltima igualdad iTplica que Bijlle es real y no negativo para
cada i,j. Luego, B > 0. La primera igualdad, junto con el hecho
que B < A, implican B = A, QED.

Corolario. Sea A 2 0, irreducible y A € o(A)\P(A) tal que

|A| = P(A). Entonces, A = el@DAD‘l con D como en el teorema y
i$

et ®= n/P(n).

Teorema 52. Sea A > 0, irreducible. Vale

1) 81 8§ := {xn= P(A), xn—l"“’ xn_k+1) es la familia de

autovalores (distintos) de A de médulo P(A) entonces cada xj es

de multiplicidad algebraica uno y

e27r1p/k

5 = | P(A); p=ollr°"lk_l)'

2wip/k

ii) Si A € o(A) entonces )e € 0(A) para p=0,1,...,k-1,

y ambos tienen la misma multiplicidad.
Corolario 1. k es divisor de n.

Corolario 2. Sea A > 0, irreducible. Sea A™ = [a§?)]. Si hay

k>2 autovalores de médulo médximo entonces ag?)= 0 si m no es
miltiplo de k, V i = 1,...,n. En particular a; ;= 0.

Demostracion. Sea &=2w/k, A = elQP(A). A= e pap7?t implica

im
Como e

m imd_ m -1 (m)

A = e DA'D 7, de donde ai? = elm(I> a(m)

®
ii 7 1

si m/k no es entero, tiene que ser a§?) = 0, QED.
Demostracién del teorema 52. Observemos el siguiente hecho:
Sea )\ = elQuP(A) € S. Aplicando .el corolario al teorema 51

n—-u
id 1 -i¢ |

resulta A = e  wDAD ~. Entonces, Pp(t) = Mp . (t.e ) =

= MpA(t.e_lﬁu), M una constante no nula. Luego, A\ € o(A) si

y sélo si A.elQu € 0(A) y con la misma multiplicidad algebraica.

En particular, el S = S. Esto implica lo siguiente
dados u,r € (0,...,k-1) existe un q € (0,...,k-1}

1®u)\ = A\ = elQrf’(A).

tal que e
n-q n-r

Entonces, &  + e = ¢ _(méd 27). Esto prueba que (¢ ,...,® ) =
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=: G es un grupo abeliano con la operacidén suma (médulo 27).
(Observemos que & = 0 asegura la existencia del elemento

opuesto). Supongamos los ¢ ordenados: 0 = P, < ¥, <...< & <27
Entonces Gl:= { h@l; h € 2 ) (méd 27) es también un grupo
abeliano con la operacidén suma (médulo 27), Glg G.

Si no fueran coincidentes estos dos grupos, habria un ¢ tal que
h¢, < ¢ < (h+1)®, vy en consecuencia 0 < ¢ - he, < & . Pero

esto es un absurdo pues ¢, - h® € Gy es menor que % . Luego

a
G = Gl’ lo que prueba i).

Para ver ii) basta aplicar la observacién al comienzo de la
demostracién que afirma que eiQU.o(A) —> o0(A), respetando
multiplicidades, QED.

Ejercicios. Sea A>0, irreducible.

i) si a;.> 0 para algin i entonces pP(A) es el unico autovalor
de médulo méximo.

o 1 1
ii) La reciproca no vale: A = 1 0 1 , o(AY=(2,-1,-1}).
1 1 0

Enunciamos algunos teoremas complementarios.

Teorema 53. Sea A ¢ M_(R), A 2 0, P(A)>0. Si X\ € o(A), |n[=P(A),
entonces A/P(A) = ei¢ es una raiz de la unidad: eik@ = 1 para
cierto k, 1 £ k £ n. Para p = 0,...,k-1, vale eipéP(A) € o(A).
(Pero puede ser que no sean estos los unicos autovalores de
médulo maximo!).

Teorema 54. Sea A > 0 irreducible. Sean x>0, y>0 tales que xTy=l

Ax = P(A)x, ATy = P(A)y. Entonces (convergencia en media Césaro)

A

. 1
llm—N—‘ [F_A)—] =L:=Xy

N-s00 m

M=

1

La velocidad de la convergencia no es exponencial pero existe

C
< —= >
Y VN > 1.

o]

A N
C=C(A)>0 tal que ” _ﬁ_mgl[ ﬁ?ﬁjﬂ - L

El siguiente teorema precisa la caracterizacién dada en el
teorema 46.

Teorema 55. Sea A € M_(R), A 2 0. A es primitiva si y sélo si
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n2—2n+2

A > 0.
Teorema 56. Sea A ¢ Mn(R), A 2 0, irreducible. Sea { P, )} la
familia de nodos de I'(A). Denotamos con Lj = {kl(j), kz(j),...)

al conjunto de las longitudes de todos los caminos dirigidos que
comienzan y terminan en Pj’ j =1,...,n, (o sea de los ciclos).
Sea gj:= mdximo comin divisor de los elementos de Lj' Vale:

A es primitiva si y sélo si gj = 1 para todo j.

Demostracidén. Lj # ¢ pues A es irreducible. Supongamos que A es
primitiva. Entonces A™ >0 para cierto m, lo mismo que Am+k Vk>0.
En consecuencia, Lj > {m,m+l,... }) y esto implica g. = 1.

Si por el contrario A no es primitiva entonces A tiene k > 2

autovalores de médulo mdximo y por el corolario 2 del T. 52,

ag?) = 0 si m no es un miltiplo de k. Luego Li c {k, 2k, 3k,...)
para cada i = 1,...,n. En consecuencia, g; es divisible por

k. Luego 9; >k > 1, QED.
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