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- ] ohijetivo de ectas notes es brindar Lina recoprlacion v
actualizacidn . qQue pretendemos resulte una presentacidn ordenada Y
lo mas completa pozibie , de trabajous sobre diferenciabilidad total,
propredades del Jaocobiliano y camhio de wvariable en la integral
tde Lebssgue ( en B de R.Rademacher [Ral; diferenciabilidad
. A \ ol l ! Y 4 : by o : : 4

en E de HN.Fadetl (Fal ; diferencirabillidad de funcaoonhes lLipschitz de

J.Saint-Paierre [SP] v cambio de variable en la integral de Lebesgue

'— oA ae {2\)\‘%\.0,\/‘3.
CE™) de M.Tsuii [Ts).LE2Te 0P ™Mo en ebeba

Para tal fin ha sido necesario mincluir nuevas definiciones Y
presentar en otra forma resultados utiles para el ssclarecimiento de
VAr Las demostraciones.Ademas, 2 ha agregado cOMo complemento

abundante bibliografia , seguramente no exahustiva, sobre los temas

mencionados Y gur  se intenta completar .

Quiero manifestar mi agradecimientuo al Dr. Rafael Panzone qguien
sugirad el lema de estudico , que merced a sus valiosas obsrevaciunes
y comentar ios pudo concretarse en estas notas .

AdemAis no pusdo  deJar de mencionar . el apoyo prestado por Ia
Directora del INMABR . Mg. Aurora G. de Pousa y por la Babliotecvaria
L=licia Garett) " entusi1asla experta ern b a brisqueda de

material bibliografico,

l.os gastos originados por la confeccidn de esle Informe Teonico
fuer on costeados con fondos del Provecto PID 2002700788 gue dirige

el Dr.Panmnzone. -



EL. TEOREMA DE RADEMACHER
g 1.
Sea G un dominio (= abierto,conexo) acotado , GSRZ, flx,y) una
funcién definida en G y a valores reales.

DEFINICION 1.1

| fxrh,y+k)=F(x,y) |

(1) W (x,y30) = sup para O<hE+ K< pz
f (h2+ k2)1/2
| f(x+h, yek)=f (x,y) |
(2) L (e, y)=1im W {x,yv;o)=1im —
f o0 f o0 (5?1%53/2

Observemos que en (2) el limite existe pues para x e y fijos ,Wf

es una funcidn de o mondtoma no decreciente.

Introduciremos la siguiente notacidén:
SeaP(x,y) un punto del planc Xy .Pondremos z2=(x,y),
2. 1,2 2z 12

d(P,0)=|z|=("+y) "% | Ax=h , Ay=k, d(P,P" )=|Az |=(R*+k*)*2,

P’ (x+h,y+k).

Af=Ff (x+h, yekR)-F(x,v) ., Afhzf(xwh,y)—f(x,y) . Afk=f(x,y+k)—f(x,y)
Asi
| AF | . .
o . = S <
| At |

L (x,y)=1im —
f 040 |Az |

Derivadas principales o derivadas de Dini de f(x,y):

At AT

D f= 1im T p = 1im -
* hw O x hs 0

) ““_Aﬁj . AT
D f=lim — D_f= .
* Fa O * ha O

Af

. — A% _ lim K

D f=1im D, f= -
4 ks O I Y kO



AT
_ - k D f= lim _
D f= 1lim — y ~ o kK
¥y kO E
Derivadas laterales :
o't . 3 f
ax sz = xD+-f ax .——fo:x[—).f
" f . ot
- = D f= D f — = D f= D ¥
ay % y o+ dy v y -
Derivadas parciales
+ — o+ <
af a f a f af af af
ax  dx  ax ay ~ ay oy

LEMA 1.1.51

(H1) Lf(x.y) es finita en G

entonces
a) f{x,y) es continua en G
b) LT(x,y) es medible en G

Demostracidén:

a).Existe una constante k>0 tal gue

Lf(x,y)(k
luego,existe e, tal que

Nf(x.y)(k para ]Az|<po,
entonces

|Af | <k |Az | para |Az|<po

lo que prueba la continuidad de f en G.
b).Basta probar que Nf(x,y;p) es medible en G.Sea &£>0,arbitrario,y
G£={z=(x,y) e G:d(z,86)>2.51 pSs,wf(x,y;p) estid definida sobre el

conjunto medible Gg.PDr a) f es continua,luego el supremo puede ser



talculado sobre racionales h.kR.Teniendo en cuenta que el supremo de
una familia numerable de funciones medibles es medible,resulta

Nf medible en GF,culquiera gue sea £,por consiguiente medible en G.—

.'

DEFINICION 1.2. Sea 6 < R?. Una funcidén f:8>R se dice Lipschitz

uniforme en G , si para todo A,k tal que P(x,v) , P ({x+h ,y+k)
pertenezcan a G, existe una ctonstante M>0 tal que
(1.1) |Af|=|f(P)~f(P')| = M|Az!

La menor constante M para la cual (1.1) se verifica para todo h,k

se llama constante de Lipschitz para la funcidén f y se nota

Lip(f)=sup {|Af|/lAz| tP,P'e G 3.

DEFINICION 1.3. Uma funcién fi(x,y) definida en GeR’se dice

uniformemente Lipschitziana en cada una de las wvariables o
separadamente uniformemente Lipschitz,si para todo h,k#0 tales que
P (x+h,yv) ,P" (x,y+k) pertenezcan a G,existe una constante M>0 tal
gque

(1.2) ESMEERY \ |af, |=M|k]

_Indicaremos con (HZ) la hip&étesis siguiente:

(H2) L;(x,y) sumable en G.(i.e.L medible en G e jj L{dxdy<w )
G

PROPOSICION 1.1.51 f(x,y) es uniformemente Lipschitz en cada una

de las variables en un dominio acotado G entonces Lf verifica (H1)
y (H2).
Demostracidn:

Probaremos que (1.2) implica

|Aaf|<2mM]|Az |
En efecto,
[Af] | f(x+h,y+R)—f(x,y+R)+f(x,y+R)=F (x,y) | | (erhy yrk) = (¢, y+k) |
laz | | Az | = (22 | +
* lAZ| = rAz| + IAZI =



[Af, (e, y+k) | lAfk(x,y)}
2M

< +

I ||
Entonces también Lf = 2M, por lo tanto H es finita y acotada en

el dominio acotado G.-—--

DEFINICION 1.4.Una funcién f:G6—>[R .GSRZ,SE dice Lipschitz sobre

compactos en G,si para cada compacto K ¢ 6 existe una constante
M >0 tal que
K

(1.

A

) |Af] < M _|Az|
K

para todo h,k tal gue P{(x,y).P (xth,y+k) pertenezcan a K.

DEFINICION 1.4 .Una funcidén Ff:6—>R ,GSRZ,SE dice localmente

Lipschitziana si para todo P € G existe una esfera K[P,r(P)l,con
EcG.y una constante MP>O tal que si P’ ,P" estan en K entonces

[Af|=|f(P )-f(P")]| = M |P" -P"]|.
P

OBSERVACION:

De la demostracidn anterior (Prop.l.l)sigue que una funcidén uniforme
Lipschitziana en c ada una de las variables (con cota M ).
satisface una condicidn de Lipschitz local scon constante de

Lipschitz Lip(f)=< 2M.

PROPOSICION l1.2.L.as definiciones 1.4 v 1.4° son equivalentes.

Demostracidn.Es obvio que Def.l.4 implica Def.l.4’' .Probaremos 1la
reci{proca.Sea C un compacto de G , sea K = {K[P’r]}PGX un
cubrimiento de C vy {K[Pi,r(Pt)}ﬂ:l,...,n, un subcubrimiento
finito de C.Por el Lema de Lebesgue [HY],existe un numero
positivo &£ tal que si P1€ C,toda esfera K[Pi,rij con riﬁ £, esta
contenida en K[Pj,r(Pj)] para algun j.

Sean P’ ,P" pertenecientes a C. §Si |P'—P"|=]Az| < &£,entonces
P'e K[P' ,&] < K[Pj,r(Pj)]para algun j.La Def.l1.4’ implica que

existe una constante MP >0 tal que
j .



|Af|=|F(P)=F(P )| =M |Az| S (sup.M_ ) |Az|=M|az],
J i )
con M——S;_lp.MPj .
Si |P'-P"|=|Az| 2 £ ,como f es acotada en el compacto C,
|Af] = (2/&) (méx. [f(x,y) |)e = (2/8) (max. [ flx,y)|]Az|=M"|Az]
con M'=(2/£)méx.]f(:.y)| . ©
C

COROLARIO 1.2.1.52a G un dominio acotado de Rz y f:G—>R, f

localmente Lipschitz.Dado 71n>0,sea Gn={ PeG H d{P,8G)>n/2}.

Entonces f es Lipschitz uniforme en cada Gn .

NOTA.Nada puede decirse sobre la funcidén en G.Por ejemplo,la

funcidn f(x)=1/x ,en el intervalo (0,1) es localmente Lipschitz vy

no uniformemente Lipschitz .-

PROPOSICION 1.3.5i f es acotada en G y para todo £>0 dado verifica

(1.4) |af] < M|az)|
para todo h k tal gue |Az] = &, (1.4) vale también para todo h,k vy

otra constante M.Es decir f es uniformemente Lipschitziana.

PROPOSICION 1.4.Sea G convexo0.8i f es localmente Lipschitz con una

misma constante M,entonces f es Lipschitz uniforme en G, con
Lip(f) £ M.

Demostracién.Cpnsideremos el segmento P P"€ G, con P',P" en G.Sea
{Kj} una familia finita de entornos cerrados con centro en un punto
del segmmento P P" y radios pequefios tal que i%SG N PP "<
UjKj {Existe una particidn {Qj} de P P" tal que G°=P',Dn=P" y tal
gue cada segmento 5F§;esté contenido en algan Kh.PuestD gue f
es localmente Lipschitziana con la misma constante M,

[f(P ) - f(P")| = ? |fa_p-f@)| = m ? |a,_~Q,] = mp =P ]._

Para demostrar la proposicidén siguiente asumiremos el teorema



para funciones de una variable real,que a continuacidn se enuncia.
TEOREMA.Sea f(x) continua en [a,b]l tal que D+f20 en casi todo
punto de [a,bl.Supongamos gue donde D+f<0, D+f=—w en un conjunto a
lo sumo numerable.Entonces f es monédtona no decreciente y D+f20 en

todo punto de [a,b] (cf.

PROPOSICION 1.5. Sea f definida en G , acotado y convexo. Las

condiciones de Lipschitz separadas (1.2) son necesarias y
suficientes para que las derivadas de Dini sean uniformemente
acotadas en 6.

Demostracién.Es obvio que (1.2) implica que las derivadas son
uniformemente acotadas.

Supongamos ahora que f tiene derivadas de Dini uniformemente
acotadas en G.Entonces ellas son sumables en G,pues G es un

dominio acotado.Sea Y oS prony,Ey el conjunto de puntos de R tales
0
que (x.yo)e G . Las secciones E son (linealmente) medibles y las
b4
o
derivadas de Dini sumables en Ey ,como funciones de x.
o

Consideremos un intervalo [c,d]lc E y definamos
Y
o

x
+
F(x) = I D7 F ety )] dt - [f(x,y )-f(c,y )]
F{(x) est&4 bien definida en [c,d].Pongamos

x
g(x) = [ |D'f(t,y )| dt

(a1
g{x) es mondtona no decreciente en [c,d],por lo tanto posee derivada

finita en casi todo punto de [c,d] [Nal.Entonces,en casi todo punto
{
+
D F{x)=D g(x)—D+f(x,y0)
Observemos que D'F #-w en [c,d] va gque g(x) es mondtona no
decreciente vy por hip&étesis las derivadas de f estan uniformemente
+
acotadas.Por otra parte , Dg=ID f(x,yo)l en casi todo punto [Nat].

Entonces

D'F () =|D"f(x,y ) |=D flx,y, ) 20 c.d .



En consecuencia,el teorema enunciado anteriormente permite
asegurar que F'es monétona no decrciente Y D+F(x)20 en fc,d].
Como F{c)=0 , F{x)20 para todo xel[c,d]. Luego,

.. _ < X + a —
(1.4) flx,y )-flc,y ) = [T|D f(t,y rdt £ K |x-c|

para todo x € [c,d],(K>0 cota uniforme de )D+f|).

Definamos ahora

X
F o= flx,y )=fle,y )+[ D' f(e,y )|dt =
C

=f(x,y0)—f(c,y0)+g(x)
Entonces
+ + +
D Fo(x)=D f(x,yo)+'D f(x,yo)]z @)
en casi todo punto de [c,d].

-+
D+F0#~w porgque D f es acotada y Ag = O.

Por lo tanto,
(1.5) f(c,yo)—f(x,yo)ﬁ K lx—cl
para todo x € [c,d].
De (1.4) v (1.5) sigue qgue
If(x,yo)—f(c,yo)| £ K |x-c] V xe [c,d].

Poniendo c=x+h , para todo A tal que [x+h,d]s Ey se tiene que
]
| fxsy d=-Ffix+h,y )| £ K|r|

Esto implica gue f(x,yo) es Lipschitz en E s para toda

Yo

seccidn.

Que f es Lipschitz en v € Ex para toda seccion,se demuestra en forma
o

anidloga y sigue gque f es Lipséhitz en cada variable. Por lo tanto f

es localmente Lipschitz.De la Proposicidn 1.4 sigue la tesis.

LEMA 1.2.5i1 Lf satisface las hipdtesis H1l) y H2),entonces las
derivadas de Dini en (x,V) toman valores en el intervalo
[_Lvaf](xgy) .

Demostracidén.Se verifica,por ejemplo,

Sup.lf(x+h,y)—f(x,y)| < Suplf(x+h,y+h)—f(x,y)| para o<hZ + 52553

Id (RZLRZ) 172 R0 i



Por consiguiente,

+ .
| D,f] < | Df| =L,

Luego la hipdétesis implica que D+f v XD+f son finitas y sumables
X

LEMA 1.3.S5i1 Lf verifica H1) y H2) la funcidn f(x,yo) es

absolutamente continua en Ey para casi todo yoe prony.
o

Demosatracidn.En la demostracidédn de la Proposicién 1.5 se obtuvo

que x
| £ Oy )=fle,y )] = [ D fe,y_)|dt

Por consiguiente cx
| ey I-fle,y )| < I L, (t,y )dt

y de aqul sigue gque f es absolutame;te continua en Ey si Lf es

; o
sumable sobre ese conjunto.-

Entonces, Qi(x,yo) existe en casi todo punto de E , luego en un
ax Yo
subconjunto egquimedible de G.
. af . .
También ___(xo,y) existe en casi todo punto de Ex .
Iy o)

Esto es ,existen K1’Kz nicleos equimedibles de G donde las derivadas

parciales fi s fi existen y son finitas,respectivamente.Si K=K1ﬁ E

ax oy .

hemos probado,en resumen,el siguiente lema

LEMA 1.4.Si Lf verifica Hl) y H2),existe un ndcleo equimedible K de
G donde _ vy fi existen , son finitas y sumables.

Ox ay
LEMA 1.5.51 Lf verifica las hipdétesis H1),H2) y K es el conjunto
del lema anterior entonces, dado A>0 existe un subconjunto medible
compacto H de K ¥y una constante M que depende de A, (M = M(XA)) ,

tal que |H|>|K|-A=|G|-X ¥ L, < M(A) en H. MAs aun, cualguiera gue

sea A > O, Lf no solo es finita, sino continua y acotada en un
subconjunto compacto H de K de medida |[H|>|G|-A.

Demostracidn.Sigue del Teorema de Lusin [Nal.



LEMA 1.6. Sea L.f verificando H1),H2), A>0, H vy K como en el lema
anterior. Entonces existe un subconjunto S de H con 'SI) [H|-Xx >

|G|-2x tal gue las convergencias

[ W (x,y,0) 7L (X, y) (p—>0)
Aty of
ey e
(1.6) h Ix
(h,k—>0)
Af )
R af h,k racionales.
|k > oy
af af
{que valen en H) , son uniformes en S y las derivadas ™ ,5§ son

continuas, lo mismo que Lf

Demostracién .Dado £>0,podemos suponer que los puntos de H distan

mas de £ del contorno de G, pues |{ P(x,y)e H : d(P,éG)(s}l*)O. La
continuidad de f permite considerar los limites (1.6) con p,h,k

. f
recorriendo los racionales,y supongamos que p+|h|+|k|< a.Lr,‘fT, 9

ax ay
son funcimes medibles en H.Por el teorema de Egorov [Na], existe
un subconjunto S de H con |S|>|H|-A>|G|-2A,tal que en todo punto
de S las convergencias (1.6) son uniformes.Esto implica que las

derivadas parciales de f son continuas en S por ser limite:uniforme

de funciones continuas.

De los lemas (1.95) y (l1.6) sigue que existe po=po(A) tal que para

todo (x,y)eS

{(1.7) wf(x,y;p) < Lf + M(A) < Z2M{(A) para O<p<p0(h),
y dado £>0,existe un numero positivo h0=ho(x,e) tal gue para todo

punto de S es

Af of
B
h ax
(1.8) para O<|h|£h0(K,6)
‘ At _ of ‘ ' 0<|k|<h0(K,s)
= oy <&

Como la medida de Lebesgue es (egular,dado A>0,existe un conjunto



perfecto T € S tal gque |T|>|S|-x >|6|-3x.
Las derivadas parciales,continuas en S,son uniformemente continuas

en T,pues T es compacto. .Luego dado &£ > O,existe h (£) tal que

aof of
ORI C R IR _
para |x -x_|+|y -y _|<h(e)
(1.9) Py of 1 2 1 72

Fa
o)

|5§(X1’y1) - 5§‘x2’yz)
Como casi todo punto de T es un  punto de densidad de T,[WZ],si
P(x,y)eT y K[P,r] denota la esfera de centro en P y radio r, se

verifica

|T N KIP,r3|
IKtP,r3|

1Tm 1

r-»0

en casi todo punto de T .Sea E el conjunto de puntos de T los cuales
son puntos de densidad de T.Se verifica que
(1.10) [E| = |T| > |6} -3A

Observemos que (1.7),(1.8),(1.9) valen en E &£ T.

DEFINICION 1.5. Una funcidén de dos variables, F(x,y), se dice

totalmente diferenciable, & diferenciable Stolz, en (xo,yo) si

af af
—F . —_— e 2., 2 1-2
F(x0+h,yo+k) F(Xo’yo)*ax (xo,yo)h + 3y (xo,yo)k + (AT +k) R(*,k)
donde R(h,R)—>0 cuando (AZ+r%)*%->0 .
Probaremos que f tiene diferencial total (& en el sentido de

Stolz) en todo punto de E,con lo que quedara probado el siguiente

teorema de Rademacher[ﬁﬂ

TEOREMA 1.Sea f(x,y) definida en un domipio G ,acotado,deRz.Si
L{(x.y) es finita y sumable en G entonces f es diferenciable Stolz

en casi todo punto de G.-

Demostracidn.

Sea entonces Po(xo,yo) e E.Dado un entero positivo N>l,existe un

10



numero positivo rN(PO) tal gue

|T n KLP_,r]|

> 1—1/N2 para r(rN(Po)
|K[Po,r]|

Por (1.10) es posible reemplazar T por E ,entonces

|E N KIP_,r]]

(1.11) >1- 1/N% para r < rN(Po)
|[KIP ,r3]|
o
Sea ahora o > 0, tal gue
(1.12) "o < inf.{ho(x,e),h(g),rN(PO),d(PO,aG)}
Sea la esfera k[Po,ro] = K0 Yy Pi(x1’y1) e K0 tal que

x =x +h cosa
1 o 1 1
= +h sena
y1 yo 1 1
donde

(1.13) O < h1=d(Po,P1) < inf.{ro(N—l)/N,po(X)(N-—l)}=:r'1

Observemos gue F’1 puede no pertenecer a E,pero P1€ K[Po,hiN/(N—l)]

Ademas KI[P ,h N/(N-1)1]l€ K € K[P ,r (P )],por la eleccidn de h .
o' 1 o o’ N o 1
(Ver Fig.l1l.1)

2G

Figura 1.1

11



Por lo tanto,por (1.11)

|[E N KIP_,h N/(N=1)7]|
[¢] 1
> 1-1/N?

|KCP _sh N/ (N-1)7]

lo que implica
[E 0 KR, h N/ZIN=1) T | >r(1=1/NF) % N*/(N=1)% = mh?(N+1)/(N-1) .
Entonces, la medida del complemento de E con respecto a
KIP ,h N/(N—l)],|€E|,es
o’ 1

(1.14) | CE ]= |K[P0,h1N/(N—1)]|~|E N K[Po,hiN/(N—l)]|

< mlh /(N-1)3%= |KIP ,h /(N-1)1]|

1 1’ 1

Observemos que
(1.15) K[P1ﬂu/(N—1)] < Ko
ya que d(Po,Pi) + hi/(N—l) =.h1N/(N—1) < ro (por la eleccidén de hx)’
y que (1.14) implica que E n K(Piﬂn/(N—l)) F N

Sea entonces Pz(xz,yz) =~ Fi,en E n K[Piﬁn/(N—l)].Se verifica

1/2
2 2
. 0 < = - -
(1.16) ©os d(P1’P2) [(xi yz) +(y1 yz) ] < h1/(N~l).
Estimaremos ahora el cociente
f(xi,yi)—f(xo,yo) f(xi,y1)—f(x2,y2) f(xz,yz)—f(xo,yz)

(1.17) - +

h h h

1 1 1

f(xoyyz)_f(xoayo)

h
1

De la definicidén de wf y de (1.16) se tiene que

|70,y )= T 5w, |

< . -
1,2 wf(xz’yz’hi/(N 1

[(x‘ - 2+()‘ =Y, ')2]

Luego, teniendo en cuenta (1.7) y (1.16) se obtiene la siguiente

acotacidn para el primer sumando de (1.17)

2 29172
[F iy 0=y ) | 2MO0) [(x =2 )+ (y —v 7]
(1.18) < <
h h
1 1

< ZM(A)/(N-1)

12



Si Pz es de coordenadas

X = x + h cos «
2 o 2 2

]

- + h sen «a
Y y 2 F 2

2 0

el segundo sumando de (1.17) es

(1.19) f(xz,yz)—f(xo,yz) f(xzyyz)—f(xo,yz) hzcosaz

h (x —x ) h
1 2 o 1

De (1.15) se tiene que P2 < KO.PDr esto, ¥ por la eleccion de ro?

|x,=x | < r_ <h (Ao , |y -y | <r_ <hie)

O

Qdemés,(xo,yz) s KO.PDF lo tanto (1.8) y (1.9) implican

fix ,vy )-f(x_,v ) :

(1.20) 2 ® ez ot | < e para|x_~x | < h_(X,£)

) - (x .y ) 2 o o

X =X Ix "o’ 7"2
2 "o
aof af _

(1.21) 5;(x0,y2) - 5;1x0,y0) < & para ]yz—yol <h(e).
En consecuencia,

Flx_ sy )-fix_,y_ )
(1.22) 2z ° "z 9 by 4wy con |n | < 2e

= 7 o 1 1
xX_ =X aIx

2 (o)

Buscamos ahora una acotacidn para (hz/h1)cos aZ.De (1.146) sigue
que |h -h | < h /(N-1).Esto es,
2 1 1
(1.23) h /h= 1+ 75 con [nzl < 1/(N-1)
Por otra parte ,
(a) |cos o -cos a | < 2|sen(a -a )/2].
2 1 z 1
Considerando 21 triangulo P0P1P2 (ver Fig. 1.1), vy (1.16) ,se tiene
h sen|a - | £ d(P_,P_ ) < h /(N-1)
1 2 1 1’ 2 1
Esto es,
sen|o_—a | < 1/(N-1)
2 4
Luego,
- —_ - < - —
!sen[(az ai)/2]| sen|(a2 ai)/2| < sen o, a1| < 1/7(N-1),
porque la diferencia |az-a1| seri pequefia para P0 y P1 cercanos.
Por lo tanto ,de (a) y (b)

|cos o —Ccos o | {27 (N-1)
2 1

13



Esto es ,

1.24 = + -

( ) cos & cos a Ny con lnal < 2/7(N-1)
Volviendo a (1.19) y teniendo en cuenta (1.22),(1.23) y

(1.24) podemos escribir

(1.25)

f(xz’yz)—f(xo’yz) [af

h = ax

(Po) + nJ £1 + nzj[cos a1 +n3]=
1

af af
+ =
(Po) cos o (Po)nzcos a1+n1nzcosa1+ n1n2n3+...

Ix ax

af -
_ -(Po)cos a + G(ni,nz,ns)
dx

af
= | -+ +... 1
donde S(ni,nz,na) [ax (Po)nzcus o n1n1cosa1+ nnn, ] O, para

nl,nz,na tendiendo a cero.

Para el tercer sumando de (1.17) se obtiene la siguiente

estimacidn

fix ,v )-Ff(x ,v )
o ~2 0 "0 af . ~
(1.26) _ (Po)sen a + ’9(771,772,7’13)

h1 ay

tal gue gfni,nz,na) + O para nl,nz,na tendiendo a cero.

Teniendo en cuenta (1.18),(1.295) Y (1.26) , podemos escribir

(1.17) como sigue

fi(P Yh cos o + ii(P Yh sen o, +h v
o' 1 L) o 1 4

(1.27) f(Pi)—f(Po) = ax oy 1

con
{(1.27a) 2M(A) /7 {(N-1) + 8(n1;n2,n3) + 9("1’”2’”9) = v

para £ >0, Naw ,donde
(1.27v) |n1| < 2& ,|n2] < 1/(N-1) ’ Inal < 2/(N-1).

Dado &,para tener |v|<&,basta elegir N bastante grande y & bastante
chico y acotar (1.27%) ¥y con lo que se acota en(l.27«).Por lo tanto
(1.27) vale para todo h1<r'1 con |v]|<&.

. 2 2. 1-2
Poniendo h1cosa1= h1’ hisenai= k , entonces (A + k) = h1

Volviendo a (1.30)

14



ot of 2 2.1-2
f(P) = F(P) + Zo(P YA + 3o(P )k + ol (h*+kH)**)

lo gque prueba que f es diferenciable en Po’ luego en E,

por consiguiente, en casi todo punto de G.-

COROLARIO 1.1.5ea f:1G—>R,6 dominio acotado de Rz.Si f es Lipschitz

uniforme en G , entonces f es diferenciable Stolz en casi todo

punto de G.-

COROLARIO 1.2, Sea f:6—>R ,G dominio acotado y convexo de Rz. Si

todas las derivadas de Dini son uniformemente acotadas en G ,

entonces f es diferenciable en casi todo punto de G.

lLa demostracidn sigue de las proposiciones (1.1) y (1.9).-

OBSERVACION. Una funcidn puede tener derivadas parciales acotadas

en G y no ser diferenciable en todo punto de G.-

2. PROPIEDADES DEL. DETERMINANTE FUNCIONAL.

En §1 probamos el Teorema I{de Rademacher):81i f:G—>R ,G dominio
acotado de Rz, es tal gue Lf(x,y) es finita vy sumable en G
entonces f tiene diferencial total en casi todo punto de G.

Es decir ,si Po(xo,yo)no pertenece a un cierto conjunto de medida

nula en G,se verifica

) _ af af 2 .2 1,2
(2.1) f(x0+h,y0+k)—f(xo,yo = a% (Po)h + 3y (Po)h +H(h+RT) Rk, R)

con R(h,R)+0 para h,k+0.

Si en (2.1) hacemos la sustitucidén A=at,k=bt obtenemos

fix *at,y *bt)-flx4,y,) af of

{2.2) = —— —
-4 6x(Po) + b ay(Po) M

t

(aZ+b%5)* %R’ (at,bt)

donde R’ (at,bt)-+0 si t-0.

Sean
(2.3) [ Xx=x(s)

y=y{s)

15



funciones diferenciables, (con derivadas no necesariamente
acotadas),en el intervalo s, < s = sz tal gque para esos valores de
s el punto P(x(s),y(s)) pertenezca al dominio G de f.

Sea E = { P(x,y) €« G : f es diferenciable en P.)}; Po(xo,yo) e E ,
x0=x(50) . yo=y(so) HERY x'(so), y'(so) las derivadas de (2.3) en
ese punto.

Entonces

]

x{s) (g ) + [x' (s ) + & J(s~—5 )
o o 1 o

y(s) vis ) + Ly (s ) + & J(s-s )
donde & ,& 40 cuando s-+s .
1’72 o

Reemplazando en (2.2) se tiene

f(x(S),y(s))—f(xo,yo) Py of

= [x (s ) + & ]5-(P ) + [y (s ) + S 1a9Ps) *

sS—S
O

1/2
. 2 , 2 . . .
[[x (s )+6 1740y (s _)+5 ] ) R {x" (s )1+6 2(s=s _),{y (s )+6 }(s=s )]

Calculando el limite para so»s | se tiene,

af af

(2.4) = x'(so)g;(Po) + y'(so)E;(Po)

df(x(s),y(s)) I
ds

Esta igualdad vale para toda funcidén diferenciable x(s),y(s) (cuyos

. . X
valores esten en G),excepto para Poen un cierto conjunto E de

medida nula .-

Si u=f{x,y),v=gl(x,y) son funciones definidas en una dominio G del

plano XY,llamaremos T a la transformacidén de G en U, (U dominio del

plano UV),que ellas definen y escribiremos =z Tz , z=(x,y)eG.

il

Observemos que si u y v son Lipschitz en G con cota uniforme M,de

| £ (xth, vrk) = O, p) | = M(RZ+kZ) Y72
g (x+h,y+R)—g{x,y) | = M(RZ+pRZ)1 2 , se obtiene
(2.47) |T2-Tz" | s 2"2MA%+*)"72
esto es ,la transformacidén T es Lipschitz con cota 2472 s Y

5i T es Lipschitz lo son u y v con la misma cota.

16



JEOREMA II.Sea 7 defimnida en un dominio acotado G del plano XY,
a valores en una dominio U,tal que las funciones u=Ff{x,v),v=g(x,y)
que la determinan verifican las hip&dtesis H1),H2)(&1).

Sea T* definida en un dominio I' del plano ¢n,a valores en G,por
las funciones x=x(&,n), y=y(¥,n) y tal gue existan todas las
derivadas parciales de x e vy respecto de €'y n en I'. Entonces ,

excepto en un conjunto Z de medida nula de valores (x,y) en G es

af af
oF an a(f,g)  B(f,g)  I(x,y)
ag ag | TF ag,m T d(x,y)  8(Z,m)
ot o

donde Z depende solamente de las funciones f, g y no de la
eleccidn de x(&,71) e y(&,n).

Demostracidn.

Teniendo en cuenta (2.4), excepto para un subconjunto Ef con IE*l

nula, es

af af Ix af ay

gg(x(f,n),y(f,n)) = 5;(x,y)5g(f,n) + 5;(x,y)5gtf,n)
(2.5)

af af Ix If ay

gg(xtf,n),y(f,n)) = 5;(x,y)5;(f,n) + 5;(x,y)5;(f,n)
Las igualdades (2.5) valen con g en lugar de f , excepto en un

subconjunto D* de G, con medida de D* nula.

Por lo tanto,de (2.5) vy la igualdad analoga para g ySigue

que,excepto para un cierto conjunto (E*U D*), de medida nula, es
af af af JIx at ay af ax af ay
— - — o — — — e g
5. 6) ¢ an Ix I dy J& Ox In dy dn
ag dg | ~ | 8g oax  ag ay dg ax ag ay |
- — —_— —_— e
¥ an ax ot | oy or ax on T ay om
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af af I ax
& | |x &

dg dg - a3y 3y

ax  dy o om | .-

Observacidn. El conjunto de puntos (¥,7n) en I' donde (2.6) no es

>

valida sera considerado mas adelante.-—

TEOREMA I1II. Sea T biunivoca ,definida en un dominio acotado G
del plano XY a valores en un dominio U del plano UV ,tal que
las funciones u=f(x,y), v=g(x,y) que la determinan satisfacen las
hipdtesis H1},HZ2). Entonces en un ndcleo equimedible G' de G ,
donde f y g tiemnen diferencial total, el coeficiente areolar
Cu orden de crecimitento? de la transformaciédn T es igual al
valor absoluto del determinante funcional (& Jacobianol de la

transformacidén.

Demostracidn.

Sea PO e G’ .Entonces vale

af af
_ o o 2 2 1,2
~ u~f(x0+h,y0+h)—f(P0) + h ax(Po) + R 6y(Po) + (A +Rk R(h,R)
(2.7)
99 99 2, .2 .12
v=g(xo+h,y0+h)=g(F’o) + h 5;(P0) + R gg(po) + ( R5+RT) R’ (h,k)
donde R,R" 20 si h,k-0.
lLa transformacidén afin ? ,definida por
af af
- - L (f =Ff(P_))
u = fo + h 6x(Po) + k 6y(Po) o o
(2.8)
ag ag
o= — — (g =g(P _))
= + h ax(po) + k 6y(Po) o o
aproxima a T para h,R pequefios vy transforma el cuadrado Q (de

centro en Po y lado 21) & G definido por

- -1 = = + -1 = = +
X 1 = x = >, l Yo L Y Yo 3

en un rectangulo v < U, esto es ?Q =V .

Sea D el determinante de la matriz de la transformacidn (2.7),

18



af af
ax ay a(f,q)
D = (P ) = —&4———(P ).
og og | o d(x,y) ©
ax ay
a)51 D = 0 , entonces FQ =V = EE-ES un segmento imagen de una de
las diagonales de Q, cuyo punto medio es E; = ?bo ({Fig.2.1)
N A * v
) F ¢
o o 2
% - 3 %
F
— N _
x4 > SO N
Figura 2.1
Sea a = IEEW .Considerando las coordenadas de los vértices de las

diagonales y poniendo hs=k=1l (h=l,k=-1l)en (2.8) se obtiene en cada

Caso

G1-2 at af )1 ) T <YL ]2
I TS - 2} _ | 99 , 397
Sl ERREE R '2‘“&*?@] *[ax*ay]]

& bien

R O LA S I e_q_?_g_]“”
ax ay | Ox ay

De la demostracidn del Lema 1.2 (&1) sigue que las derivadas
parciales 8f , 8f y dg ,dg estaAn acotadas por Lf y Lg,
ax ay Ox Ay

respectivamente.

Por lo tamnto, en ambos casos

» 172 2 2 12
(2.9) a = 2L[(2Lf (P +(2Lg(P0)) ] = 41[1_ P+ Lg(Po)]

Sea P un punto de Q, P y P’ las imagenes de P por T y T,
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respectivamente.Entonces , la distancia entre TP=P'y ?P=E es
~4-2

(2.10) d(E,P') =[ (U_J)z + (v—;)iL =

= (A2 Y P[RR, k)2 (R (R, R)Z] =(2) Y2 (R5+RD 2R (R, k)

X
donde R (h,k)=max.(|R|,|R"|)+0 ,para h,k+0.Teniendo en cuenta que

el mayor valor gue toman A y kR es l,se obtiene

(2.10a) 4d(TP,TP) = d(P',P) < 21 Rf
con R* = sup.R*(h,k)——~>O cuando 1—>0.
lkl,lhlél
Entonces, teniendo en cuenta (2.9) vy (2.10a) se tiene, (ver
Fig.2.2)

Figura 2.2

2 2 12 X 2 X .2 2_X 2 2 12 X
]TQ|=]V|S4L[L + L ] ART 4+ 4l (R )%=41°R 4[L, + L ] + nR
f g L L L f g l

Luego,

12
Y < r¥*|a Lo+ + Y |— 0, para |Q|—o0.
o ’ .

Por lo tanto , el coeficiente areclar de la transformacidn T en Po’

A(P ) ,es
(8
— v a— -—
AP ) = 1im 4o+ = 0 = D (|Q]—0)

b)Supongamos ahora D = 0.

En este caso la imagen de Q poar T es un paralelogramo , V , vy

Egz(fo,go) su punto central. La distancia mas pequefia de un lado

de V al punto central Poes proporcional a l.Sean u y v los

factores de proporcionalidad. Podemos elegir ! suficientemente
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pequefio tal gue p,v > 4Rr .

Sea V la imagen de Q por T v € 1la curva cerraqa imagen del
contorno de Q .51 P es un punto del contorno de Q,entonces ,6 bien
Ihl=t v |k|=L1,6 |[k{=l y |h|=l En ambos casos la distancia entre
los puntos P '=TP y E-=?P es,como en (2.10),

(2.11) d(P',P) < 21 RT = d.

Entonces la curva € esta contenida en una franja % , de ancho 2d,

gue no contiene al punto central Po,(ver Fig.2.3)

i et

A DL mrmm——g
N H S i
/ e : :
PR s
1
!

Figura 2.3

Consideremos ahora dos paralelogramos,?& Y f;,tales gue Yd €SV v

d(oY ,0Y) =d ; V €Y, y d(ay,av) = d.

Entonces,como (2.11) vale para todo A ¥y k,se tiene que

V vev
s

-d d

FPor lo tanto,

Por otra parte , como la transformacién T es lineal,
|V|=|Q!'l$l =(21)2|~°D| ([WZIpag. 45)

Si ¢y v son los factores de proporcionalidad de crecimiento de

los lados
+ +
> o |pl-ad] fel-f3d
Ve ol =191 25

donde ul:ad Y vl:ﬁd son las razones de crecimiento de los lados.
ul vl

Por lo tanto ,
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_ 2 X *
|Vi d] = 417|D| (1 + 2RLg ][l x ZRLE ]
17 v

Volviendo a (2.12) se tiene entonces que
. _opf a _-pX 2 . X a X
|Q||D|[l 2R, u][l 2R] V]s|v;s |Q.||:D|[1+2RL E][1+2R1 5]
Yy en consecuencia,

v
A(Po)=um.+m( = |2 .-

COROLARIC III.1 Con excepcidn de un conjunto de medida cero de

G,el coeficiente areolar es localmente acotado S1 la
transformacidn T es Lipschitz sobre compactos.
En efecto,esto sigue de la Proposicién 1.5 vy del teorema
precedente.—
NOTA,. Para transformaciones biunivocas el determinante funcional,
aun cuando exista en todo punto de G, no tiene porque
coincidir con el coeficiente areclar en lede punto.
Como la transformacidén continua T es biunfivoca, entonces T es un
homeomorfismo de G sobre TG y TG es un dominio [(HW] Teorema de
Brover]. Por lo tanto, ToQ = 8TQ = 4. Mas aun, la imagen del punto
central PO,TPO,ES interior a ¥%,luego
W(TP ,8) = * 1,
o)
donde W(P,L) es el ndimero de vueltas de la curva L alrededor de P.
Existe un numero fijo e = #1 tal gue para toda curva simple
cerrada L € G ¥y todo punto P perteneciente al interior de L vale
w(P,L) = eW(TP,TL)
En particular ,
W(Po,aQ) = eW(TPo,TaQ) =1
si dQ se recorre en sentido positivo [Nel.
Entonces,
W(TP ,8V) = W(TP_,8) = > w(P_,0Q) = 11 .
o o] o)
Obtenemos entonces el

TEOREMA Iv. E1l determinante funcional de una transformacidn

biunivoca T gue verifica las hipdtesis del Teorema 111 tiene en
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todo punto de G donde es diferenciable , © bien signo no

negativo & bien signo no positivo.-

Nuestro objetivo es ahora probar el siguiente teorema.
JEOREMA V.Sea T Lipschitz en G(dominio acotado),a valores en un

conjunto U del plano UV y M una cota uniforme de Lipschitz para

las funciones u=f{x,v}, v=g(x,vy) que la definmnen. Sea T
Lipschitz en un dominio acotado I' del plano &7n , a valores en
el dominio G del plano XY, definida por las funciones

x=x(&,q),y=y(&,n) ambas con cota uniforme de Lipschitz M.Entonces
en casi todo punto de I' vale

a(f,q) a(f,qg) A(x,y)

- - []

3(E,m)  3(x,y) a(&,n)

© (f,q) d(x,y)

en un conjunto de medida positiva de TI.
Demostraremos primero las siguientes proposiciones auxiliares,

FROPOSICICON 2.1. Sea T una transformacidn Lipschitz definida

en un dominio acotado G a valores en una regidén U .Sea W un
subconjunto cualguiera de G y TW = W*,entonces
(W' | < aM®|w|
-4 e
donde M es una cota de Lipschitz para las funciones
u=f{x,v),v=g(x,y) gue definen T.
Demostracidén.Sea W €G vy £>0.Es posible elegir una familia de

circulos {K.} tal que
A}

2.14) W < K. . K. < w + £
( Y X ¢ £y 1% < vl
Sea TK = K* y & = diam. K .Por (2.4, la distancia entre dos
J ) J J
puntos de K* es menor que 21/2M6j.Entonces existe un circulo Bjde
)

. 12 X X _

radio r=2"""M& y centro en un punto de Kj tal que Kj < Ejy IBjL—
J
. X
2nM®s? = sMP|K. | = |K |
1 J ile

Por lo tanto , de esta dltima desigualdad y (2.14) sigue gue
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X . 2 . 2
2.15 = ] =
( ) r lﬁ Je < BM:EJIKI| = BMTC|W, +e)

J
Por otra parte X "
W =TW < TU K = U K"
j J j J
Luego,

(2.16) w o< ux <1k

J
Entonces, de (2.135) y (2.16)
W | = et W] o+ )
e e

para todo £ arbitrariamente peguefio,lo gque prueba la proposicidn.-

COROLARIO Z2.1.1. Si T:G—U es una transformacidn Lipschitz,

T transforama conjuntos de medida cero en conjuntos de medida
cera.(La demostracién sigue de la Proposicién 2.1 s teniendo en

cuenta gque todo conjunto de medida exterior nula es medible.)

COROLARIO 2.1.2.5i T:6—U , (G acotado) es Lipschitz en G , T

transforma conjuntos medibles en conjuntos medibles.

En efecto, W es medible si y solo si W = L%Fﬂu Z , donde F}S G,
i

F‘j cerrado v 2 es tal qu |Z] = O [wWz].

Como G es acotado, Fj s un conjunto compacto.Por lo tanto TFJ=F§

es también un compacto s pues T es continua por ser
iipschitzianz.Entonces W*=TW = U F?lJ Z* con |2*| = 0 .-

J

PROPOSICION 2.2.5ea T una transformacién como en la Proposicidén

2.1,W (£ G) medible,con medida positiva, y TW = W* tal que

|W*|=O.Entonces en casi todo punto de W se verifica que

a(f,q)

2= 3y " °

Demostracidn.Como T es Lipschitz ,las funciones f,g gue la definen

verifican las hipdtesis de los teoremas I1(§l) y I111(§2).
Como casi todo punto de W es un punto de densidad de W ,existe 'un

swbhConjunto Wo con |W0|=|W[,ta1 que la densidad en cada punto Poe WO
es uNno.

Los teoremas I y II11 implican - que si f y g son diferenciables en
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Po' el coeficiente areolar ,APo,es igual a |2]|.Por otra parte,dado

£>0 existe un cuadrado Q0 con centro en Poe Wo tal que

Qmw|
(2.17) 1~3———3— > 1-g
lQ, |

3 ) X X X
Ademas T(Qom W)—(Qbﬁ W) € w y |W | = O,entonces
( 2.18) fQ n w )*| =0
Por (2.17)

[Q N0 W |=f]Q |[-|an W |<s|Q |

[o S & | O [a) o] (8] o

De la Proposicidn 2.1 sigue que
(2.19) (e N0 nw)¥zeM®lo \e W | < BMisl |
o o o - 0o o ol (4]

De (2.18) vy (2.19)

ITe_|=|*| < eM*sla |
(] (8] O
Luego
ok |
9 < gMe
1Q, |

cualquiera que sea «£>0,arbitrariamente pequefio,por lo que se

a(f,g)
concluye que A(PO) = |$| =0 , lo que implica — = 0 en F’0 .
(f,g) A(x,y)
por lo tanto —— = 0 en casi todo punto de W .-
dlx,y)
Demostraremos ahora el Teorema V, vy el siguiente de enunciado

semejante.
TEOREMA V': Sea T Lipschitz en 6 (dominio acotado),a valores en un

conjunto U del plano UV y M una cota uniforme de Lipschitz para

las funciones u=f(x,v),v=g(x,y) gque la definen.Sea
T*Lipschitz en un dominioc acotado I' del plano €&n ,a valores en
el dominio G del plano XY, definida por las funciones

x=x(&,7n),y=y(¥,n) ambas con cota uniforme de Lipschitz M.Entonces

en casi todo punto de [ vale
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a(f.g) a(x,y)
Tr— | > 0,
aE,n) o(&,7n)
Y en este caso
a(f,qg) a(f,qg) d(x,v¥)
(2.20) = ) )

(& ,m) a(x,y) a(&,n)

S bien, en un conjunto de medida positiva de I’

a(f,g) A(x,y)

ate,m - % T a¢E.m

Demostracidn. Sea T*:F——+GEE(S,T* sobre.Por el Corolario 1.1(§1)
x(E.,n).,y{¥.n) son diferenciables en I'\Z' ,con |Z'|=O.E1 Corolario 2.1.1

implica que ‘T*Z'|=|Z'*'=O.Entonces

af af Ix af ay
gg(x(f,n),y(f,n)> gg(x,y)gg(f,n) + 5;1x,y)5g18,n)

]

af af Ix af Ay
5;(x(f,n),y(f,n)) 5;(x,y)5;(f,n) + 5;(x,y)5;(f,n)

1

2 igualdades anAlogas para g, siempre que (¥,n)el /72 y x=x(&,n),y=
y(&,m) pertenezan a un conjunto G\2", con |Z2"| =0, donde f y g
son diferenciables.Es decir ,en esta situacidén (2.21) Yy en
consecuencia (2.20) valen en Gi\ZO, donde ZO=Z'* u 2" vy |ZO|=O .
Sea ?0 = T*_iz0 entonces i; es la imagen inversa por una aplicacidén
medible del conjunto medible Zo’ lo que implica que 2; es medible.
Si |20|=O,como valen (2.21) y (2.20) en F/E;, valen en casi todo
punto de I'.

Sea ;20| > 0. Observemos que la transformacién ToT*:F——aU es

l.Lipschitz con cota ZMZ.

Por la Proposicién 2.2,en casi todo punto de 20 vale

dx,y)
(2.22) - =0
AE 1)
Xz =
puesto que T Z0 = Z0 y IZO‘ = 0.

La imagen de Zoen U,TZO= Zi,tiene medida cero. Luego Z*oes imagen

de Zopor la transformacidn ToT*, por lo tanto,nuevamente por la
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Proposicidn 2.2, en casi todo punto de 20 es

a(f,qg)
(2.23) —_— = 0
g ,7m)

0 sea,(2.22) ¥y (2.23) valen simultaneamente en casi todo punto de

Z0 .Esto implica Teorema V y Teorema V' .-
5$3. CAMBIO DE VARIABLES EN LA INTEGRAL DOBLE.

TEOREMA VI.Sea v wuwuna transformacidédn biunivoca definida en un

dominio G del plamo XY sobre un dominio U del plano UV, (G,Uacotados)

Sean u=¢(x,v) s v=Ew(x,y) las funciones gue determinan la
transformacidén.Si L¢ ' LW son finitas y sumables en G,(i.e.si ¢ yy
verifican las hipdtesis H1),H2)(§1)),y F(u,v) es wuna funcidn

positiva y medible en U,entonces

(3.1) fj F(u,v) du dv = ff Flg(x,v),pi(x,y)) |D| dx dy
U G

A (g,y)

donde l$l= 57;:;;

,entendiéndose la igualdad en el sentido que si

una integral es infinita la otra también lo es ERQ}

Demostracidn.Bastard probar la igualdad (3.1) para Flu,v)=

x (u.v), donde V @5 un subconjunto medible de. U y x es la
v \'4

funcidédn caracteristica de V.En tal caso,el miembro izquierdo de

(3.1) es
(3.2) V] = x (u,v) du dv = du dv
i1 x Iy
y. &1 miembro derecho de (3.1) es, poniendo W = 7ty
(3.3) x (x,y)|2] dx dy = | D] dx
I x, g3,

Teniendo en cuenta (3.2) v(3.3) , el teorema estara probado si

se demuestra que
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3.1a) [tw]= [[ |®] dx dy
W

pues ™ = V.

Definamos una medida v(W)=|TW|,v es absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue, ya que si |W| = 0 , como 7 es
Lipschitz,»(W)=|7W| = 0. Por el Teorema 111(§2), si W es un cubo

centrado en (x,v):

. v(W) _ . TW} _
_ lim. = lim. lT_” = | D(x,y)|
(3.9) wi-0 1T wjso ¥

para casi todo punto.Entonces,como la derivada de Radon—-Nikodym

i

de v(.) respecto a la medida de Lebesgue |.|,d_ , pertenece a L,

RN
dRN= |P|] en casi todo punto y

V(W) = JJW|D(x,y)I dx dy

lo que implica (3.1la) .-
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UNA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE RADEMACHER

SOBRE DIFERENCIACION

§ 1.NOTACION

Sea § un dominio contenido en R" y sea p=(p1,...,p')eS.Para
8l

n=2,I1 p denota la proyeccidn (pi,...,phi).La seccidn de S de
" -

dimensidén (k—1) se denotara S(pk,...,pn),ZSkSn.

Je~
S(ip ,...,ph)={(x1,...,x JE=1 !

" f—a :(xl,...,xk_i,pk,...,pn)eS}

Si q=(q1,...,q ), pondremos,
n

n 2 172
d(p,q)=[2(p.—q.)] =|g-p|
j=1 J J

lLa medida de Lebesgue n—dimensional de S se notara LnS & bien

|S|.E1 término medible significara L -medible.lIndicaremos
"N .

Afh

[f(p+h.)-—f(p)] = lim. j
J h ’

J

. af 1
f j(p)=55= lim.F
3 J

h —>0, donde p+h=(p ,...D. p+h ,..,p ).S51 indicamos con Yf(p)
J ) 1 iy ) ) n

la n—!:lpla (f'(p)y---gf' (D)),
1 n

™
YH(p).(p=g)=F f (p)(p.-q.)
=1 J J J

& 2.CONJUNTO ACCESIBLE

DEFINICION 2,1.5%ea S un subconjunto de Rn,p=(p1,...,pn)eS.Con

Alp,S] denotaremos el conjunto accesible de p,que se define como
sigue;
Alp,S]=S si n=1. Si n22,
A[p,S]=((x1,...,xh)eS;(xl,...xj,pﬁi,...,pn)eS,j=l,...,n—l}
En la Fig.1.(pag.2) se muestra A4A[p,S5] para n=1,n=2.
LEMA 2.1.8ea S un subconjunto de Rn,peS.Vale la siguiente
férmula inductiva

S si n=1

ALp.S]1= (ALN p,S(p ) IRINS ,5i n22.

Demostracidn.Es inmediata para n=1.Sea nZ2 cualquier numero
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Fig.l

entero positivo y asumamos que la férmula vale cuando
reemplaza n por n-1.Por esto,se verifica que

A[ﬂnp,S(ph) ]=(A£ﬂh~1ﬂnp,8(pn) (pn_i) Jle)ﬁS(pn)=
=(A[TT N p,S(p .p )IxR)NS(p ).
n-1 N -4 n 2l

Entonces para probar la f&rmula pars nz2,bastara probar que

ALp,SI1={[(4A"xR)"S(p ) IxRINS , con A"= A[0 1 p,S(p .p )1.
n Nn-414 n n-4 n

De la definicidn de conjunto accesible sigue gue
* n-2
A ={(x1,...,xﬁ_2)e R : (xi,...,xj,phi,...,ph)e s,
J=1,2,...,n=-2} .

Por lo tanto,

n-1

i

(A*xm)ﬁS(pn) A EPP ) elR

. X
n-2 n-1

3J=1,2, e snN=2, ¥ (X 5e02ayX )€S(p ) 1} .
—_— 1 n-1 n

entonces,

n-

il

(A*xm)mS(ph) (Ot venesx  eR

1
TUX 50X . . e S
et { 4’ ’ j’p3+1’ spn s

j=1,2...4n—-1 3}.
Luego

* .
{L (4 xE)ﬁS(pn)]ﬂR}hS = {(xl,...,xwﬂ,xn) e S
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(xi,...,xj,pﬁj,...,pn)eS,j=l,...,n—l 1= Alp,S].—

n

TEOREMA 2.1.5e2a S Ln—medible (Borel) (cerrado) (abierto), S<R .

Sea p=(p1,...,ph)e8 tal gque ,si nx2, las secciones S(pk,...,ph)

son Lk -medibles (Borel) (cerradas) (abiertas) para k=2,...,n.

Entonces el conjunto accesible A(p,S] es Ln—medible ({Borel)
{cerrado) (abierto).

Demostracidén. Probaremos por induccién el teorema para el caso S

L -medible.

™

En vista de la férmula inductiva del Lema 2.1,bastara probar que

ALl p,S(p )] es L -medible
n n n

Si n=1,1la tesis es cierta.Sea N2 y asumamos la validez del

teorema para n-1 .Por hipdtesis. 5( Jes L -medible vy,si
Pn 1

(Nn=1)22,s5us secciones S(p )J(P, seceyp ) = S(p, yenayp )} son
n k n-1 k N

Lkd-medibles spara k=2,...,n-1. Entonces,por hipbdtesis inductiva,

el conjunto accesible A[ﬂhp,S(p )] es L -medible.—
12} N

COROLARIO 2.1.1.5i S es Borel (cerrado) (abierto),SSRn,entonces

el conjunto accesible A(p,S] es Borel (cerrado) (abierto) para
todo punto p € S.
Demostracidn.Toda seccidn de un conjunto Borel (cerrado)

(abierto) es Borel (cerrada) (abierta).—

PROPOSICION 2.1.51 S es L -medible, S < Rn,para casi todo punto p
L8}
e S ,las secciones S(pk,...pn) son Lkd—medibles,k=2,...,n,

La demostracidén sigue del Teorema de Fubini.

COROLARIO 2.1.2.5i &S es L —medible,SSRn,el conjunto accesible
n

Alp,S)] es L —medible para casi todo punto p € S.
n

Para demostrar el teorema siguiente asumiremos los resultados
gue se enuncian a continuacidn.

LEMA 2.2.51 81’82 son subconjuntos medibles de Rh,un punto peRn

es de densidad de S;ﬁ S2 si y solo si p es un punto de densidad



LEMA 2.3 Sea § € R s L -medible vy p=(p1,...,pn) un punto de
SxR <« R, nz2.Entonces p es un punto de densidad de SxlR si y

solamente si ﬂnp es un punto de densidad de S.

TEOREMA 2.2(de accesibilidad).Sea S un subconjunto Ln—medible de

Eh,y sea p=(p1,...,pn) un punto de S tal que s S1 nz=z2, las

secciones S(pk,...,ph),k=2,...,n, son Lkﬂ—medibles.Entonces p
s un punto de densidad de A[p,S] si y solamente si

() p es un punto de densidad de S ,

(¢ 2) s1 nz=2,las proyecciones (pl,...,pbﬁ) son puntos de
densidad de las correspondientes secciones S(pk,...,pn),k=2,...,n.
Demostracidn.Es obvia para n=1 . Para n=2 es una consecuencia de

los lemas 2.2 y 2.3,en vista de la fdrmula A[p,S]=(S(p2)ﬂR)ﬁS.

Sea ahora nz3 y supongamos el teorema valido para n-1.

n

S8ea S &€ R, L-medible, peS vy las secciones S(pk,...,pn)
n

Lkd—medibles para k=2,...,n.Por consiguiente la seccidn S(pn) es

L -medible y sus secciones S(ph)(pk,...,pn_i) = S(pk,...,pn)

sOnN Lbd-medibles para k=2,....,n—1.
Entonces, de acuerdo con la hipdtesis inductiva,la proyeccidn
IN p=(p sy...p } es un punto de densidad de A[Il p,S(p )] sii
n 1 n—1 n N
() ﬂnp es un punto de densidad de S(pn),
(L") (pi,...,pbd) es un punto de densidad de S(pn)(pk,..,pwd)=
S(P,.geeeyP )ypara k=2Z2,...,n~1,
k n
Por otra parte,de acuerdo con el Lema 2.3,p es un punto de
densidad de Al p,S(p )JxR si ¥ solo si an es de densidad
n n
de A[(IN p ,S(p }1].
ial n
Por lo tanto,p es un punto de densidad de A[ﬂnp,S(pn)]xR si vy solo
ai (7)) e (727 ).
Observando que (2°),(2°¢") equivale a que las proyecciones

(pi,...,pbd) son puntos de densidad de sus respectivas

secciones S(pk,..,pﬁ) para k=2,...,n , del Lema 2.2 se deduce
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que p es un punto de densidad de (AL p,S(pn)JxR)ﬁS sl y solo si
1a}
p es un punto de densidad de S vy (p1,...,pkj) es un punto de

densidad de S(pk,...,pn) para k=2,....1.De1 Lema 2.1 sigue la

tesis.—

CORCLARIO 2.2.1 Casi todo punto de un conjunto medible es un

punto de densidad de su conjunto accesible.

Demostracidn.Se deduce del teorema de densidad ([Sa] pag. . zo? y del
Teorema de Fubini gue para casi todo punto p de un conjunto
Ln~medible,n22, las proyecciones (pi,...,p Yy  son puntos de
densidad de las correspondientes secciones S(pk,...,pn),k=2,...,n,
que son Lk - medibles. Esto y el teorema anterior completan

la demostracidn.—

COROLARIO 2.2.2.5ea S Ln—medible,|S| > 0,peS. Salvo para p en un
conjunto de medida cero yA[p,S] es medible,p es un punto de
densidad de Alp,s] y |AL[p,S]1|>0.

En efecto,reemplazamos S por S'= { peS : 0 < f b’(s(pi,...,pn )dpn}

Luego,por el Teorema de Fubini, |S|=|S"|.Casi todo punto p'de S’ es

tal gue A[p ,S'] es medible,]A[p',S']’ > 0Oy p’ es de densidad de
Alp',S'J.Entonces ,como Alp’' ,S)> Alp ,S8' ],eliminando eventualmente
un conjunto de medida nula de estos p’,tenemos A[p’,S] medible vy

|4lp’,S1| > 0 .-

$ 3. TEOREMA DE FADELL

DEFINICION 3.1.Sea f:S——>R,SSRn.Se dice que f es diferenciable

en poeS,si existe Vf(po) y

| f(p)=f(p )-VFf(p ).(p-p )|
fp-p, |

>0, cuando p——)po

LEMA 3.1 Sea f:S—>R,f continua ,S abierto acotado de R".Si f

tiene derivadas parciales f' ,j=1,...,n,en casi todo punto de
J

S,entonces para todo £>0 y >0, existe un conjunto cerrado



E=E(£)&S tal gue
() |S\E|<e ,
(1) las derivadas parciales f; existen y son continuas en todo
punto de E,vy
| f(a)=T(p)-Vi(p).(qa-p)| < ¥|a-p|
si q € A[Lp,E]l v |g-p| < &.

Demostracién.En casi todo punto de S los cocientes diferenciales

Afh
arciales i . .
P —3 ¥ ' i=l,...n
h. j
]
Considerando los h, recorriendo los racionales ,por el teorema
i

de Egorov, para todo € > 0, existe un conjunto cerrado E&S tal

que

Af
h

|S\E|<e, ¥ —-—J->f; , i=1l,...n , uniformemente en todo

h

J

punto de E.Como S es acotado,E es compacto.Por consiguiente f}
s continua en el conjunto cerrado E, lo que implica f;
uniformemente continua en E.Entonces cualquiera gue sea
¥y>0,existe &=&(eg,y) tal que
=z _ e - 'd _
(3.1) [FO)=F(p)=f (p)(x-p)| <%= |x.-p |

J RN 2n NN

si ]x—p|=|xj—pj| <& y x €k
¥

(3.2) |fj(X)—fj(p)] (o si |x-p| < &

Sea g € Alp,E] ,a0=p s an=q ’ j=(q1’“"qj’pj-ri’.."pn) ’

j=l,...,n-1.

Observemos que a< E para j =0,1,...,n.Sea Iq—pl < S.Entonces
J

Ia_~at| <&y teniendo en cuenta (3.1) v (3.2), se verifica:
J

n

3.3 f —f A . (g- =|f —f -3 £ - =
( )y | fea)-f(p) (p).(a-p)|=]|f(a )1-f(a ) jgi ;P ta, pj)l
N n n
fla)-f - fr - + f -
lei[ (aj (a}i)] Jzi[ j(aj)(qj pj> jga[ j(aj)(qj pﬁ
n n
- f - < f ~-f - f -
jgi Jtpta-p) | j§i| (a)-fla,_)- fi(ad(g-p)|
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n n n
, . g v
+ f'(a )—F (a)) - p. {5 .mp.) + = -
jgl J o A IIQJ pJI 2n j}::i(qJ p.]) 2n (ql p.i)

j=1

<7 |a-p|

Lo gque completa la demostracidn.—

LEMA 3.2.5ea f medible,definida sobre un conjunto medible y acotado

|af, (p) |

| f(p+h)=F(p) |
1] B 13

estan localmente acotados en casi todo punto de S,entonces para

S de R".5i los cocientes diferenciales

todo £>0 existe un conjunto cerrado F=F(g) < S y numeros
positivos M=M(g) y &=6(g) tales que
(i) Lh(S\F)<5
(iv) f es Lipschitz sobre F
(iti) s1i p e F,q e S vy |q—p|<é,entonces
[fea)y=fip)| < M|g-p|.

Demostracidén.Los cocientes diferenciales estan localmente acotados en
todo punto de un conjunto medible S\H,|H|=O.Por lo tanto,para todo
£>0,es posible elegir un conjunto cerrado E <« S\H ,con |S\E|<s/2,
tal gue para todo peE existe una esfera Kfp,r(p)] y una
constante k(p)>0 tal que

| Ahf(p)l pot k(p)|hl
vale en K{p,r{p)] MmS .Esto implica que f es continua en E.
Para cada entero positivo k,sea
E ={ peE : |[f(p)|Zk y |f(q)-f(p)|=Zk]|g-p| ,si ge5 y |q-p|<1/k}
Por la continuidad de f los conjuntos Ek son cerrados.
Entonces E es una sucesidn, obviamente creciente,de conjuntos
cerrados. De la hipdtesis obtenemos: E=UEk. Por 1lo tanto,para

para k=K05uficientemente grande ,es |E\EK | <£/2.Poniendo F=EK ,
: o o

M=K vy é=l/K0,c1aramente se verifican (i) y (iit).
Q

Para probar (i{) tomemos q vy p en F y considersmos dos casos:

(1) ‘q—pl(l/Ko ;entonces, por (iii),lf(q)—f(p)|<Ko|q—p|.
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(2) |a-p|21/K ,entonces |[f(q)-f(p)| = |[f(q)|+|f(p)| = 2K

=2k2 (1/Kk )= 2% |g-p] .

Entonces se verifica (¢¢) con constante de Lipschitz 2Kk% . —

LEMA 3.3 Sea § ¢ Rh,S medible, v peS un punto de densidad de
S.Entonces ,para cada n>0,existe un namero &=&6(7n) tal que a cada
*
g e R con Iq—pl <S5, le corresponde un punto g e S
satisfaciendo la siguiente desigualdad
*
la-a | < nla-p|-
Demostracidén.Sea p un punto de densidad de § y sea Kip,rl la

esfera de centro en p y radio r.Sea N > 1 tal que 1/(N-1)<n§.

Dado un nudmero entero N>l,existe un numero positivo rN(p) tal que

|SNKLp,r]| 1 A
(3.4) l > 1- - para r < rN(p) .
|k[p,r] N

Sea Yo < rN(p) , qQ & K0=K[p,ro(N—l)/N] y h=|g-p|.Si g e s, el

teorema estad probado tomando q*=q , & = rO(N—l)/N.

Supongamos gque g & S . Obviamente g € K1= K[p,%@T].

Puesto que h < roﬂ§i = & , tenemos
N
(3.5) hN“:—l* < '”0 < Y'N
DPe (3.4) vy (3.5) se tiene que
| ISPk | > K J1 - -2,
1 1 n

For lo tanto,la medida del complemento de S respecto a K1’

- i _ 1 - Ik ] 1
'CKTI < !K1I 'Kil(l —-'I\Tr—") = 1 ——-—Nn
o AN ] . o_
Como |K1| = ]K | N1 , siendo K =K[0,1], resulta gue
n
o] h
(3.6) |C, S| < K] ETﬁjJ
1

h 3
Consideremos ahora la esfera K2=K[q’ﬁ:T]' En vista de que

h BN
h* =T = ~=1 °
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chK1, luego, de (3.6) . Sigue que KZ ns = 1% . Por lo

tanto,existe q* e S tal que Iq—q*‘ < NQI = N%T la-p} < wla-p|.-

En la demostracidn del resultado principal de esta seccidn se

usara el siguiente teorema de extensidn.

n

JEOREMA.Sea A &S R, f:A—>R , f Lipschitz , Lip(f)=M .Existe una
funcién f:R"—>R tal que f = f en A , Lip(f)=Lip(F)
Demostracidén.Definamos

f(x):= inf. [fla) + M'x—a|] .
acA
Sea b € A.Como

f(a) + M|b-a| = f(b) resulta f(b) = f(b).
Pero aobviamente,
f(b) > f(b) .Por lo tanto f = f en A.

Sean x,y en R".Entonces

fix) £ inf. [f(a) + M(|y-a| +|x=y|)] = F(y) + M|x-vy]|
acsA
Luego,

| =F(y)| € M|x-y]| .-

TEOREMA 3.1 (de Fadell).Sea f medible definida sobre un conjunto

medible , acotado S < RrR" sy ¥ & valores en R . Entonces f es

diferenciable en casi todo punto de S si vy solo si los cocientes
diferenciales de f estan localmente acotad os en casi todo punto
de s[Fal,

Demostraciédn. UObviamente los cocientes diferenciales estan
acotados localmente en todo punto donde f es diferenciable,lo
que prueba que la condicidn es necesaria.

Supongamos entonces que los cocientes dif e renciales estén
localmente acotados en casi todo punto de S.Dado £>0,sean F,M vy

~

O=é1 ., con las propiedades enunciadas en el Lema 3.2.Como f es
Lipschitz sobre F, f puede ser extendida a R"  con la misma

constante de Lipschitz vy,en particular,a un abierto acotado G >

F.Convenimos en seguir llamando f a la extensién de f a 6G.S51
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f es Lipschitz sobre G, f es Lipschitz en cada una de sus
coordenadas pi,...,ph . Luego, de variacidén acotada en cada
coordenada.Por el teorema de diferenciacidén de Lebesgue [Na] existen
las derivadas parciales primeras de f en casi todo punto de G.
Sea ¥y > O0,M>y . Por el Lema 3.1, existe un conjunto cerrado E < G
y un numero & = 62 tal que Lh(G\E) < £y tal que las derivadas
parciales existen y son continuas en todo punto p de E,ademis se
verifica

(3.7) [f(g)—f(p)-VFf(p).(g-p)| = r|a-p|

si g € A[p,E]l v |g-p| < 62 .

Sea E- =ENF < S,E*es cerrado ,y |S\(ENF)|S|S\F|+|G\E|<2e.

Sea p € E;‘E tal gue p es un punto de densidad de A[p,E*].PDF el
Lema 3.3 ,podemos elegir 63 > O tal que para todo g € S con qup‘

-

#* *
< 63 , existe un punto q € Alp,E ] tal gue

A

*
(%.8) la-g | <—§ la-p|
donde & = & (y/M)

3 3

Entonces

ol

*
(3.9) la -p| < 2|q-p}|-
Sea & = min.(é1,62,éa),tomemos g € S tal que |g-p|] < S,y

*
elijamos q eA[p,E*] verificando (3.8).Entonces ,por (iii) del Lema

3.2, (3.7) vy (3.9)
. * * »
|f(Q)-f(D)—Vf(D)-(Q—D)ISIf(Q)‘f(Q )|+|f(q )= (p)=-VFf(p).(g —p)
* e #* »*
+|9f(p)||g-g |£ M|g-q |+ v|q -p|+nM|g-g |< ¥(3+n)|g-p]|.
Luego, f es diferenciable en p.Por el Corolario 2.2.1 esto vale en

*
casi todo punto de E . Por lo tanto, vale en casi todo punto de

sS.-
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EL TEOREMA DE RADEMACHER EN R"
PARA FUNCIONES LIPSCHITZ

$1.RESULTADOS PRELIMINARES

-Sobre una aplicacidn de R en R [Nat]

DEFINICION 1.1.%ea f:IcR —>R,P={xo,x1,...,x } una particidén de
il

I,72(I) la coleccién de todas las particiones posibles de I.

La variacidn de f sobre I se define como
n
Vof) = sup T |fix )=f(x )|
1 PeP(I)k=1 “* k
Si VI(f)<+w se dice gque f es de variacidén acotada sobre I.

TEOREMA 1.1.S5ea f definida en I.f es de variacidn acotada sobre

I s1 v solo si f puede expresarse como diferencia de dos
funciones crecientes acotadas.—

Las funciones lipschitzianas,(§lf,son evidentemente de
varliacidén acotada y el teorema de Rademacher,(§lf,para n=1 es una

consecuencia del siguiente teorema;

TEOREMA 1.2 ({lLebesgue]. Sea [a,b] un intervalo cerrado en R ;

f:la,bl—>R, mondtona.Entonces f tiene una derivada finita en

rasi todo punto de [a,b].;

TEOREMA 1.3.5ea f:la,b]—>R,f no decreciente sobre {a,bl.Entonces

f' (x) es medible Lebesgue vy

b
(1.1) J f (x)dx< f(b)-f(a) .—
a
DEFINICION 1.2.52a I un intervalo de R,f:I—>R se dice

absolutamente continua sobre I si V£20 existe &>0 tal gue

N
(3 -at )< =>‘Z |f((3t)-f(ai) |<e

1 L=4

™Mz

"

i
para toda familia finita de intervalos abiertos (aid%) disjuntos
dos a dos

TEOREMA l1.4.LLa igualdad en (1.1) se verifica para funciones

absolutamente continuas.

() (p3q.3) ) Lpaq.4d)
P29 P29
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TEOREMA 1.5.8ea f € L1(R ) SF{x)= Iaf(t)dt.EntDnces F(x) es

absolutamente continua ¥y F' (x)=f(x) en casi todo punto.—

TEOREMA 1.6.51 f es absolutamente continua sobre [a,bl,entonces

f' ({x)e Lila,b] Y

X
fix)=f(a) + J;f'(t)dt

para todo xe[a,b]l.—

La férmula de integracidn por partes se verifica para

funciones absolutamente continuas.

TEOREMA 1.7.%ean f y g funciones absolutamente continuas sobre

[a,bl.Entonces f.g tambiémn es absolutamente continua y se tiene

b b
(1.2) f(b)g(b)—f(a)g(a)=Jaf(t)g'(t)dt + Iaf'(t)g(t)dt .

—Derivadas direccionales.Diferencial total.[Ap]

Sea 0 € Rn,aeQ.Sea v un vector de R".Cada punto del segmento que
contiene a @ v a at+v es de la forma a+Av,donde A es un numero real.

Si «a es interior a Q,hay una esfera n—dimensionalB(ajr)
contenida enteramente en Q.5i se elige XA tal que |[Ax|[jv]j<r,el

segmento desde « hasta at+Av estid en Q.

DEFINICION 1.3. Sea f:QeR” —>R .Sea a un punto interior a ,v un

. . N . . . . .
vector unitario de R .Definmnimos la derivada direccional de f en «

segun la direccion v, como

gé(a)=lim.f(a+Xv)—f(a)

9 AN Yo A

cuando este limite existe.

N n

Si € 1€ 4. .€ es una base ortonormal de R ,esta definicidn
n

incluye la derivada parcial k-ésima cuando el vector unitario v

es el vector ek.
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. El1 diferencial total.

Sea f:QcR —>R.Sea « un punto interior a Q@ y B(aj;r) una esfera

. - . n
n-dimensional contenida en Q.Sea v un vector de R con "v"(r,por

consiguiente atveb(ajs;r).

DEFINICION 1.4 Se dice que f es diferenciable en a si existe una

transformacidén lineal

T :[Rn
a

—>IR
y una funcidén escalar E(a;v) tal que
f(a+v)=f(a)+Ta(v)+"v"E(a;v)
para ||vi|<r,donde E(a;v)—>0 cuando |v||=>0.La transformacién lineal

Ta se llama la diferencial total de f en «.

-Distribuciones.[Schj

Llamaremos D(Q) al espacio de las funciones de n variables reales,

indefinidamente diferenciables sobre 2 y con soporte compacto.

DEFINICION 1.5.Una distribucidén T es una funcional lineal vy

continua definida sobre 2(Q).
D' (Q) denota el espacio de las distribuciones definidas sobre

DOy .

Si f es una funcidén medible y localmente integrable en R,

f define una distribucidn ?} definida por

T ,>= I f(x)p(x)dx,
f an

para toda ¢ €D(Q).

DEFINICION 1.6.51 TeD(2)yvy es un versor de Rn,se define la

. aT
derivada 37 Por

< oT ¢ >=—<T,a¢ >

av v
para toda ¢&l(Q).
Es facil ver que si ei,ez....en es una base de R Y

v=v e +v e +...+v e entonces

1 1 2 2 [T o'

ar or aTr ar

3 — = - —_— 4, .. —_

(4.2 av vI16e1+ vzae2 Vnaen
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Observemos gue si en la férmula (1.2) de integracidn por partes
se supane g con soporte compacto e indefinidamente diferenciable,

con a,b & sop.g se obtiene
(1.4) fbf’(t)g(t)dt=— be(t)g'(t)dt
a a

Por consiguiente si uno considera f como una distribucidén sobre
{fa,b),f’ es pues, Su derivada en el sentido de las

distribuciones.

Toda funcidn localmente sumable tiene derivade de todos los
ardenes en el sentido de las distribuciones.Pero en general,la

derivada no es una funcidén.

TJEOREMA 1.11 Dos funciones f y g definen la misma funcional 7}=Tg

si ¥ solo si f=g en casi todo punto.—

& 2. TEOREMA DE RADEMACHER

Sea 3 un abierto de m“,v un versor de R" y f una aplicacidén de Q

en [R.De acuerdo con la Definicidén 4.3

Qi(a)_lim.f(a+kv)—f(a)
av TANO0 A

cuando este limite existe. '

Sea f:0—>R,Q abierto de Rn,una aplicacidédn lipschitziana.
Prolonguemos f asigniandole el valor cero fuera de Y

definamos la sucesidén

f (x)=n [f(x+£v)—f(x)]
n n

af

LEMA Z2.1.Las funciones fn(x) son Borel medibles sobre r" y 5;(a),
a = O,existe si y solo si existe el lim f (a).
n—>00 n
Demostracdn.Es claro que las fn son Borel medibles Yy que si
existe éi(a) yexiste también el lim.f (a)=gi(a).
av —>w P v

Veamos la reciproca.Sea K una cota de Lipschitz para f y sea L el
l1imite de f (a) cuando n tiende a infinito.Entonces ,dado &£2>0
n

existe N  tal que ¥Yn = N es
o o

£

(2.1) |f (e)-L] < 5

42



L

Sea A tal qgue RGP . % sentonces

n+1l
1 1 Kiv
(2.2) |f(a+Kv)—f(a+Hv)|£ KIH = Al = TS
Por otra parte
(2.3)
flat+tav)—-f(a) L |I= L f(a+Xv)—f(a+iv) + L f(a+£v)—f(a) -L
X - - A n A n

Acotaremos cada uno de los sumandos de (2.3).Teniendo en cuenta

que A(n+l) 2 1 y (2.2),

(2.4) l l[f(a+xv)—f(a+iv)]l < Kv
A n n
L Jd
FPor otra parte,(2.1) v 0 = % -n £ 1 implican gque el segundo
sumando
(2.3 ’i(f(a+iv)—f(a)}—Ll =
A n

'%(f(a+—v)—f(a)} [f(a+%v)—f(a)}—

—n(f(a+%v)—f(a)]— L] = l [f(a+%v)—f(a)] (f(a+%v)—f(a)}l

+ n[f(a+£v)—f(a)] - Ll=( 1. n) f(a+£v)— f (a)—LI
n A n n
< Kl oe
n 3
Pe (2.3),(2.4) y (2.3) sigue que
f(atrv)—f (a) Ll 29l 4 e <.,
N — n 3

sin > méx.(No,S—gzﬂ),lo que prueba steniendo en cuenta la
eleccidén de A,la existencia de g%(a).*

LEMA 2.2.Sea f:0c R"—>R,f Lipschitz en Q.E1l conjunto K de puntos

x & 0 donde~§§ existe es un nudcleo equimedible de .

Demostracién.Que K es medible sique del Lema 2.1, vya que K es
igual al conjunto de puntos de 2 donde la sucesidén fn(x) es  una

sucesidn de Cauchy.

Sea A el conjunto de puntos de Q donde g& no exis te.Se a d una

recta paralela a v y d,=dnA,entonces 'dA|=O (respecto a la medida

A
lineal de Lebesgue).En efecto,la restriccidn de f a Od es también
Lipschitziana por lo tanto f/(0nd es de variacidn acotada.De los

teoremas 1.1 vy 1.2 sigue gue |d =0.Aplicando el teorema de Fubini

A’”
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se obtiene que la medida de A (respecto a la medida n—-dimensional

de Lebesgue) es nula.

COROLARIO 2.2.1.5ea f Lipschitziana sobre un abierto 2 de r" y E

un conjunto numerable denso de puntos sobre la esfera
S .Entonces existe un conjunto Lebesque despreciable N <« Q
tal gque ¥V x €« O\N,¥V v €« E la derivada g%(x) existe.

Para usar los resultados anteriores en la demostracidén del

teorema que Nos ocupa,es necesario probar que si ei,...en es
Al
una base de R y v=v e +...+v e_ entonces
11 n N
6f(x)_v_af + v af
av 10e1 T Tnde
mn

Esta tltima igualdad es facil de probar via las distribuciones.
Como f es Lipschitz , f es localmente sumable y define una

distribucidn T} por

<T},¢>=I f{x)Pp(x)dx , Yo e« D(Q).
¢}
La funcidn gé es medible puesto qgue es limite de funciones

medibles(Lema 5.1) y acotada porgue f es Lipschitz.Por 1o tanto

es localmente integrable sobre O y define una distribucidén T

of ’
ov
T ¢>=J gi(x)¢(x)dx V¢ = D(Q).

af’ av '

= Q

av

Veamos que la distribucidn Taf es la derivada segun v de la
av

distribucidn Y}(en el sentido de las distribuciones) .Para ello

basta probar gue

(2.6) O (x)p(x)dx = —f 02 (x)dx Ve « D).
XA ov
€2 Q
Sea d una recta paralela a v que intersecta a 2 .0Observemos qgue
f es Lipschitz sobre drfl,por lo tanto absolutamente continua

alli.También ¢ restrngida a dr? es absolutamente continua .

En consecuencia f¢ restringida a dr2 es absolutamente continua.

Sea e1,e2,...,e una base ortonormal de Rn(respecto a la
N

norma euclidea) y sea v = “v"en.

Por (1.4) se tiene
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T af _ _j ap
J O_V(X)¢(X)dxn— f(X)b—;(X)an Vg € D(Q).

Ond Crd
Integrando sobre el espacio vectorial generado por
e, e Y aplicando el Teorema de Fubini,se obtiene la

igualdad (2.6).—
En vista de este ultimo resultado y la igualdad (4.3) ,

Tas ff} = v T . T
— av  1de N, ¥
av 1 n

lo que implica ,segun el Teoremsa 1.8,

af _ V‘Qi'+ v af
av 1de¢ """ n de
1 n
en casi todo punto.
En resumen , hemos probado el siguiente lema,que mejora el

resultado enunciado en el Corolario 2.2.1:

LEMA 2.3.85ea f una aplicacidén Lipschitz sobre un abierto Q <«

LAl

R JE un conjunto numerable denso de S Y € 5...,€ e E
- n
una base de R .Entonces existe un conjunto N € R” de medida
nula tal gue para todo x & O\N vy todo v € E, v = vfi+"+v e
n

af( ) exist af _ V_af + v af
Fv ) BHASEE Y50 7 155; T T e

n

TEOREMA DE RADEMACHER. Sea f una aplicacidn Lipschitz de un

abierto Q < Rn,en R.Entonces f es diferenciable en casi todo

punto de Q [8P],

Demostracidn.Elijamos E , SPEIRL S 4 N como en el Lema 2.3 y

x & OO\N.De este Gltimo lema se deduce que existe una aplicacidn
lineal T , de R" en R ,

~ of n
Tx(v).~ L VlEEA s, v [R

.o _ oaf
verificando que V v € E , Tx(v) = 57(x)
Mostraremos gque T es la diferencial total de f en x.Podemos
x

suponer que V v € E, gé(x) = 0 .(En efecto, si se reemplaza f(y)

por la funcidn Lipschitz g(y) = f(y) - Tx(y—x), para todo v €« E es

g% = O,pues para x fijo
af af _ of of
T y=x) = (Yi"‘i’sé*“-*‘yn"‘n’gh“ Yige Tt n Fe T C
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o af
donde la constante C = gi Xk e (x).
Entonces,si v € E
w( X) = v of -+ +v (91.:.. = af_( )
T T4de "7 Tn de v
av 1 n
Esto implica que
29(%) = Qi( )y - fiiii:ii(x) = 0.)
ov ' av' " ) s
ov
En esta situacidn, teniendo en cuenta la Definicidn 1.4, para

probar gue T;Oes la diferencial total de f en x,bastaria probar que
dado « > O ,existe un numero n>0 tal gue V v = R con Iy l|<n es x+y
e 1y | fx+y) — F(x) l < & "y“.

La compacidad de S implica que existe un conjunto finito

Y ,....¥v. de E tal gue si v € S . existe i, 1 = it = k,tal que

1 k n-
(2.7) Iv~v| <=

donde K es la constante de Lipschitz para la funcidon f.

af

Como 5;;= O,existe 7 » 0O, tal gue la esfera de centro en x y
. ,

radio n, g(x,n), estAd contenida en el abierto 2 , vy ¥ A ,0 <x < 9
v = 1,2,...k,es x + A v & Q vy
L

(2.8) | fix + Av)-f(x)|< 5 AL
i Z

v

TeT

e S . Entonces existe v. « E ,
n— L

1 =i = k, tal que ,por (2.7),
(2.9) "ﬁ—ﬂ SR IS

De la desigualdad triangular,la hipdtesis f Lipstchiz vy las

relaciones (2.8) v (2.9) se tiene

| FOxry)=F ) | [FOery)=Fix+]yflv )| + [fFx+|y]v)-f(x)] =

Klv=lIvlvl + 5 vl = elv)-—
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son equivalentes:I)fes diferenciable en casi todo
punto de X.II)F puede ser aproximada (fuerte) en X
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"strongly almost Lipschitz"” sobre X. V) f es

localmente Lipschitz en casi todo punto de X. Las
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are assigned on O-measures sets.Rev.Roumanie Math.
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[34]-DE LUCIA,P.Sulla differenziabilita delle funzioni. English
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[Usando propiedades de los puntos de densidad de
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suficientes para la diferenciabilidadparcial en
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Yy para la diferenciabilidad asintdética en casi
todo punto funciones medible Lebesgue.]

On the differentiability of functions.Rend.Circ.
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diferenciabilidaden casi todo punto Y dif.
aproximada) para funciones de mas de una

variable. ]
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diferenciable en casi todo punto vy con derivada
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reales.D.Waterman (Bull.Amer.Math.Soc. (NS) 2
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{Prueba una condicidén necesaria y suficiente para
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acotado)sea diferenciable en casi todo punto de X
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[41]-DI BENEDETO,M.On the differentiability of continuous functions

(Italian).Atti.Accad.Sci.lLet Arti Palermo Sec(S5) 3
(1982/83)432-462 (1985) (MR 88d #26025)
[Extiende resultados anteriores propios y obtiene
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[Establece la férmula de transformacidn para la
integral maltiple,de f.J s Sobre un dominio
n—-dimensional,cuando f y J pertenecen a Lz.]

[31]-SEKI,S5.0n the change of vartable in the mul tiple
integrals.J.Soc.Japan (4) (1952) 218-230.(MR 14(9))
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biunivoca.]

[52]1-SCHWARTZ,J.The formula of change of variable in a multiple
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[53]-R.-SALINAS,B. On change of variable in wmultiple integrals.
{Spanish)Collect.Math.12 (1960) 138-153. (MR 23
#R1764)
[Obtiene tres teoremas sobre el cambio de
variables en las integrales multiples.El altimo
de ellos generaliza los dos anteriores,para el caso
en que la transformacién T sea diferenciable en
casi todo punto del conjuntodonde esta definida vy
transforme conjuntos de medida nula s €N cojuntos
con la misma propiedad.]

[54]-BARABONDOV,A.I.-KUPOV,N.P.Change of varitablesin an integral
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Ffunctions. Duke Math. J 36 (196%) (MR 3B(6) #6006)

[Supone G < E (G acotado). Hi(G) (pzl) (clase de



n P

funciones definidas en G, de clase L py can

derivadas parciales(en el sentido de las

distribuciones) de clase L. Estudia el
P

comportamiento de una funcidén en H:(G), cuando
compone con un  homeomorfismo bi-medible cuya
inversa es en H;(G),para apropiado p. De especial
interes es la demostracidén de la fédrmula co-area

. 1
para transformaciones en H .]
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Amer .Math.Monthly 78 (1971) MR 42(&) #7843)
[Prueba el teorema clasico de cambio de variables
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[El trabajo es una parte de un curso.Establece dos

nuevas teoremas de cambio de variables vy da

solamente lineamientos de las demostraciones.]



