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- INTRODUCCION

En estas notas hemos incluido algunos resultados estudiados
en dos cursos desarrollados en el Departamento de Matem&tica de
la Universidad Nacional del Sur, relacionados con sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias y teoria de control.

Nuestro objetivo es introducir aqui las nociones més impor-
tantes de la teoria de control de sistemas lineales aut dnomos,
como punto de partida para aquellas personas que puedan estar in-
teresadas en el estudio de estos temas.

La mayoria de los resultados que presentamos son ya conoci-
dos y forman parte de la base de la teoria que nos ocupa. Sin em-
bargo, queremos destacar el enfoque dado aqui, en el que se hace
un uso sistematico del fundamento algebraico del problema, con la

utilizacitn del polinomio minimal de una matriz y de sistemas bi-
ortogonales a un sistema dado.

Por esta razdén se hace en el primer capitulo una revisicén de
algunos resultados que serén aplicados luego a nuestra teoria,
incluyendo la definicidn y algunas propiedades importantes de la
exponencial de una matriz.

En el segundo capitulo recordaremos las propiedades mas im-
portantes del polinomio minimal de una matriz y lo usaremos para
calcular explicitamente la matriz exponencial.

En el capitulo tercero se darén las definiciones y resulta-
dos més significativos de la teoria de control de sistemas linea-
les y en el cuarto y ultimo capitulo veremos algunas definiciones
y resultados sobre sistemas biortogonales, usados para la cons-
truccidn de los controles.



CAPITULO 1. EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ.

. En lo que sigue, consideraremos sistemas de ecuaciones dife—
renciales lineales de la forma

n
Aot |

(1.1 == éL &4 %5 F by (B 1=1,2 ... qn
im ]

donde los coeficientes &; 4 son constantes reales y hy (L) son
funciones conocidas, todas ellas definidas en el mismo intervalo
I'T"Lto,tl:].

5i %, h denotan los vectores

b

IS AL h=(h,hny,...,h 5"

[N

Yy A la matriz

211 A2 eee B4

L= Ry “onow &R
a = 21 g LN

Al Fpr eee A

entonces el sistema (1.1) pueds escribirse de un modo mas compac-—
to de la siguiente forma:

. cx
(1.2 — = fAx + h

ot
entendi éndose gque cuando sea necesario calocuwlar una derivada o
una integral de wn vector o matriz, estas operacionss se efectua-—
ran sobre cada una de sus componentes.

Recordemos que en el caso en gque h sea el vector nulo, h=o,
el sistema (1.2) es llamado homogdéneao.

5i n=1, dicho sistema se reduce a una sola ecuacion diferen—
cial muy sencilla que podrd escribirse como

(1.3 G T- L C O S o' (a= constante)

lLa ecuacidn homogénea correspondiente ¥ admite como

solucidn general:

w(t) = o et?®

donde o es una constante arbitraria cuyo valor esté& asociado al
valor gue puede tomar la funcidn x(t) en un punto particular del
intervalo I (condicidn inicial). Por ejemplo, =i se elige el ex-—
tremo inicial de I, 7=tg, resulta que

(1.4) o = e T& ()



y la solucidn general de la ecuacidn homogdnea resulta ser

(1.5 w (b)) = e(t"“T')&\ s (1)

También se encuentra facilmente la solucidn general de la
ecuacidn ne homogdénea (1.3 pues si restamos ax  a ambos

miembros y los multiplicamos lusgo por e”ta, obtenemos

(1.6 L [et®cr] = et noe)
dt b

de donde resulta que

~-ta —-7a . t o ga

e w(t) = @ ¥ r) A+ e " R d (donde T1=t.)

T -
o bien R
A "t e
(1.7) w (k) = e(L LR w i) + e (t—n)a h(n) dm
JT

Con el fin de obtener fdrmulas similares para 1 caso gene-
ral, se buscara dar sentido a la sxpresidn & partiendo de la
definicidn de la exponencial pta por la serie

1+t a +

que es convergente para cualguisr valor de t v de a.

Como todas las operacionss algebraicas involucradas tienen

sentido si se efectian con matrices, podemos definir las matrices
-
SR emo
(1.8 E i) = I + t A 4 = AT + oL 4 A
@ m!

El paso siguiente es definiv "convergencia de la sucesion de
matrices E ()" y para ello introducime una narma sobre el con-
junto de las matrices cuadradas de orden n, por medio de la si-
guiente definicidn:

DEFINICION 1.1 5i B=(h; ;) denota a la matriz gue tiene a by
cono elemento en la i-ésima fila v la i-édsima columna, llamaremos
norma de B al numero real

(1.9 Bl =

Dusda a cargo del lector demostear
realmente una norma, es decir gque se verl
propiedades:

a expresion define
las siguientes

i) Bl = O, Bl = 0 si vy solo si B =0
ii) HoBll = {ol IBI
iii) B+Cil = WBIl + HCH



y que valen ademas las siguientes desigualdades:

a)l lbiil = ||Bjj para toda eleccidn de i,j.

) HABII

A

= WAl 1Bl

= naky =« napk

2

) Axll

P"!

o}
= WAH donde |Ix)li= 2 |
i==1
51 AlL) denota una matriz cuyos slenentos son funciones

aij(t)1 se tiene gue

l |“b pb
) | Alt) dt pct | HACtY | dt
> a “a

d
£y | HACt) || l (donde estas derivadas existan)

dt

=

d
.Y
dt

DEFINICION 1.2 Dada la sucesidn de matrices (Bm>=<(bFW’>>,
1]

divremos que la misma converge a la matbtriz B=(bij) y notaremos
BB, si y solo si |[B~Bll-—*0, cuando m-—7>a.

OpSERVACION  Se puede verifiocar inmediatamente gue la definicidn
anteriaor es equivalente a
(1,3) se verifigue gque bij ﬂbij, LN TR U

padir que para cada par de indices

Consideremos ahora la sucesidn de matrices ((EFW)(t) )) de
1]
los elementos gue ocupan la (i,i)-ésima posicidn en las matrices
E_(t) definidas por (1.8) v mostremos gue esta sucesion es con-
m . : -
vergente para cualguier valor de t. Para ello, bastar & mostrar
que es una sucesidon de Cauchy.

Sean entonces p y g tales gue prg vy busquemos estimar el
valor de ‘efp)(t)wefq>(t)’. Usando las propiedades a) y o) dadas

id i
anteriormente, obtenemos que

SRR o PR . & [ SR PTA . =
(q+1)! (q+2) ! p!

i#

lefP? ctr—e 9 o) | <

y el g+ P
i] i3

. y .....MT..i_A--H Al
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El dltimo miembro es 2l resultado de efectuar las diferen-—

cias entre las sumas parciales Sp v @q del desarrollo en serie de
2|

& con o={lAll, de modo que se puede asegurar gue es tan peguefa
como se quiera, si ose toma q suficientemente grande. Mas aan, se

puede asegurar gue si bt varia sobre un intervalo acotado, la
convergencia es uniforme.

Esto nos muestra gue la sucesi dn E,(t) es convergente, cual-
quiera sea la matriz A v cuwalguiera sea el valor de t.

Tiene sentido entonces adoptar la siguiente definicidn:

DEFINICION 1.3

I

e t.-:. - 1 5 b
€ = I + tH + ::;..‘_A‘“ R S i-——'—-—A N

+ ...

Algunas propiedades importantes que se deducen rapidamente
de la definicidn son las siguientes:

a) e’ = I
) Si AB=BA, entonces e ATE)=pA,B
) e P= (g 1
Ya hemos visto que si m-—Po, E,(t) converge a una matriz que

hemos 11lamado etA, uniformemente en t si telty,tyl. For otra par-
te, se tiene gque

d
g] [‘Em () = AE”] - (L)
d “ tA .
de donde se deduce gue ngm<t) converge & Ae y uniformemente
C
en t, si telty,t 1.
De estas afirmaciones se deduce, como consecuencia, gque
tl -
(1.10) =HA o AatA

dt
Resulta claro ahora que si c& R es un vector cualquiera,

(b)) = abtfe

representa la solucidn general de la ecuacidn homogénea asociada
a (1.2).
En efecto:

dx d ¢pa .
e etflc = petPc = A
dt dt



y nuevamnente € estd relacionado con las condiciones "iniciales"
va que
C oA

ity = et c implica que c = e"teh ® (tg)

y la solucion general pusde ser escrita en la siguiente forma:z
(1.11) x(t) = e TR A e

Bueda a cargo del lector comprobar gue la esxpresidn que se
da a continuacidn expresa la soluci dn general de la ecuacion
(1.2 .

ket 't ey
(1.12) x(t) = e FThe)A 1y e t=TVA wipy dr

Jt )



CAPITULO 2. EL POLINOMIO MIMIMAL DE A& ¥ EL CALCULO DE =tA,
Buscaremos ahora una forma de calcular et® Yy para €llo haire-
mos uso del polinomio minimal de la matriz &A.

Recordemos que se dencmina polisomio minimal de la matriz A
al unico polinomico mdnico (s decir que el coeficiente de la ma-—
yor potencia es 1), de grado minimo, que anula a la matriz A3 es
decir que aceptamos la siguiente definicidn:

DEFINICION 2.1 El polinomio

(2. 1) S I R PR L S T

sera llamado el polinomio minimal de A si satisface las siguien—
tes condiciones:

a) FAY = O

kY Si (X)) es otro polinomio mdnico tal que (A =0, entonces el
grado de 0 es mayor o igual a m y en el caso en que sea igual a
m, se verifica que O=F,

El teorema de Cayvley-Hamilton nos asegura gue el polinomio
caracteristico de la matriz A, es decir el polinomio

(2.2 Dy = det (xI-A)

es siempre wt anulador de A, es decir que D(A)=0. Este hecho
garantiza la existencia del polinomio minimal.

For otra parte, se pusds ver que dicho polinomio es divisor
de cualguier polinomio anulador de A, ya que de lo contrario, el
maximo comun divisor de ank . gue seria wn polinomio de grado
menoar, tambidn seria un anulador de A,

Como consscuencia de ¢
grado del polinomio minimal Py
as el grado de D.

s deduace gue si1 mn es el
z glempre mHEn, ya& que n

LSComo construir el polinomio minimal?. 81 b es un elemento
de una base del espacio y consideramos los vectores

(. bo=b, b;=Ab. _,=Alb, i=1,2,...

11
entonces es claro gue se encontrard en esta sucesi dn un primer
vector que es combinacidn lineal de loz anteriores, es decir que
determinaremos un numero v (1EraEn) vy coeficientes 74, Tys weay
T~q tales que

0 = Tpby + Tyby + ..+ T by + b =
= Tpb + T{Rb v L.+ Trmiﬁr“lb + A b=
= @Bp(A)b

donde: Qb(k) S P R T
51 hacvemos esto para cada

luego el minimo comidn maltiplo
construldo el polinomio minimal buscado.

la base v consideramos
sl inomios, habremos




Un caso particular de interds, serd el de aquellas matrices

cuyo polinomio minimal coincide con el caracteristico, en cuyo
caso son denominadas "ciclicas".

51 el polinomio PN dado por (2.1) es el polinomio minimal
de A, se deducen dos obvias consecuencias en forma inmediata: la
primera es que las matric I, ey A"l son linealmente
independientes (como elemenbtos spacio veotorial M, de las
matrices cuadradas de orden ndg segundo s que podemos expre-

sar las potencias Ak (kerm) como combinaciones lineales de las qgue

reclén indicamos,

(2.4) am

Si
a la matriz e

tencias de A, obtendremos la

etA I

feo (L)
donde las funciones f,{t) se
tencias de t que resultan al
nos .
anal iticas y en consecuancia
cualquier orden.

~y
Py

8i derivamos 5y Kk

siguiente {fdrmula,

(2. 6) Aketh = ¢k
i

)

En particular, resulta

(2. 7) Ak = g U0

reemplazamos estas potencias de A en
Y rE&QIrURDAamos

T

Este hecho nos permite afirmar

VeSS
valida para todo k@

partiendo de

% ST ﬁm_lﬁm_l

la serie que define
los cosficientes de las mismas po-

siguiente expresidn:
- + ¥ m—1
+of ) AR Ll F (R A

obtienen sumando las series de po-—
aefectuar la reagrupacion de térmi-—
ruer estas funciones son

y fue existen sus derivadas de

uwsando {(1.10), obtenemos la

) (1) + £ ¢y am1

I + ...
m—1
gue, si t=0z

() T 4 ... + £y a1

% in—1
cualguiera sea k.
De estas formulas se deduce gue, para k=0, 1,..., m—1:
(2.8) f;k)(ﬁ) = 5 i=0, 1,.00., m—1
va que las matrices I, A, ..., A"l 2on linealmente independien-—

tes.

Si tomamos k=1 en (2.6)

tA

(2.9 A e =

Y por
usando luego

ottr-a parte,
(2.4

A et = Atk

(2. 10) = f,(t) A
: = C{f_:){: m-1

+

F00)
0

multiplicando ambos miembros de
resulta que

1

obtenemos que

£ Am~1

m—1

I + (t)

i A

(2.5

por A vy

. - m—1 -
I + ... + {mwl(t) A y =
" 5 T ¢ d- T} .
b . +m,,_“ 1 (L) A B

L) e F L )T A L

m--

Sy e g ()3 AP



Comparando los segundos miembros de (2.9) y (2.10) se deduce
que

FOU0) = ot g (8)

¥£(t) R R " A oyt o ()
(2.11) .

{;wl () = f o) e e (B
Es decir gque si 1lamamos f=(¥0,,..,fm~1)tr Yy 8 a la matriz
acompanante de F, es decir, a la matriz
0 8] .o 0 ey
i O v .. 0 21
5 = ] 1 S &) T
0 s} - 1 1

entonces, de (2.10) yv (2.11) se deduce gque ¥ es solucidn del
problema

df . ) -
ST S f £ = (1, O, .., O = g

Luego:
(2.12) f) = etS e
Mas aun, de (2.8) se desprends gue su Wronskiano en t=0,

coincide con la matriz identidad, lo que prueba que las funciones
foye Fiaeeasfpeayy s0n linealmente independientes.

Aunque algo hemos avanzado, Llegamos a un punto en que nece-
sitamos calcular una nueva matriz exponencial, gque es el problema
gue nos proponiamos resolver. Adn cuando la matriz 8 tiene una
estructura mucho més simple, s una matriz ciclica, cuyo polino-
mio minimal es el propio F(a),

De otro modo odemos calocular las funciones f. de la si-—
1 J
guiente forma: de (2.11) se deduce gue

+ (;) () = CY.(:’{' me1 (t)

£FU0L)Y = §£°(L) + u1¥' (t)
1 ] *om-1
(2.12) W mmm e e m e m s s ke mm U a e oeawn .

¥ (m=-1) () = § {m—22) () + .‘_""'.'l{: Cin—=220 ()
m=2 -5 e

il
in
b=
;
i
-~
—
S’
.
+

£UM ey = O ey e g 60T (g
m=1 m--2 m m—1

&



@s decir que fm_l(t) satisface la ecuacidn diferencial

(m? (m—1) ;. (m—2) .
+ (t) =g + (L)Y+o__~F (L)Y+. . a4oyf (t)Y4+of ¢ ()
m—1 m—1" M= ey 1 m—1 o7 m—1

Esto es:

(=-14) Py $ gty = 0

donde F({.) es &l polinomnio minimal de A y '2;;.
t

Verifica ademds las condiciones iniciales siguientes:
£ (O) = £°  (O) =...= § "= (o)
m—1 1 b -

m-— in-—

UML) iy oy
m-—1

Una vez conocida la funcidn f 1¢8), se pueden encontrar las

-
restantes por medio de las fdrmulas
L ) )
Folt) = 1 + o IO it (7
. 't
fqlt) = J” fo ) dr + ooy JO fpe1 ¢ dr
(2.16)
: 't _
f—n(t) = 'U e €T dT + e o 0 tf -1 67 d7
que se obtienen integrando (2.11) v usando las condiciones
iniciales (2.8).
Se verifica facilmente que & partivr de (2.16) se pueden
obtener las siguientes expresiones, para p=0, 1, .., 02 :
Pt
: { B e s (Y ( -
Fp(t) o + lo lp\t 7' {m—l ) T
(2.17)
F o .
donde PNy = t(';) 7\P N xk]:“ ",\p 1 S -1 A+ o
p p! (p=1)1 P P

Fara concluir esta seccidn, recordaremos dos generaliza—
ciones del concepto de polinomio minimal de una matriz y un
resul tado que usaremos en el prodimo capitulo.

DEFINICION 2.2 Dada la mabris sdada A4 v el vector v, se
llamara poltinomio minimal de v, vespecto de 8, al tnico polinomio
méonicao G, de gfado minimo, Lal gue

QiAv = o

10



DEFINICION 2.7 Dado el subespacio # de R' v la matriz cuadrada

A, se llamara polinomioc minimal de ¥ respecto de A al dnico
polinomio moénico R, de grado minimo, tal que
R(A)v = o, para todo vesf

De esta Wltima definici dn reo

lta claro que el polinomio

minimal de una matriz A simplemsente &l polinomio minimal de
todo R, respecto de A y segun las observaciones hechas al
comenzar este capltulo, es el sminimno comdn mdltiplo de los

polinomios minimales de los vectores de uwna base cualgquiera del
SEPACILO.

Vale tambidn el siguiente resul tado:
FROFOSICION 2.1 Sea # un subespacio de R’ y A una matriz

cuadrada. Entonces existe un vector veEd tal gue el polinomio
minimal de v es el polinomio minimal de ¥, respecto de A.

DEMOSTRACION:  Seleccionemos en primer lugar un vector veE¥P cuyo
polinomio minimal P, respecto de A zea de grado maximo. 51 la
dimension del espacio # es 1, no hay nada mas gue probar, de modo
gue supondremos que existe al menos un vector v¥er linealmente
independiente de wv.

» . . . . . ; .. , R .
Sea 7 su polinagmio minimal v & &1 minimo comdn multiplo de
-y % - . . ) e 4 s . —_—
Foyv FT. Entonces 2 admite como divisores a los polinomios mini-
. . . *
males de todosg los vectores del subespacio P generado por vy v .

Taomemos wuna familia infinita de vectores en P tales gue dos
cualesquiera de ellos sean linealmente independientes. For ejem-—
; ) | *
plo, podrian tomarse los vectores de la forma ov+(l-o)v, con
Ol

Si consideramos los polinomios minimales de estos vectores,
resulta claro gue no pueden ser todos distintos yva gue @ admite
urt namero finito de divisores. Es decir gue se podean encontrar
dos vectores linealmente independientes en %, con el mismo poli-
nomio minimal HOM).

Se tiene entonces que HiA)x=o para todo xEP. En particul ar
si x=v 0 si x=v'. En consecuencia, gr (M) 3gr (H) . Fero si observa-
mos que H es &l polinaomio minimal de un vector de ¥ y recordamos
la forma en gue eleginos v, resultbta gue gr (H) =gr (F), luego P=H.

Ee decir gue el polinomio F es tal gue FA)vi=o. Fero como
es arbitrario, llegamos a la conclusidon gque FOA)x=o, para todo
*, Como ningun polinomio de grade menor poderia hacerlo, resulta
que F es el polinomio minimal de ¥, lo gque concluye la demostra-
cidn.

11



CAPITULO 3. EL FRORLEMA DE CONTROL L IMEAL .

Sea A una matriz real, n¥n, B una matriz real nx=r, x(t) una
funcidn vectorial continua x: L0, +m) —3 R v u(t) una funcidén
vectorial seccionalmente continua u:l[0,+o) —3 R,

De acuerdo a lo que hemos visto en el capitulo I, sabemos ya
que el problema

(k) = A () 4+ B ul{t)
I

X (0) = x (%nE R' vector dado)

admite como anica solucidn:

. Pt g
(3.2) x(t) = et® x, + | e t"TA gy ar
- 10

Supongamos ahora gue 41 jamos un valor T>0 v gue u No es una
funcidn fijdja sino gue la podemos determinar a voluntad v vwbili-
rarla como un "control" del proc gobernado por el sistema
(2. 1) .

Diremos entonces que @1 vector

. T .-
Sy = e VA ) (T A - -
xu,xo(1) = @ Xy o (=] B u(r) dr

%

2s el "estado alcanzable" por el sistema en el tiempo T, cuando
s utiliza el control u, partiendo del estado inicial xg.

Ern general, un vector x % Llamado un "estado alcanzable
en el tiempo T si existe un "control" u vy un vector x, tal gque

Xy = A (D)

De la fdrmula (2) se ve inmediatamente gue es suwficiente
conocer los "estados alcanrables" a partir de Xp=0, que estin
detinidos por

+ T e
®{TY = ) @‘l ) A B u() dr
40
va que si el estado inicial no fusse o, bastaria trasladar todos
los vectores sumando el vector fijo
E’.‘T A bt 0

para obtener todos los estados alcanzables partiendo de x,, de
modo que de agul en adelante, el estado inicial habra de ser
siempre X,=0.

Los estados alcanzables son entonces agquel los vectores ¥y de
R" gue satisfacen

T Ty
o= | VTR B Ly dr
1o



para algun control a, es decir gue =i 1 amamos . al espacio
vectorial de todas las funcionss vectoriales asLO,TI1-—3R",
seccionalmente continuas en [O,T1 v i(u)sUrm~%Rn al operador que
asocia a cada control u el vecotor

e .
T s (:-\( F=7) A B u(ry dvr

entonces el espacio de todos los estados alcanzables resulta ser
el rango B del operador £ v s claro gue ez un subespacio vecto-
rial de R" pues ¥ es un operador lineal.

Nuestro primer oblietivo consiste en caracterizar ®. En
particular, si ®=R", se dira gque el sistema es "completamente
controlable" en el tiempo T.

51 escribimos (2.3 en la forma
. R
(7. 4) Moo= QTA B uT(T) ¥

donde up () =u(T-7), resulta gque wpEl., de modo que R coincide con
el rango del operador Fy:d -—#RT dado por

" I~ e™® B ul(r) dr
0

Usando (2.35) obtenemos la siguiente expresidn para F;:

m-1

e T .
(3. 6) EN =y l" £y ATB utt) dt
: do

Denotemos ahora con € la matriz

b -
T.7) C = (B, AB, AB, ..., A" 1p3
a la que llamaremos "matriz de controlabilidad minimal ™.
Sea  M(C) @l subespacio de R generado por las columnas de C

v o=plC) su rango como matriz, es decir, la dimensidn de RC).
Fodemos probar entonces el siguiente resultado:

H

TEOQOREMA Z.1 o= R(C)

DEMOSTRACION: a) Veamos en primer lugsr que RC)ZR. Fara ello
basta ver que todas las colunnas de C son "alcanzables", es de-
cir, gue para cada columna de C es posible hallar un control u
tal que (W) sea exactamente dicha colwmna.

Sea EqE R" el vector (m,m,..",1,..,,m)tr, con todas sus com-
nonentes nuwlas, excepto w U oen el g-ésimo lugar. Consideremos
adends wa familia de funci onea ﬂmft), Hlﬁt),---s wal(t) que

verifigue la siguiente propiedad:



..!- . L. S - 5.
do 3 &y 713 1 ei i=j

il

(i,4=0,1,...,m—1)

Una familia tal es denominada un sistema bhiortogonal al sis-—
tema (fpoy.oue,fpq> en el intervalo L[O,T] y en el prdoximo capitulo
mostraremos como puede ser construlido. fAceptemos por el momento
la existencia de estas funciones v definamos el control

Dyl gumwgm—1s q=Q,1,... 41

(3.9 upq(t) =g ) e,

Tendremos entonces gue

i

I
|| ) a (k)dL}AJBe
{ ] p

= AR
A Beq
“ste vector es la g-ésima columna de la matriz APB Y como
esto puede hacerse para p=0,1,...,m1, resulta gue todos los vec—
tores columnas de C son alcanrables, atilizando controles de la

forma up(t)eq, lo gue muestra que RC) .

) Veamos ahora gque RERC . |

i RO =R", no hay nada gue probar. Supongamos entonces gue
gs posible encontrar un vector vio, gue sea ortogonal a BGL. En
consecuencia, sera ortogonal a todos los vectores columnas de C oy
en particular se tendria que

(H. 10 vi oadp w ottt

Luego, « s& tiene gque

lo gque significa e Hemos probado asl gue

- d
Z.00) AT
loo que es equivalente a lo que queriamos demostrar.

Una observacidn gque s pirende inmediatamente de este re-
sultado es que el espacico de los sstados alcanzables es indepen-—
diente de T, va gque si s reviss ostraci dn anterior se
puade ver gque el valor de T no mringun papel particular. =n
adolante hablaremos de "estados 2 les” o de "sistemas com-—
pletamente controlables", sin agregar la frase "en el tiempo T",
va que vale el siguiente corolario.

COROLARIO E.1 El espacio de todos los estados alcanzables R es
el mismo, cualguiera sea el valor de T>C

También se deducen inmediabtamente los siguientes resultados:
.
OLARIO 5.2 El sistema (34.1) es completamente controlable si vy
solo 81 o=n.
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COROLARIO 2.3 5i mran el sistema (I.1) no pusde ser completa-
mente controlable.

Hesulta también de interdés mencionar la siguiente caracte-
rizacion de %, que surgs como consecuencia inmediata del teorema
Z.1.

COFROLARTIO =%.4 oes &) menos
contiene a R(B), que es &l
colunnas de B.

pacio invariante por A, que
sacio de RDY generado por las

Si e revisa la demostraci dn de la parte a) del teorema 3.1
v los controles up((t) detinidos en (3.%9), gue permiten alcanzar
cualquier columna ée C, se pue var gue tambidén vale el si-—
guiente resultado:

CORDLARIO 2.5
alcanzable es necesarin et

Fara llevar 21 sistema

.10 & cualguier estado
miréar & 3osumo o mofunciones, que
permiten construir los controles necesarios.

Fara concluir este capitulo, veremos que, en el caso en que
el sistema (3.1} sea completamente controlable y la matriz A sea
ciclica, es posible reducic &l minimo la dimensidn del espacio de
controles, va gue cualquier control u podréd ser obtenido por me-—
dio de ut)=u(t)b, donde b es un vector fijo y w(t) una funcidén
escal ar.

Llamemas Gd.) al polinomio
supongamos gue es de arado g.
g=in, paro tambidéan vale el i

FIR) to de A v
zienpre se tiene que

rreamut] Cacios

AT O LA

el =istemna
en Cconse

mpleta
(x).

nte controlable, en-—

DEMOSTRACION: Sea ¥ 21 nucle
detinicidn de & resulta gque N

GiAY v ovr su dimensidn. For la

Fero ademdas ¥ 2s invariante por A va gue si x€N, Q{(AYx=o vy
entonces BMAx = ARAYx = o3 es decir gque AXEN.

Luego, segun el corolario 3.4, tendremos que V2R y en con-
pouencia +»For. 51 el sistema (3.1 es completamente controlable

se tiene gque p=n, luego también w=n,

i
P

Fero esto significa que #R") es decir que D(A)=0. For ser 0
un anul ador de A, serd divisible por F y en consecuencia g»m, lo
que concluye la demostracidn.

TEOREMA T.32 51 el sistema (35,17 completamente controlable v Ao
es una matriz ciclica, entonoes 2 : bERY tal que
cualgquier punta del espacio puede - alcanzado usando un control
u de la forma alt)=u(t)b, donde plt) es una funcidn escalar.




POBTRACTION: De acuerdo con las hipatesis hechas y segtin &1 lema
1, tendremos gue g=m=n v el palinomio minimal de B(B) respecto
de A coincidira con el polinomio caracteristico de A, F()).

For la proposicidn 2.1 existe
polinomio minimal respecto de A coincide con BN . Fero esto
significa que los vectores v, Av, A¢v,...,Am“1v, son linealmente
independientes va que de lo contrario habria un polinomio g de
grado menor gque n tal que qlA) v=o.

un vector veER(B) tal gque su

For otra parte, como ., 5& puede asegurar que existe wun
vector bERT tal que v=Bb y rasulta que de acuerdo a lo anterior,
los vectores {AJBb, i=0,1,...,n~13 forman una base de R".

Fara concluir la demostracion sdlo nos falta mostrar gue
dado x€R", siempre es posible determinmar una funcion escalar u(t)
tal que =i u=ub, entonces ¥, (wW=x. Pero

i1

o 1 .
Fe(uy = f4(t) w(t) dt|A'Bb

=1
","""1

y el vector x puede escribirse como x= % :A'Bb, de modo gque lo

que es necesario probar es que podemos determinar una funcidn p
tal que, dados xgq, Hygemw oy B8 veritica que

(3,12 . #j(t) plt) dt o= ®y J=0,144.. 401
0

Este dltimo problema es conocido coms "problema de momentos
finito" yv es +t&cil hallar una soluci dn partiendo del sistema bi-—
ortogonal a {fj} dado en (Z.8). En efecto, si tomamos

T

.13 wity = HERG D

resulta claro, usando (Z.8), gque o satisface (Z.12) pues

-1 ] oot " “ n - 1
T ( T N b= _
a fj(t) ity dt = P Hy l'“{j‘t) ui(t) dt] =0 Ny 8y T oy
S L S S -
1 ==() - - 1 ==()

lo que concluye la demostracidn.
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CAFPITULDO 4. SOBRE SISTEMAS BIORTOGOMNALES,

Empleando la terminplogia de los espacios de Hilbert (pen-—
sando en particular en L<L0,T1) diremos que dos funciones § y g
son ortogonales en el intervalo L0,T] si se verifica que

-
(4.1) () gty db o= 0.
J0

Mas aun, llamaremos "norma” de la funcidn § al ndmero real

T -
(4.2) WeN = ) 1 dt
Al

El problema gque gqueremons resolver aguwl es el siguiente:

Dado el coniunto de funciones Z={f,, flaommny fh-13, defini-
das ern LO,TI, linealmente independientes, (s decir que la dnica
forma de lograr que una combinacidn lineal de las mismas nos deé
la funcidn nula es tomando todos los coeficientes de la combina—
citn lineal iguales & cero), construir una familia de funciones
Cheyy Mygneny Mg 17, tambieén definidas en [0,T] y tales que

T

(4.7) SFi ey wyt) dt o= 8 g, i,370,1 0. m—1

Tal familia sera llamada un sistema biortogonal a %,

Veamos en primer luger gque es posible construir tal familia,
por combinaciones lineales de los elemnentos de #. Es decir, vea-
mos que 2% posible determinar, para costicientes
AT k=0, .0 ym—1, tales gque

4.4) ety =

En efecto, si multiplicamos (4o4) por £, (8 (A=0,1,...,m=1)
g integramos en [O,T1, resultard qus p cada Indice i, los coe-

ticientes o 4 dehber an satisfacer el sistema

Ty

Rk Yik T 93

donde

aj), = £00) 00 dt

La matriz de este sistema de ecuaciones, es decir, la
gque tiene por elementos estos ndmeros ag ., es conocida como ma—
triz de Gram del sistema & v & denotada por GOF 4, 41,...,fmm1)
mientras que su determinante, 11 el gramiano del sistema %,
sera denotado por g(feq, 1,000,110
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Si reempl azamos las tunciones fj por combinaciones lineales
de la forma

(4.&) £¥(t) = d £

j _j’(:) (_)(t) . + C.'_'i,m"‘l‘*:m““'l(t)’ j=C),1,...,ln_1

es facil ver, usando las propiedad
matrices, gue si D=(dij)s

béasicas del producto de

4.7) GG, % ..., % ) = D B(fp, f190n. f y ptr
o’ 1’ ’ m-1 e 1 »m-l

De (4.7) se deduce la siguiente relacidn:
(4.8) g (f

# . -
+ ... ¥ yo= (det D)} (f - + N )]
C)’ 1 3 L] m—1 g 0 i1 * T m—1

Como las funciones del conjunto % son linealmente 1ndepen-
dientes, se puede usar el mdétodo de ortonormalizaci don de Gram-—

Schmidt v determinar los coeficientes dij de modo gue

d. om0 A, o= 0 sl 4

(4.9)

[T» “ T
! J0O 1 3

{*(t)l dt = 13 %00y # () dt o= 0 sioi]

Fara esta particular eleccidn de las funciones {%, resul ta
i

gue su matriz de Gram es la mabtriz identidad v D gs una matriz
Feogre o . o o - 1 - "
triangular tal que det D = “O,Ddl,l‘“‘dmwl,mml = 0.

l.uego, de (4.8) se deduce gue
(4.10) 1= ddet D) g, fyeenfpyoy)
lo que prueba que gfo,f,...,%f,.4) & Oy como consecusncia, gue
@l sistema (4.%) admite una dnica sclucidn posible, para cada

3=0,14ee.ym—1.

Esto concluye la demostracidn de la siguiente proposicidn:

FROFPOSICTION 4.1 Si f={fq,...,f, .13 es un coniunto de funciones
definidas en 0,71, linealmente independientes; siempre es po-
sible determinar un dnico sistema bhiortogonal {L%,...,um_l} cuyos
elementos se obtienen como combinaciones lineales de las funcio-

nes de *.

Es claro gue si se slimina la restriccion de que las funcio-
nes {MJ} se expresen como combinaciones lineales de las {f,53, en-
tonces ya no se tendrda unicidaed para la soluwzidn del problema,
pues si elegimos una familia de funciones {».3 tales que cada una
de ellas sea ortogonal a todas 1as {fj}, erntonces el sistema T

{Mj+vj} es también biortogomnal a #.

i

Reciprocamente, si {u

FEERY ¥y son dos sistemas biortogona-—
J

les a %, entonces las funciones L ortogonales a todos
- 3
los elementos de # v en consecusncia, a las propilas funciones i

1

j-

Esto permite probar el siguiente resul tado:
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FROFOSICION 4.2 El sistema bhiortogonal a %, determinado por
(4.4, esta constituwido por funciones gue tienen la menor norma
posible v en tal sentido, serd designado como "sistema biortogo-—
nal minimal".

DEMOSTRACION:  Si {;é} es obro sistema biliortogonal & %, podemos

C b *_ - e e sl 5 . el -
gecribir Mi“ﬂJ+Vj5 con vy ortogonal & iy, de modo que

P

~ ; ~ [T
nuiu# = ’”[u%(t)]“ dt = | Lag () (£)1° dt =
JO .

T ~ r ) o~
= ’ Lu ¢ty 1+ ot + Iv[“i(t)jk dt = nujn‘
% - ( -

como querliamos demostrar.

Fara concluir este capitulo, calocularemos las normas de las
funciones del sistema biortogonal optimal.

FROFOSICION 4.7 Sea la j-é¢sima funcidn del sistema biortogo-
nal a %, dada por (4. 49 v (4.5). Be tiene entonces que

(4.11) 2 = EAMCERS ERELARES RAR TS LA, = &
GFyynnerfpg)

REMOSTRACION:  Llamemos &; al espacio vectorial generado por
{fivi#j}. Mostraremos en primer Lugar gue lJual es el inverso de
la "distancia" de {j al espacico &, v luego caloul aremos esa
"distancia'.

Como los elementos de £ son linealmente independientes, es
claroc gue fj no pertenece a &;. FPodemos escribir entonces

(4.12) LTI PR

con mEL, Yy L ortogonal & todos los elementos de Ej, en par-—
ticular, a todos los f;, con i#j.

Hea
; x 1
(4.13) M': ST e et S i
i e s

Entonces
(4.14) u%(t) fi(t) dt = 0 si 1#].

En consecuencia, también vale gue

o
I"“%(t) qp i) dt o= 0
KA

1 C}.‘



Luego:

* L™
(4,13) RS fi(t) at = k) e () dbt o=
o L

o\

mﬂ-l“[v.(tu2 dt = 1
e i< do-

De (4.12) v (4.13) se deduce gue u* es combinacidn lineal de
J
los elementos de ¥. For otra parte, de (4.14) y (4.135) resulta
Ui u# satisface el correspondiente sistema lineal (4.5).
J

" . - . . #
Como éste admite una uUnica solucidn, se deduce gque 0 = My
A
como consecuencia de (4.12), gue

4.16) Weegllh = 170 50

Demostraremos por fin la dltima afirmacidn hecha al comien-
o, que es un hecho basico de la teoria de aproximaci dn en espa-—
cios de Hilbert.

Fara simplificar la notacidn, haremos la demostracidn para
@l caso j=m-—-1, dejando a cargo del lector la adaptacidn de la
misma al caso general.

Como .46 nodra escribiregs en la forma
m-1 m—11

(4.17) 'l‘l{n_l () = K!'_) ‘Fl-':] (t) + ... + ‘(-m__:. +m___:(t)

5i multiplicamos por £ (0) G=0,1,...,m&d), integramos en
CO,TY v L1amamnos B = 1, resul bta gue estos ndmeros &y satisfacen

las m—1 ecuaciones lineales siguisntes:

(4. 18) al 1(:)ﬁ:c) R o al , m"“',:.:’(f;('li“"_'.'-z + Eli , M= 1 /:‘m__-l = 0 (i=0 1 1 3 e - ey m=1)

con ay 1 {i(t) ﬂmml(t) ct

y donde los restantes a; | son los elementos de la matriz de Bram

igk
del sistema {fD,...,fmmE}.

For otra parte, si tensmos en cuenta gue

lﬂvmhlﬁt)ﬂmml(t)ﬂt=D,

o

de (4.12) se deduce que

o o T . I _
Bgoi N2 = W= 12 = lﬁ[rmmlét)—nmwl(t)JL+m“1(t)~ﬂm_1(t)Jdt =

P

" .I- . g P . A n
= | met (D) g (00T Fp (0 dt = | ey (B) g (£) dE =

0y

al b



T - T
= o [¥m_1(t)3“ dt - lo Mp—1 (€)Y fo_ 4 () dt

Es decir que, segun (4.17):

(4.19) a

~y
o [ N % S - ' . = 0 ==t
n-1,080 *e..t qm—1,m-28m-2 v ‘g1 m-1 v e 150 By g =00

o

m""l,i = C)'{:‘n__ml(t) '{1(1:) d‘l.., i::‘-:),l,---,m_‘l

donde a

Llegamos asi a la conclusidn gue los nameros Beyg Ky{gweny
fip.1y sSatisfacen el sistema lineal homogéneo de m ecuaciones dado
por (4.18) vy (4.19). Este sistema admite una solucidn no trivial,
ya que go=-1#0; luego su determinante debe ser nulo. Esto es:

Y- . ar o an e

Q,0 O,m-2 O ,m—1
fm—2,0 " Am-2 , m—2 qm-2,m-1 -
Am—-1,0 st Am—1 , m2 am——1,m—1"”"m—-1“

Si escribimos los m-2 primeros elementos de la dltima colum—
na en la ﬁlgu1§nt@ +Qrm§: Aj,m~175 m—1 0, podemos expresar la
igualdad anterior del siguiente modo:

A0, 0 " A0, m=1
Am—1,0 "o A1, m-1
e -, . om o v R - (_)
B, 0 0, m-2
P .. - - 0
-2, 0 ) An-2, m—R ¢ -
Am—-1,0 " An—1,m—2 v g Ml
que es equivalente a:
AT )
g(‘F(_'),..-.- ,'{:‘n_l) = ”Vrn.__l “ (;}\T!:'],u-n 74"’!".’2‘

lo que concluye la demostraci on.
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