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Este informe pretende ser una recopilacidén, tan exhaustiva como fui-
mos capaces, de la bibliografia relativa a la nocidén grafo adjunto,
a otras relacionadas con ella y a distintas extensiones de las mis-
mas. Fue efectuado con vistas a un trabajo posterior en el cual, en
forma andloga al realizado por Hemminger y Beineke (304), los resul
tados reunidos se interrelacionardn en un todo organico. Para nues-
tro objetivo hemos recurrido a la lectura directa de muchos de los
articulos citados, pero fundamentalmente a la de los respectivos
comentarios en Mathematical Reviews y en Zentralblatt flr Mathema-
tik. '

Los conceptos de Ta Teoria de Grafos que se citen se supondran de-
finidos, en general, de acuerdo con la terminologia de la escuela
francesa (Berge (7), (103); Roy (98)). No obstante, siguiendo lo
que es habitual en autores de lengua inglesa, diremos multidigrafo
(digrafo) cuando nos refiramos a configuraciones en las cuales se
considere el orden en que se dan los vértices de cada par y multi-
grafo (grafo) cuando dicho orden no interese. Reservaremos el tér-
mino digrafo (grafo) para cuando se quiera destacar que no hay ar-
cos paralelos (aristas paralelas).

Segin Hemminger y Beineke (304) el "paso al grafo adjunto" es pro-
bablemente Ta mds interesante de las transformaciones definidas en
los grafos y seguramente la mis estudiada. Ella permite describir
la relacion de adyacencia de las aristas (de consecutividad de 1los
arcos) de un multigrafo (multidigrafo) de partida mediante la ad-
yacencia (consecutividad) de los vértices de su adjunto y traducir
canénicamente problemas y conceptos relacionados con aristas (ar-
cos) a otros vinculados con vértices.

La idea bdsica del concepto que nos ocupa para el caso no orienta-
do es la siguiente: Si G es un grafo sin bucles su adjunto A(G) es
uno cuyos vértices estdn en correspondencia biunivoca con las aris
tas de G y en el cual dos vértices son adyacentes si y solamente
si las correspondientes aristas de G tienen un extremo comin.

Un grafo H se dird adjunto si y sélo si existe un G tal que H es
isomorfo al adjunto de G (H = A(G)).

Esta nocidon fue implicitamente considerada por Whitney en 1932 al
analizar la existencia de relaciones de implicacidn entre los aris
ta isomorfismos y los isomorfismos de grafos carentes de bucles y
fue explicitamente introducida por Kraus en 1943 con el objeto de
dar una nueva demostracidon del Teorema 1 de Whitney (1).

Krausz (3) caracterizd los adjuntos como aquellos grafos para los
cuales existe una descomposicién en subgrafos completos tales que
cada par de ellos tiene a 1o sumo un vértice en comin y en cual ca



da vértice pertenece exactamente a dos de dichos comb]etos Kn

(n >1). Con posterioridad a Krausz se definieron, para configura-
ciones mds generales, nociones que extienden la dada anteriormente.
Ellas fueron estudiadas bajo nombres diversos, entre otros los de:
"line-graph" (28), "interchange-graph" (20), "derived-graph" (59),
"graph derivative" (18), "covering-graph" (65), "adjoint-graph"
(41), "edge-to-vertex-dual-graph" (19), "grafo commutato" (27),
"graphe adjoint"” (98), "graphe représentatif des arétes" (103).

De las distintas extensiones se han dado caracterizaciones en tér-
minos de "descomposiciones tipo Krausz" o indicando familias de sub
grafos no permitidos, siguiendo asi la idea dada por Beineke (101).
A continuacién nos referiremos brevemente a otras generalizaciones
obtenidas al considerar, en diferentes estructuras, nociones andlo-
gas a la de adjuncidn.

Una de ellas es la estudiada por Cook (185) quien a cada grafo G
m-partido completo en clases con n vértices asocia los grafos Lm(n).
Los vértices de Lm(n) provienen de Tos n™ subgrafos completos de
orden m que admite G y donde dos de ellos son adyacentes si corres-
ponden a completos con m-1 vértices de G en comdn.

En particular L2(n) es el adjunto del bipartido Kn,m' En (185) se

dan dos caracterizaciones de los grafos Lm(n) para m = 2. Otra de

las generalizaciones deviene del trabajo de Dewdney y Harary (235)
quienes asocian a cada complejo simplicial K de dimensidn n-1 los
grafos de adyacencia An m(K), n >m. Esta nocidon, para n=2, m=1,

coincide con la de adjunto de un grafo sin bucles. Posterio?ménte
Gardner y Harary (366) consideraron el caso n <m. La caracteriza-
cidn dada en cada uno de ellos extiende la formulada por Krausz pa
ra el caso de grafos adjuntos.

Interesa destacar ademds que el concepto de "generalized line
graph" introducido por Hoffman (107) (269) involucra los de "line
graph" y "cocktail party graph". Estos a su vez, estdn estrechamen
te relacionados con los grafos cuyo menor autovalor es -2. En (233)
se reencuentran importantes resultados relativos a dichos grafos,
utilizando Ta nocidn "root system". Algunos de estos se refieren

a adjuntos de configuraciones particulares.

Diremos que G _es rafz de H si H es isomorfo al adjunto de G. Obser
vemos que K3 y K1 3 son raices de K3, ademds si se permiten vérti-

ces aislados cada adjunto admite infinitas raices. E} mencionado
Teorema 1 de Whitney dice que, para el caso de grafo sin bucles y

sin vértices aislados, todo adjunto distinto de K3 tiene una Gni-
ca raiz.



Segdn observamos en (324) lo precedente puede extenderse al caso

de grafos con bucles pero no a mu]tigfafos propiamente dichos.
Otras demostraciones o consideraciones relativas al teorema en cues-
tidon pueden verse en Andreatta (27), Sabidussi (18), Jung (49),
Hemminger (140).

La demostracidn de Jung (49) es simple y valida para grafos infini-
tos; puede verse también en Harary (94). Para un caso particular
ver Izbicki (17).

En (1) Whitney, ademds de la relacién entre isomorfismos y arista
isomorfismos (Teorema 1), estudia la n-conexidad de multigrafos

sin bucles y da condiciones para que dos grafos sin bucles ciclo
isomorfos sean isomorfos. E1l resultado en cuestién, (Teorema 2),

es mejorado por el propio Whitney en (2).

En 1962 Ore (20) simplifica estas demostraciones y propone inves-
tigar la validez de propiedades similares considerando subgrafos
que no sean aristas o ciclos.

En 1967 Halin y Jung (62) introducen el concepto de "n-skein iso-
morphism" y deducen un resultado que incluye los de Whitney, ade-
mas de ser valido para grafos infinitos.

Otro concepto al que haremos referencia es el de grafo total T(G)
de un grafo G. En 1965 Behzad 1o introdujo para grafos sin bucles,
1levado por problemas de cromaticidad y siguiendo los lineamientos
de 1a definicion de grafo adjunto.

Las siguientes proposiciones indican una estrecha relacion entre
las nociones citadas: '

- E1 grafo total T(G) contiene como subgrafos disjuntos al grafo
G y a su adjunto.

- E1 grafo total del completo Kp es isomorfo al adjunto del comple
to Kp+l'
La misma idea subyacente que 1leva a la definicion de grafos tota-

les permite, para el caso de grafos planares, introducir los gra-
fos enteros (216) (244).

Notemos que la nocidon cldsica de grafo adjunto, algunas de sus ex-
tensiones y la de grafo medio o semitotal pertenecen a una clase
mds general que es la siguiente:

Dada una familia F de conjuntos no vacios se dice grafo de inter-
seccién I(F) al que tiene por vértices los elementos de F y en cual
dos vértices son adyacentes si y s6lo si los correspondientes ele-
mentos de F se intersectan.

Puede verificarse que todo grafo G sin bucles es grafo de inter-



seccion de alguna familia F de conjuntos ((254) teorema 3.7 pag.l112).
La hipotesis de condiciones particulares a satisfacer por los ele-
mentos de Ta familia F lleva a la definicidon de grafos de intersec
cidn con propiedades y aplicaciones muy diversas. Entre ellos se
encuentran los conocidos “grafos de intervalo" cuyo estudio fue mo
tivado por el rol que desempefian en el andalisis de estructuras mo-
leculares o genéticas. Puede verse: Golumbic (343) o Roberts (254).
Otras referencias interesantes relativas a distintas clases de gra
fos de interseccidon, a "incidence patterns" y a ciertas relaciones
de éstos con los adjuntos o los semitotales son dadas en Griinbaum
(82) y en Shrikande y Singhi (355),

Para grafos dirigidos la nociodn similar a la de grafo adjunto se
denomina "digrafo adjunto" y ella refleja la consecutividad de ar-
COoS.

En 1960, Harary y Norman (14) la introducen y estudian para multi-
digrafos carentes de bucles bajo el nombre de "line-digraph".

En 1964, y en forma independiente, Heuchenne (29) la considera pa-
ra multidigrafos arbitrarios con el nombre de "graphe perspective".
Con anterioridad, en 1946 y para multidigrafos 2-regulares, la ope
racion de adjuncidn habia sido denominada "doubling" por de Bruijn
(4) y utilizada para evaluar el nimero de soluciones que admite un
interesante problema de orden combinatorio.

Una formulacidon mas general del mismo problema, para el caso de
multidigrafos h-regulares, fue resuelta en forma andloga por van
Aardenne-Ehrenfest y de Bruijn (5) en 1951. Amplias referencias
sobre el tema en cuestion pueden hallarse en Chiappa (389).

Los nombres dados al digrafo adjunto son diversos, entre ellos los
de: "arc-digraph" (87), "line-graph" (53), "edge-digraph" (189),
"covering-graph" (65), "derived-digraph" (59), "arrow-diagrams"
(69), "grafo commutato" (42), "graphe-adjoint" (103).

En los capitulos VI y VII de (389) se consideran distintas exten-
siones de este concepto. Otra, diferente de ellas, es la introdu-
cida por Cantor y Dimsdale (92) en 1969 bajo el nombre "vertex-
dual graph".

Notemos que para estudiar la relacidn de consecutividad entre los
arcos, en lugar del concepto que nos ocupa, puede recurrirse al de
"arc-graph representation". Este fue introducido en 1974 por
Rheinboldt y Mesztenyi (201) quienes 1o aplicaron en 1la LU descom-
posicidn de una matriz rala.

En 1977 Hemminger y Klerlein (268) consideran, bajo el nombre de
"line digraphs", una nocidén que refleja no sdélo la consecutividad
entre los pares de arcos de un multidigrafo G sino también si ellos



tienen un mismo vértice inicial o final. En la correspondencia re-
sultante los circuitos del digrafo obtenido no provienen necesaria
mente de circuitos del multidigrafo de partida. Esta es una dife-
rencia notoria respecto de la operacidn de adjuncidén tradicional.
La misma idea habia sido considerada previamente por Muracchini y
Ghir]anda en 1965 (43) y por Klerlein en 1975 (222). .

Por otra parte destaquemos que, de acuerdo con los correspondien-
tes comentarios, la nocidn estudiada en (248) (249) (278) (279)
(346) tiene analogias con la de adjuncidn pero excluye la represen
tacidn de los eventuales circuitos del multidigrafo de partida.

Procediendo por analogia con el caso no dirigido Chartrand y Ste-
wart (48) introdujeron el "digrafo total". En forma similar a lo
indicado anteriormente resulta que el digrafo total T(G) contiene
como subdigrafos disjuntos a G y a su adjunto.

Una relacidn funcional entre las nociones de adjuncidén para los ca
sos dirigido y no dirigido fue dada en (324). A11i se introducen
los conceptos: "e-adjunto" y "v-adjunto" que extienden al de grafo
adjunto y son coincidentes si no se admiten bucles. Esto fue utili
zado para reencontrar las condiciones necesarias y suficientes pa-
ra la existencia de isomorfismos entre un multigrafo y su adjunto.
Con tal objeto se emplea el resultado de Harary y Norman (14) co-
rrespondiente al mismo problema para el caso dirigido. La relacion
anterior ha permitido ademds caracterizar ((389) Cap.VIII) a los
multigrafos cuyo adjunto es hamiltoniano. Esta caracterizacidn re
formula y extiende la dada por Chartrand (28) al estudiar grafos
sin bucles.

Notemos que no obstante la vinculacion existente entre los concep-
tos que nos ocupan hay entre ellos diferencias esenciales. Una de
ellas es la siguiente: el adjunto de un multigrafo conexo también
es conexo, pero esta afirmacion no es valida para el caso dirigi-
do. En cambio, en ambos casos, si el adjunto de G es conexo tam-
bién 1o es G.

Otra, que creemos oportuno sefialar, es la que se deduce de Tlas
propiedades que indicamos a continuacion:

- Todo grafo adjunto H, distinto de K3, determina, a menos de iso
morfismo, un Gnico grafo sin vértices aislados cuyo adjunto es H.

- Todo digrafo adjunto H determina, a menos de isomorfismo, un ini
co multidigrafo sin vértices aislados con a 1o sumo una entrada
y a 1o sumo una salida, cuyo adjunto es H.

Conviene observar que, tanto para el caso orientado como para el
no orientado, la existencia de vértices aislados en G no interesa



para construir su adjunto, pero que en cambio, si existen en A(G)

deben tenerse en cuenta para recuperar a G. Ademds también en am-

bos casos, los vértices aislados deben ser considerados al estudiar

el isomorfismo entre G y su adjunto.

Los siguientes esquemas pueden ser utiles para visualizar algunas
cuestiones relativas a la adjuncion

a b
j ¢ ' - .
f
a b
&- —&

adjunto de H

oY

adjunto de G

En cuanto al empleo de Ta nocidn de adjuncion podemos decir que
para el caso no orientado es una de las nueve operaciones estudia-
das por Izbicki (17) y puede aplicarse a problemas de cromaticidad
(31) (108). También se ha mostrado Gtil con referencia a la "re-
construccidon" de un grafo G a partir de sus subgrafos G-{x} (x:vér-



tice de G) o de sus subgrafos G-{u} (u: arista de G) (81) (95) (119).
Para el caso orientado y considerando resultados de (5), fue utili-
zada por Kasteleyn (24) (65) para estudiar el nimero de caminos ha-
miltonianos en ciertas configuraciones de interés en la fisica. En
(53) fue indicada como Gtil para analizar cuestiones atinentes a
distancias. _

Ademas la utilidad del "paso al grafo (digrafo) adjunto" se mani-
fiesta, principalmente, cuando deben considerarse restricciones

que dependen del par de aristas adyacentes (arcos consecutivos).
Tal el caso de los problemas estudiados sobre el diagrama que re-
presenta una red (vial, telefdnica, etc.) y en los cuales la posi-
bilidad (costo, tiempo, etc.) de pasaje de un tramo a otro depende
del par de tramos considerados y no s6lo del hecho de incidir am-
bos en un mismo punto (nudo vial, centro de comunicacidn, etc.).
Problemas que se encuadran dentro del esquema precedente son los
estudiados en (207) y los indicados en la Introduccidon de (389) con
referencia al "digrafo etapas" y al "digrafo tareas".

Los trabajos que hemos recopilado se refieren casi exclusivamente
a configuraciones finitas.

Las cuestiones en ellos estudiadas, tanto para el caso orientado

como para el no orientado, pueden clasificarse en algunos de los

siguientes temas:

1 - Generalizaciones de la nocion de adjuncidn.

2 - Problemas de caracterizacidon: Se citan resultados en los cua-

les se formulan condiciones necesarias y/o suficientes que de- .
be satisfacer una estructura dada para ser:

a) grafo adjunto (sentido estricto o generalizado)
b) grafo adjunto de estructuras particulares
c) grafo adjunto iterado.

3 - Problemas de determinacion: Se incluyen trabajos en los cuales

se trata de dar condiciones sobre H que permitan asegurar la
existencia de un dnico G, raiz de H, o aquéllos que formulan
resultados andlogos al teorema de Whitney en otras configura-
ciones.

4 - Prob]émas de isomorfismo: Comprende:

a) grafos isomorfos con su adjunto (auto-adjuntos) o con algu-
nos de sus adjuntos iterados.

b) grafos con adjuntos o adjuntos iterados isomorfos a los ob-
tenidos aplicandoles otras operaciones.

5 - Problema euleriano o hamiltoniano: Se estudian configuraciones




cuyos adjuntos o adjuntos iterados son hamiltonianos o eule- .
rianos. '

6 - Propiedades y aplicaciones.

7 - Otros resultados vinculados con la nocidn de adjunto.

8 - Grafo total, semitotal, entero.

Teniendo en cuenta esta clasificacidn se tiene:
1 - Generalizaciones de la nocidn de adjuncidn:

(18) (50) (51) (82) (92) (116) (137) (185) (198) (207) (220)
(222) (233) (235) (242) (260) (264) (265) (266) (268) (280) (299)

(324) (338) (350) (355) (363) (366) (373) (389) (390) (399)
(407).

2 - Problemas de caracterizacion:

a) (3) (14) (17) (27) (29) (44) (53) (54) (59) (68) (69) (80)
(101) (116) (141) (153) (198) (206) (222) (235) (264) (314)
(338) (350) (373) (389) (399) (406) (412).

by (8) (10) (11) (12) (13) (15) (16) (25) (26) (28) (30) (38)

(39) (40) (42) (45) (60) (61) (74) (96) (97) (102) (115)
(117) (118) (127) (131) (132) (137) (139) (141) (142) (146)
(151) (185) (186) (204) (214) (215) (225) (226) (238) (242)
(246) (260) (261) (271) (286) (297) (300) (312) (316) (323)
(325) (342) (351) (355).

c) (75) (172) (193) (274) (289) (293) (370) (388).

3 - Problemas de determinacidn:

(1) (2) (17) (18) (27) (49) (62) (120) (121) (134) (135) (140)
(144) (152) (163) (190) (259) (268) (285) (306) (337) (344)
(363) (391) (393).

4 - Problemas de isomorfismo:

a)

(14) (23) (29) (36) (41) (42) (43) (44) (51) (52) (53) (54)
(70) (73) (75) (84) (85) (99) (128) (129) (141) (231) (324)
(389) '

b) (88) (123) (124) (169) (170) (171) (212) (227) (228) (229)
(234) (290) (295) (309) (322) (356) (358) (387).

5 - Problema euleriano o hamiltoniano:

(26) (28) (35) (37) (73) (78) (87) (130) (149) (157) (167)
(168) (173) (174) (192) (213) (255) (262) (275) (276) (277)
(310) (331) (360) (361) (368) (389) (403). .




6 - Propiedades y aplicaciones:

(4) (5) (6) (14) (17) (24) (31) (44) (50) (53) (59) (60) (64)
(65) (66) (71) (76) (77) (79) (81) (82) (83) (87) (93) (95)
(104) (108) (110) (112) (125) (148) (150) (154) (160) (165)
(175) (205) (207) (210) (221) (263) (265) (291) (292) (296)
(300) (305) (328) (332) (352) (382) (413).

7 - Otros resultados vinculados con la nocidn de adjuncidn:

(21) (22) (32) (46) (58) (64) (72) (86) (105) (106) (107)
(109) (114) (119) (122) (145) (159) (160) (161) (166) (177)
(178) (183) (184) (188) (194) (196) (197) (199) (200) (201)
(202) (203) (209) (211) (219) (223) (224) (225) (230) (232)
(233) (237) (239) (240) (248) (249) (250) (251) (256) (257)
(258) (269) (270) (278) (279) (281) (282) (283) (287) (288)
(298) (301) (302) (313) (315) (317) (318) (319) (321) (326)
(327) (329) (330) (333) (334) (335) (336) (340) (346) (347)
(348) (349) (354) (359) (362) (364) (365) (367) (369) (371)
(372) (374) (375) (378) (379) (380) (381) (383) (384) (392)
(394) (395) (396) (397) (398) (400) (401) (402) (404) (405)
(408) (409) (410) (411).

8 - Grafo total, semitotal y entero:

(33) (47) (48) (55) (56) (57) (76) (83) (89) (90) (91) (100)

(111) (115) (133) (138) (143) (147) (148) (155) (156) (158)

(179) (180) (181) (182) (187) (
)

(164) (175) (176) 191) (195)
(203) (208) (212) (216) (217) (218) (220) (229) (236) (241)
(243) (244) (245) (247) (252) (253) (266) (267) (272) (273)
(284) (289) (294) (299) (303) (307) (308) (309) (311) (315)
(317) (320) (322) (339) (341) (345) (353) (357) (377) (378)
(385) (386).
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